LAMBERYO ( ‘ ESARI (%)

Sulle superficie di Fréchet. (#*)

Come ¢ noto la nozione di superficie di FrRECHET (2) sorge dal concetto di
equivalenza secondo Frucuer di trasformazioni continue, concetto questo
molto pit generale di mlello di LEBESGUE. Il pure noto che I'area di LEBESGUE
di una superficie ¢ invariante per rappresentazioni equivalenti secondo FRECHET
della superficie stessa e percio dipende soltanto dalla superficie ¢ non dalla sua

rappresentazione.

Si dice problema di mpplescntamonc delle superficie di FrEcCHET il pro-
blema di determinare, se ne esistono, rappresentazioni di una data supemue
che godono di determinate proprieta nella classe di tutte le rappresentazioni
— tra. loro equivalenti secondo FRECHET — della supelﬁele stessa; in parti-
colare rappresentazioni per le quali 1’avea di LEBESGUE sia data dall’ integrale
classico. Questultimo problema & in notevole relazione con problemi cla‘ssici,
come guelli di DIRICHLET e PLATEAU (2).

(*) Professore o. della Universitﬁ di Bologna. Indirizzo: Via Castiglione, 1 -
Bologna (Italia). . .

(**) Lavoro ricevuto il 20»‘( 1949 - ) L

() Cir. T. Rapé, Len(/th and ared. Amer. Math. Soc. Colloguinm Publications,
Vol. XXX (1948). , ' f

(?) Cfr., anche per la bibliografia, .. Cesarl, a) Sulle quadrature delle swperficie
in forma parametrica. Bollettino Unione Mat. Ttaliana, ser. II, A. 4, 109-117 (1942);
b) Criteri- di uguale continvitt ed applicazioni alla quadrature delle superficie. Annali
Scuola Normale Sup. Pisa, ser. 11, 12, 61-84 (1943); ¢) Un complemento alla nota « Cri-
tert di uguale continuitd, ecc.. Rend. Accad. Lincei, ser. VIII, 1, 292-296 (1946); d) Sulla
rappresentazione delle superficie continue di area finita secondo LEBESGUE. Rend. Isti-
tuto Lombardo Scienze e Lettere, 79, 15-45 (1945-46); e) Rappresentazione quast con-
forme delle sw}mfcie continue. Rend. Accad. Lincei, ser. VIIL 1, 509-515 (1946) ;
f) Parametrizzazione delle su,pm}‘"cw continue di area /lmta secondo LEBE SGUE. Annali
di Matematica, ser: IV, 26, 301-375 1‘)4/), g) On the o'epnsentatzon of surfaces. Amex.
Journal of Mathematics, 1950, :
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Nel presente lavoro, richiamate (§ 1) varie definizioni e note proprieta
fondamentali delle superficie di FrECHET e dell’area di LEBESGUE, stabilisco
(§ 2) vari teoremi di equivalenza secondo FriicHET di trasformazioni continue.

Tali teoremi sono utili in varie applicazioni. Una prima applicazione ¢
- fatta nel presente lavoro (§ 3) ove, per una nuova via, dimostro teoremi di

rappresentazione per superficie chiuse partendo, come gid in uwn mio prece-
dente lavoro (*), da teoremi noti di rappresentazione delle superficie aperte
non degeneri e di tipo 4. Un’altra.applicazione, alla soluzione generale del
cosidetto problema debole di GEOCZE, sard fatta in un successivo lavoro (%).

§ 1. — Generalitd sulle superficie di Fréchet. (%)

1~ Indicheremo con u = (Y, u(»,..., w(") il punto generico di uno spazio
euclideo E, e con a = (x(V, », _ x() il punto generico. di uno spazio
euclideo E, . Indicheremo con {w,v}, {a,y} le distanze euclidee tra punti
w, v di B,, x,y di F,. Sia 4 c E, un insieme chiuso, connesso, localmente
connesso e limitato. Diremo 4, Uinsieme dei punti interni di 4 (in E,) e 4%
la frontiera di 4. Ogni trasformazione = = T(u), v e 4, v € E,, definita per
ogni # € 4, continua, univoea (non neecessariamente biunivoca) verra indicata
anche con una qualunque delle notazioni 7', (7, 4), T: x = x(u), ved, e
la si dird semplicemente una trasformazione. Diremo che due trasformazioni
(T,, 4;), (T,, 4,) sono ugunali e scriveremo T, = T, se esse sono identiche,
ciod se A, = A, e -T,(u) = Ty(u) per ogni wed, = 4,.

Data la trasformazione (7, 4) e un insieme 4’ ¢ 4 indicheremo con. (7, 4")
la trasformazione subordinata da 7' su 4’ :

2. - Sia (T, 4) una data trasformazione. Per ogni & > 0 sia o(d) Iestremo
superiore delle distanze { T(u,), T(u,) } per ogni coppia di punti %, € 4, u, € A,
con {u,, 4, } < 3. Diremo che la funzione non negativa, monotona non de-
erescente (8), 8 > 0, & il modulo di continuité della trasformazione T e per
le ipotesi fatte su 4 e T, risulta (0 +0) = 0. Se I c 4 ¢ un sottoinsieme
di A, sia 7n(I) U'estremo superiore delle distanze { T'(u,), T'(u,) } per ogni coppia

(®) Loe. cit. in (%), f), pp. 342-350.

(*) L. Cesari, Sul problema di GrOCzZE, nel prossimo fascicolo di questa Rivista.
Per comodith richiamo, nel § 1 del presente lavoro. anche varie definizioni e proprieta
che verranno usate solo nel prossimo seritto ora menzionato. k

(®) Per le definizioni e i teoremi richiamati nel presente paragrafo si confronti

9

loc. cit. in (}) e in (?).
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di punti w; € I, u, e I. Diremo (I} Voscillazione della 1' su 1. Se 3(I) e il
diametro di I, allora #(I) < [8(I)]. Diremo B llinsieme 7'(4) di tutti i punti
z ek, con = T(u), ©ed. Diremo che 7 ¢ costante su un insieme I.se
(I} = 0. ‘

3. — Per ogni punto x € B diremo insieme inverso 7-4x) di x I'insieme di
tutti i punti » € 4 tali che T(u) = x. Per ogni x € B Vinsieme 7(x) & chiuso
e percid i suoi componenti sono continui gc 4. Diremo G, o G(Z, 4) Vin-
sieme di tutti 4 continui ¢ © A4 che sono componenti di qualche insieme 7-(x)
con v'elB = T(A). I continui ¢ di ¢ sono i continui massimali gc 4 sui
quali 7 & costante.

4. - Diremo che la trasformazione F & monolona se, per ogni » € B 1'in-
steme 7-Ywx) ¢ un continuo. Diremo T puntiforme (in inglese light) se, per
ogni @ € B, i componenti g dell’insieme 7-{x) sono tutti singoli punti di A.
Diremo T un omeomorfismo se 1) 7 & biunivoca, cioé per ogni x € B l'in-
sieme TYz) & costituito di un-solo punto w e 4 e percid 7' & dotata di in-
versa I'; 2) T & continua insieme alla sua inversa.

5. - Nel presente lavoro ci limitiameo ai soli casi in-cui 4 & 1) un arco sem-
plice orientato, 2) una curva semplice chiusa orientata, 3) una regione chiusa
di JorDAN di ordine di connessione v sulla quale sia fissata una indicatrice
positiva; 4) una superficie semplice e chiusa sulla quale sia fisgata una indi-
catrice positiva. Diremo omeomorfismo € tra due insiemi 4, A’ come 1), 2),
3), 4) quegli omeomorfismi che conservano P'orientamento. Nel caso 2 potra
trattarsi anche di regioni di JORDAN poste sopra una superficie semplice e
chiusa. ' )

Sugli archi semplici sui quali ¢ gid fissato un parametro converremo, di
solito, di assumere come positivo 1'orientamento corrispondente al verso cre-
scente del parametro; sulle regioni di JORDAN del piano H, = (w, 4(3)) Pin-
dicatrice positiva sia quella corrispondente all’ordine dei punt1 (0, 0), (1, 0)
(0, 1) sul triangolo avente gli stessi vertici (antiorario); sulle superficie sem-
plici e chiuse l'indicatrice -positiva sia quella corrispondente all’ordine dei
seguenti punti (1, 0, 0), (0,1, 0), (0,0,1) sulla periferia del triangolo curvi-
lineo avente gli stessi vertici sulla sfera unitd (sinistrorsa). Se 4 & una regione
di JorpAN di ordine di connessione v, se la frontiera A* di 4 & costituita
delle curve semplici e chiuse «, (frontiera esterna), «,, «,,...; «, (frontiere in-
terne), intenderemo che o, sia .orientata in senso-antiorario e Oy Ohayessy O, il
senso orario. Per semplicitd supporremo di solito, nel caso 1) 4 = I, I seg-
mento unitario; nel caso 2) 4 = C% (% circonferenza del cerchio unitd C;
nel caso 3) se v=0, 4 = C; nel caso 4) 4 =6, € sfera unita. '
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6. - Diremo che due trasformazioni (7, Ay), (1., 4,) sono equivalenti
secondo FRECHET, o equivalenti, e scriveremo T, ~ Ty, o (Ty, Ay) ~ (T, A,),
se per ogni = > 0, esiste un omeomorfismo Q (n. 5) tra 4, e 4, tale che )
se Uy € Ay wy € Ay, uy=Quy), allora { Th(u,), To(u,) } < e. Sinoti che 1) T~7T;
2) se I'y~1T, anche T, ~1T,; 3) se T, ~1,, T,~1T,, anche T,~1T,,

Un caso particolare notevole ¢ l'equivalenza secondo LEBESGUE. Diremo che
T, e T, sono equivalenti secondo LEBESGUE se esiste un omeomorfismo Q,

tra A, e A, tale che. se ay € Ay, uy€ Ay, w0y = Qu(ay), allora Ty(u,) = T, 2 (2ts).
Trasformazioni equivs alenti secondo LEBESGUE lo sono anche secondo FricHET,
ma il vieeversa non & vero.

7. - Date due trasformazioni (7, 4,), (T, 4,), diremo distanza secondo
FRECHET [Ty, T,| tra esse V'estremo inferiore dei numeri z> 0 per i quali
esiste un omeomorfismo Q tra 4, e 4, avente la proprieta F) del n. 6. Si
nz'ofi”(*h'e 1) |7y, Tof = 0 solo e soltanto se T, ~ Ty 2) | Ty, Tof =] Te, VAR

”1’1, T <|T,, 1’3“ H Ty, Toff: 4) se Ty ~1T;, T, ~1T;, allora || T, INES
= I}T T' ’ ‘ '

8. — Porremo in una unica classe tutte le trasformazioni (7, A): z = x(u),
% € A, tra loro equivalenti (nel senso di FRECHET) (n. 6) e diremo che le trasfor-
Ir'iaz'oni' della classe sono tutte le rappresentazioni di una curva L nel caso 1),
di una ewrva £ nel caso 2), di una superficie S nel caso 3), di una supe.rﬁcie €
nel caso 4 (n. 5). Con le notazioni L: (T, Oy, &: (T, C*), 8: (T, ), €: (T,6)
intenderemo, in particolare, che le ‘(1'1sf01 mazioni a fianco’ indic: me sono ele-
menti della classe che definisce L, £, 8, &. Tenéndo presenti le definizioni
del n. 5 e del n. 6, ¢ chiaro che gli enti ora definiti sono enti orientati.

Si noti che, in base alle stesse definizioni, le superficie 8: (7, C), 8": (1", ¢},
con @ = (@'Y, 23, £); 4 = (WD, wD), T: 2D = 40, B = D, 203 = 0,
wel, T': aV=uM, 2 =—u 23 =0, ueC, sono superficie distinte, T
e 1" non sono equivalenti e |7, 77| +0.. 8i notino pure, ad esempio, le super-
ficie &: (T,€), S: (T, 0) con T: 2 =0, v= (0O, v», p®), v e, T: o =1,
b=mr, 0o =w, (ro)el [(g, 6, 0,), (r, ») sistemi di coordinate polari nello
spazio #(Va(»2®) e nel piano u(l)u_(->]; € e 8 sono superficie distinte e non
¢ neppure definita la distanza tra 7 e .

9. - (i interessano aleuni casi particolari (5). Sia 4 = J, e semplice
e orientata di JORDAN (v ='0) del piano H,. Diremo che la trasformazione
(T, J) & aperta non degenere se o) per ogni continuo ¢ di. G(7, J) Vinsieme

(%) Cfr. loc. cit. 'in"(g), b, d, e, f.
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aperto J,-— Jyg ¢ connesso; f) nessun continuo ¢ di G(Z, J) contiene J* Se
T ¢ aperta non degenere e 7"~ T, anche 7' ha la stessa proprietd. Diremo
che una superficie 8 & aperta non degenere se ogni sua 1'¢1ppresenm/mne (7, J)
¢ aperta non degenere.

e Livemo-che-la-trastormazione(Iy-J)-e-di-tipo-d-se-ol)-per-ogni-continuo-¢

di G(T, J) Pinsieme aperto H,—g & connesso. Se T ¢ di tipo 4 e T'~ 1,
anche T ha la stessa proprietd. Diremo che una superficie 8 ¢ di tipo 4 se
ogni sua rappresentazione (7', J) ¢ di tipo A. ;

Diremo che una trasformazione (7, J) & chiusa non degenere se «) per ogni
continuo g di G(T,.J) 'insieme aperto J,— J,¢ ¢ connesso; ') esiste un con-
tinuo ¢, di (7, J) contenente J* ma non ricoprente J. Se 7 ¢ chiusa non
degenere ¢ T'~ T, anche 7' ha la stessa proprietd. Diremo che una super-
ficie S & chiuse non degenere se ogni sua rappresentazione (7, J) ¢ chiusa non
degenere. Si noti che T ¢ costante su J*% Le precedenti definizioni valgono
anche se J ¢ una regione semplice di JORDAN sopra una superficie semplice
¢ chiusa. ' ;

Diremo che una trasformazione (T, €) & chiusa non degenere se o) per ogni
continuo g di G(T, €) insieme € — €g, aperto relativamente a &, & connesso;
£") nessun continuo ¢ di G(T,€) ricopre €. Se T & chiusa non degenere e
T'~ I, anche T’ ha la stessa proprietd. Diremo che una superficie & & chiusa
non degenere se ogni sua rappresentazione (T, €) & chiusa non- degenere. Se
la superficie &: (T, €) & chiusa nom- degénere, se £ ¢ una curva continua
semplice e chiusa di € su cui T & non costante, allora & divide ¢ in due re-

gioni semplici di Jorpax J,, J, e le superficie S;: (T, J;), St (T, d,) sono

aperte non degenere o di tipo .A.

"10. — Abbiamo gia indicato con € il cerchio v + ¢ <1 del piano
B, =ve® (cerchio unitd) e con € la superficie sferica 4(V? 1 (0? 4. 4% = 1

dello spazio B, = uMuu® (sfera unitd). Indicheremo con F, , H,  gli emi-
sferi 243 > 0, 4 <0 di L, con ¢ la circonferenza equatoriale «(®» = 0 e con

U,y %, 1 poli %, = (0,0,1), », = (0,0, —1) di €. Diciamo il punto (0, 0)

di E,, siano r la distanza » = {v, 0} e C, C, 1 cerchi r <1, »r<<1/2 del

piano H, e sia t la trasformazione monotona di € in €, u=<(v), v € 0, u €@,

cosi definita: =(v) si ottiene applicando a v € C lfomotetm di centro o e rap-

porto 2 e successivamente la proiezione da w, su K, se v € Cy; ©(v) si ottiene
applicando a v sul piano E, Pomotetia di centro w e rapporto (1=—y)-2

(variabile con ») e la proiezione da u, su K, su v e C— (,; finalmente sia
7(C*) = u,. La trasformazione 7 & continua in tutto O, trasforma o nel polo

, e C* nel polo %,. La sua inversa ~—! non & univoea.

~-Data una trasformazione (7, C) costante su €% allora, posto T = T'x1,
la trasformazione (Z, €) & univoca e continua su €; data una trasformazione
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(T, €) qualsiasi (continua su €) allora, posto T'=Tr, la trasformazione (7, ().
& univoea e continua su C e costante su C*.

Diremo che le trasformazioni (7, (), (Z,€) sono associaie. Diremo che
due superficie S, @ sono associatﬂ se esse qmmettono simultanee rappresen-

tazioni- S (T;C); oStnoti-ehe;se (T, €)= (F;70);
se T, e T, sono cosbanm su G"‘ e (;1,(,), ~,,L) sono le. loro trasformazioni
associate, allora T, ~X,; al contrario date due trasformazioni (T,,E) ~
~(Z,, €) pud accadere che le relative trasformaziont associate (7, €), (1,; €)

non sia-no equivalenti.
e (T, 0), (T,€) sono trasformazioni associate, T' costante su C* e l'una
& chmsa- non degenere, allora anche Paltra ha la stessa proprietd (n. 9).

11. - Lemma. Se J;, J, sono due regioni semplici di JORDAN, se (1, J,) ~
~A(Ty, J.) sono date trasformazioni equivalenti, allora anche (1, J;') ~ 7, JE).

I immediata conseguenza delle definizioni. '

La curva &: (I, C*) si dice il contorno della superficie S: (1, €). In forza
del Lemma essa non dipende dalla rappresentazione della superficie S.

12. — Siano date due trasformazioni equivalenti (7, J) ~ (1, .J'), sia Q,,
# =1, 2,..., una successione di omeomorfismi tra J e J' tali che, posto
w= Q,(u), wed, ¥ eJ', visulti { T(u), T'(%')} <1/n, siano %, 4, due punti.
dati di J, siano u;, = Q,(u,), 4, = Q.(1.), v =1, 2,..., ed esistano i limiti
Uy => Uy, Uy, — Uy, Uy, U, € J', quando n — oo, infine esista un continuo v'c J’
congiungente %, e w4, sul quale 7" & costante.

Lemma. Bsiste wn continuo v J congiungente u, con u, sul quale T
costante ¢ T(v) = T'(y").

Dimostrazione. La proposizione é nota e rientra in teoremi generali. Una
dimostrazione diretta ¢ lar seguente. J' ¢ connesso in piceolo e percid esistono
certi continui v, e J’, €J’ congiungenti #;, con u;, u,, con w, e i cui dia-
metri tendono a zero con {wu, ,u;}, {w,,u,}t Se 3, & il maggiore dei dia-
e v, allora 3, — 0 qua\ndo n — oo. Sia k] il continuo k] =y -+

i

metri di v,

- v e sia k, il continuo di J che gli corrisponde per la Q, . Allora w,
e u, appartengono a k, per ogni » e quindi, per il teorema di Zorrwi1 (%), l'in-
sietne di acenmulazione v, dei continui k,, » =1, 2,..., ¢ un continuo v, € J
e contiene u, e u,. Siano-p, e P, due punti qualsiasi di v,, sia & un intero
qualsiasi, siano »(3), »’(3) i moduli di continuita delle trasformazioni 7', 7"
Intanto esisteranno due (-ontmm An, tn, cON My >k, ny >k e due punti

(7) Cfr. B. v. KERECKIARTS, Vorlesungen iiber ]opoloqw, I. Berlin, Springer, 1923..
v11-270; paxmcol(nmente pag. 38.
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ek, ¢ek, tali che {pi, ¢} <1/, {p,, ¢} <1k Se ry= Q,(q), 7=
= Q, (), allora rek,,re 7";3 ¢ quindi esistono due altri punti s, ey, s. €v
con “{81: )< 8,,:, {82, 1} < Sn: . B ora { T(py), T(po) } <{ T(py), T(q)) } +
+{ D), T'n)} + { T, T} + {180, T'(s0) } + { L7(sa), T7(00) } +
e L) ) 3 A LT G)y L) f S oo (LR) A L = 035} 0 A4 0/(8,) ok

+ 1/, + w(l/k), ove ny =k, 0,k Poiche o(+ 0) =10, «'(+ 0)=20, Pul-
tima espressione tende a zero al tendere all’infinito di k. Pertanto Z'(p,) =
= T(p,) qualunque siano i punti p,, p, di v,. Ci6 prova che I' é costante
sul continno v, contenente #,, %,.

13. ~ In armonia con ben note convenzioni (3) diremo che su una regione
di JorpAXN J ¢ fissato un reticolato R se su.J sono dati certi punti u,, s,..., %,
distinti, certe curve continue semplici aperte 1,, ..., 1,, a due a due senza
punti in comune oltre gli estremi, certe regioni di JORDAXN {;, &,,..., ¢, e ogni
curva l; ha per estremi due punti u,, ogni regione 7, ha il contorno t,’f costi-
tuito di #re curve l; e [t lay..., t,] costituisce una suddivisione di J in regioni
di JorpAN. Diremo che #, sono i triengoli del reticolato, le curve I; i lati, i
punti «; i vertici. Se J* = (g4, ¢4y, ..., «,) ¢ il contorno di J, ciascuna delle
urve o, ¢ composta di un numero finito di archi I;. Intenderemo che ogni
triangolo sia orientato secondo le convenzioni del n.. 5. Analoghe definizioni
valgono per i reticolati R su € con 'avvertenza che il contorno ¢ nullo.

. Diremo che una superficie S [oppure &] & una superficie poliedrica, o una
poliedrica, se essa @) ammette una rappresentazione (P, J) sopra una regione
di JorpAX J (di dato ordine di connessione v) [oppure (3, €) sopra la sfera
unita], b) esiste su J [su €] un reticolato R == [t ty,..., 1,], ¢) per ogni tri-
angolo f;, 1 =1, 2,..., p, esisté una trasformazione monotona 7, di t; su
un triangolo vettilineo A; d) posto P; = PT, [B, = BT;], la trasformazione
(Pi, A) ¢ lineare su A e pertanto rappresenta su A un triangolo A;, eventual-
mente vidotto ad un segmento o ad un punto, dello spazio %, . Se § [opp. &S]
sono poliedriche, diremo loro area elementare a(S) [a(&)] la somma delle
aree elementari dei triangoli A,. Una rappresentazione di 8, o &, avente le
proprieta dette dicesi tipica per la poliedrica § [@J ,

. Una trasformazione (P, J) si dice quasi lineare se esiste un reticolato F
su J i eui triangoli ., k=1, 2, ..., v, sono rettilinei e se P & (continua in J )
e lineare in ciaseun triangolo i,.

Ricordiamo qui che una trasformazione 7 definita sopra un segmento
I = [a < w<b] si dird quasi linearve se I si pud dividere in un numero finito

\

di parti su ciascuna delle quali 7' ¢ lineare rispetto ad w. Analoga definizione.

(%) Cfr. loe. eit. in (*), IV Absch.



26 L. Cmsari: Swulle superficie di Fréchet

se T' & definita sopra una circonferenza ('* ove si assuma come parametro I’ano-
malia dei punti di ¢*

14. - Diremo area di LEBESGUE L(S) di una supreficie § il numero L(8)=

==-lm-a(P)--per-tutte-le-poliedriche—P-quando-| L8[~ 0.~ Diremo-area—di
LEBESGUE di una superficie € il numero L(S) = lim a(%) per tutte le polie-
driche B quando |B,E| —0.

Sappiamo che se || S,, S| — 0, allora L(S) <lim L(S,); se | &,,&| —0

S0
allora  L(G) <lim I(&,). Se §, & sono poliedriche allora L(S) = a(S),
- OO

L(B) = «{@).

15. - Data una trasformazione (7, J) della regione di JORDAN J in un
insieme 7T(J) dello spazio B, sia [J,, i =1, 2,..., n] una suddivisione di J
in regioni di JORDAN ottenuta mediante m archi di JORDAN 2, § == 1, 2,..., m.
Poniamo S: (T, J), S;: (T,J), i=1,2,..,n, iz (T,%), 7 =1,2,.,m

- Lemma. Vale la velazione 2, I(S;) < L(S) ¢, se le curve 1; hanno proie-
sioni sui piani o® = 0, h =1, 2, 3, di miswra nulle, allore 2 ; L(S;) = L(8) (°).

‘Analogo Lemma vale per le superficie . Tale Lemma ha una dimostra-
zione particolarmente semplice se T & costante su ciascuno degli arehi 2, ().

Ricordiamo qui che superﬂéie § o & ridotte a curve [ad esempio S: (7, C)
se T & costante su ciascuna retta u(V = costante, oppure S: (T, €) se T ¢
costante su ogni parallelo di €] hanno area nulla.

16. - Siano S e © superficie associate (n. 10), ciod ammettano rappre-
sentazioni simultanee §: (7, (), T costante su C* &: (T, €), tra loro asso-
ciate (n. 10). Allora L(S) = L(S). Cid ¢ una conseguenza dell’accennato caso
particolare del precedente Lemma, ma pud dimostrarsi anche direttamente
con lo stesso ragionaménto (*4).

Sia J una regione di JORDAN di ordine di connessione v del piano u =
= (wV, w(®). T punti di J siano i punti di una regione semplice di JORDAN =,
non interni a v regioni semplici di JORDAN T, Tay..., T0,, tubte interne a =, e
a due a due senza punti interni o del contorno in comune. Sia (T, J) una tra-
sformazione (continua in J) la quale risulti costante sulla frontiera 77 di =y
Allora anche la trasformazione (T,, J -+ =,) definita ponendo 7' =T in tutti

(®) L. CesArr, loc. cit. in (3), f, pag. 326.

(*°) L. Cesari, Una uguoaglianza fondamentale per Uavea delle superficie. Memorie
Accademia Italia, 14, 891-951 (1944); particolarmente pag. 904.

(1) Cfr. loe. cit. in (19), . i
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i punti di J e stabilendo c¢he 7, sia costante su tutto =, e 7y(x,) = T(x)), &
continua su J - ,. Le regioni di JorpaN J e J -+ = sono di ordini di
connessione v e v—1 e pertanto non esiste alcun omeomerfismo tra esse.
In conseguenza le trasformazioni (1, J), (7, J +w,;) non sono equivalenti e

“‘l’é‘“’é’ﬁfjéi‘ﬁé’ié”ﬂ’i"’"FIEEC‘H’E‘T“S:'"“(;T,”J)”;“”S{E """" (T =)y soiio distinte. Tuttavia
ditemo che esse sono associate e, dal Liemma precedente visulta che L(S) =
= L(S,). Analogamente se J & costante su pitt di una delle curve =,
=1, 2,..., n. ‘ o

17. - Diremo che una trasformazione ( T, J) ove J ¢ una regione di J ORDAN
del piano E,=vWp(2) & quasi conforme (12) in J se, posto T: aD=a()(pD, p(D);
=1, 2,..., m, v== (0N, ¢} eJ, risulta

@) le funzioni (" (v(), v(), i =1, 2,.'.., m, sono assolutamente continue
.secondo TONELLI in Jo (%) ' ‘

b) le derivate parziali pmme 2 = D u®, k=1,2, i=1,2,.,m,
che esistono guasi ovunque in J o, sono integrabili L2 in Jg;

¢) posto By = X, “) (' y by k=1, 2, risulta K, = E,,, K, =0 quasi
ovunque in J,. i '

Diremo che una trasformazione (7,J), ove J & una regione di JORDAN
della sfera €, & quasi conforme in J se, scegliendo il polo #, di € fuori di J,
la proiezione di (7, J) da w, sul corrispondente piano equatoriale é quasi--con-
forme nel senso indicato sopra.

Valgono le seguenti proposizioni:

" 1. Per ogni superficie S in E, aperta mon degenere con L(S) < -+ cor
esiste una rappresentazione (T, €) quasi conforme in C (M).

2. Per ogni superficie S in B, di tipo A con L(S) << + oo, esiste una rap-
presentazione (I, C) tale che, se ¢;, i =1, 2,..., ¢ un conveniente agyregato nume-
rabile di cerchi ¢;c C, a due a due disgiunii ¢ i cui punti di accumulazione
sono tutti su C%, allora 2a) le superficie S;: (T, ¢;) sono aperte non dege-
neri; 2b) la rappresentazione T ¢ quasi conforme su ciascuno dei cerchi cg;

(**) Cfr. L. Cesagr, loc. cit. in (%), b e C. B Morrey, An analytic characterisation
of surfaces of finile I.EBESGUE area. Amer. Journ. of Math., 57, 692-702 (1935).

(**) Cioé assolutamente continue secondo TONELLI nell’insieme apelto J, formato
dai punti interni ad J. Cfr. L. ToNeLLl, Sur la semicontinuité des integrales doubles du
Caleul de Variations. Acta Mathematica, 53, 325-346 (1929).

(*) C. B. MorrEY, loc. cit. in (*?); L. Cesari, loc. cit.-in (2), 4. In questo se-
condo lavoro trovasi una dimostrazione della proposizione 1. fondata sul metodo diretto
del Caleolo delle Variazioni. Al posto di C si pud considerare il quadrato fondamentale
@ = (0, 1, 0, 1). Una proposizione analoga alla 1. & stata enunciata da C. B. MORREY
per le superficie & chiuse non degeneri.
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20) 2 L(S) = L(8S): 2d) ogni punto non interno ai cerchi ¢; ¢ congiunio a ( 4
da un eontinuo v c C su cui T ¢ costante (%),

Si noti che, se (7, ¢): D = pD(E, q), i==1,2,3, u= (%) e, & non
costante e quasi conforme, allora le funzioni #UNE, 7)), <=1, 2, 3, sono a

variazione limitata come funzioni di £ [4] per quast tutti i » [Z]. Pertanto ¢
sempre possibile scegliere poligonali chiuse su cui tali funzioni sono a varia-
zione limitata e non tutte e tre costanti: Ad esse corrispondono su § curve
rettificabili non ridotte ad un punto. )
Analogamente, dato un punto u, interno a C, ¢ possibile scegliere un arco
semplice 2, interno-a C, avente u, come punto interno (rispetto a A) tale
che 7 sia non costante su 2 e le funzioni a(9(%, 1) siano a variazione limitata
sn ogni parte di » non contenente u,. Infatti, posto u,= (&, v,), si considerino
due successioni %,— Z,, 7,-> 7, tali che &y > Zut1y fm > ey € tali che le fun-
zioni wCNE,, 1), @)L, 1,) siano a variazione limitata come funzioni della sola
00 della sola %, i=1,2,3, n==1,2,.., e si considerino i segmenti congiun-
genti 1 punti (£, %), (&, 0y (Bay 5a), (Bsy 7s)se-. . Analogamente si faceia con-
wdemre due successioni analoghe alle precedenti, con £, <<Z%..,, 0.< Tt
Tutti quesh segmenti ¢ il punto u, formano un arco di JORDAN A avente
le proprietd richieste ('*). All’arco 2 corri .sponde su 8 una curva avente le

proiezioni sui piani fondamentali di misura nulla.

18. — Diremo che una superficie poliedrica P ¢ inseritta nella superficie S
se P ed § ammettono rappresentazioni simultanee P: (77, J’), §: (T, J) ove
1) J, J’ sono regioni di JORDAN dello stesso ordine di connessione; 2)J cd;
3) (1", J’) & una rappresentazione tipica in J’ (n. 13) per la poliedrica P, cioé
esiste un reticolato R in J' aventi le proprietd dichiarate al n. 13; 4) nei
vertici u;, i =1, 2,..., m, del reticolato R di J’ si ha 7"(u;) = T(u;), i =
== 1, 2,..., m. .

Se (7, J), (17, J’) hanno le proprietd dette, diremo che este sono mp}ne-
sentazioni tipiche per le superficie S e P. .

Diremo che una superficie poliedrica B & inseritta nella superficie & se B
ed & ammettono rappresentazioni P: (‘I’ €); &: (T,€) ove 1) (T,6) & una
cappresentazione tipica (n. 13) per la poliedrica B, cioé esiste un reticolato R
di € avente le proprietd dichiarate al n. 13; 2) nei vertici u;, i = 1, 2iiiey My,
del reticolato R di € si ha T'(u,) = T(w,), 1 =1, 2,..., m. '

(1%) L. (‘Lm\m loc. eit. in (%), d, e, f. Anche qui si puo (011\1([(’1416 al posto di (7
il quadrato fondamentale .
(15} Cfr. loc. cit. in (%), f, pp- 345-346.
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§ 2. — Teoremi di equivalenza.

19. - Lemma. Siano A, B, regioni orientate di JORDAN del piano wMul?
¢ dello stesso ordine v di connessione, siano o,, B;, © = 0, 1, 2,..., v, le curve sem-
plict chiuse orientate costituenti la frontiera di A e B, a,, By frontiere esterne, le
rimanenti arbitrariamente numerate, gli orientamenti essendo fissati come al n. 5,
siano Q;, i==0,1, 2,..., v, dati omeomorfismi tra o; ¢ B, (conservanti gli orien-
tamenti), allora esiste un omeomorfismo Q tra A ¢ B che coincide con Q; tra o,
e By 1==0,1,2,..,v (V).

20. Siano i vettangoli R, = (a, b; o, B), R, = (b, ¢: a, B), R = (a, ¢; «, B)
del piano #Mul e sia (T3, R,) una data trasformazione.

Lemma. Hsiste wna trasformazione (T, R) tale che 1) T(w) = T (u) sé
welk, 2) (T, R) ~ (T, Ry).
- Dimostrazione (1%). Per semphmtd .suppomdmo Ry=(0,1;0,1), R, =
= (1, 2;0,1), R.=(0,2;0,1). Poniamo T(u) = T\ (u) se u € By, T(u) = T (1)
se we==(uM, W) eR,, uy==(1, w¥). T ¢ evidentemente continua in R e soddista
la 1). Proviamo la 2). Sia «(3) il modulo di continuita di (7, R,). Per ogni
intero » diciamo £, Pomeomorfismo tra R, ed R tale che, posto v = Q,(u),
4= (W, w) e, v= (v, eR, & =y V= pudfin—1) se
0<u<1—1/n, v =2 —n -+ nu® se 1—1/n < uV < 1. Nel primo caso €
{w,v}</ne{ L), T(uw)} = { Tiv), Tyu)} <c 1/n): nel secondo & { %, U4y } <

<1/n, T(w) = T(uy) = T(t), { T(v), Ti(w)} = { T1(%), Ts(u)} < w(l/n). Quan-
do n ~ oo, allora o(l/n) -0 e cid provn che TNT

21. — Con le notazioni precedenti sia (7, R,) una data trasformazione.
Sia (77, BR) la trasformazione cosi definita: T7(u) == T(u) s¢ u :’('zo“), wt?)),
O <uD <<my Tu) = T(u) se m<<uw) <e—b +m, wy= (m, w®); T'(u)=
= T(u,) se ¢—b + m<uV <e, 1y = (V) —¢ -+ b, w®»). Vale il

Lemma. (1", R) ~(T,, R,).

La dimostrazione .e analoga a quella dd Lemma precedente

(*7) Cfr. J. W. T. Youneas, The extension of a homeommphzam defined on the bowndmu
of a 2-manifold. Bulletin Amer. Math. Soc., 54, 805-808 (1948).

(*%) Questo elementare lemma e quelli dei nn. 21, 22, 23 possono dimostrarsi anche
sulla base dei teoremi di approssimazione esposti da T. Rapd. loe. cit. in (1), pp. 71-79.
Si noti che Vequivalenza qui considerata rignarda enti orientati (n. 8).
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22. - Sia € la sfera unith (n. 10) dello spazio w(MuPu®. Introdotte
coordinate polari o, 8, ¢ il cui centro sia (0,0, 0), di asse (M e piano po-
lare w®. <0, w® =0, allora ogni punto di € (o =1) ¢& individuato dalla
coppia (6, 9), 0 <0 <xw, 0 <g < 2% Diremo m, il meridiano ¢ = 0. Sia (T, €)
una data trasformazione. Diciamo (T,, &) la nuova . trasformazione cosi. defi-

nita: T,(u) = T(u,) ove u = (0,0), u, = (0, 20— =) se /2 <o < 3x/2, ove
w = (0, @), w, == (0,0) se 0 <op<w/2 e se 37/2 <o« 2r. Vale il
Lemma. (T,,€) ~(T,€). ~
Dimostrazione. La dimostrazione & analoga a quella del Lemma del
n. 20. Sia infatti w(3) il modulo di continuitd di (T, €). Per ogni intero » >.1
diciamo Q, omeomorfismo di € in sé cosi definito: v = Q,(u), u == (4, q)

b
- -

v=(0,0") ove o= np/2 se 0 <o <n/n; o'=7 + nlo—=x)2n—1) se wjn <

Lo <L 2t —wfn; o'=2r + nlp—2n)/2 se 2rn—x/n <o < 2r. Allora Q, in-
duce Videntith sul meridianc m,. Inoltre se v = Q,(u), % = (6, )y v = (0,9,
0o == (0, 00) ¢ {T(w), T,(v)} = { T(u), T(vy) }, {2, 0} <|o—0p|. Eseguendo i

caleoli si trova |o—op,|<wm/(n—1) se w/n<op<2x—x/n, |o—0g,| <w/n
altrimenti. Percio { T(w), T,(v) } < o(x/n), oppure < w(w/(n-— 1)). Poiché queste

espressioni tendono a zero guando % - co, ne risulta T, ~ I,

23. — Nelle condizioni del n. precedente, sia u, = (0, 0, —1), e sia g, 0, o
un sistema di coordinate polari di centro (0, 0, 0) e asse «(®. Diciamo (Z,, €)
la trasformazione cosi definita: T,(u)=T(u,) ove u=/(0, ), u=u, se m<U<x,
ove u = (0,0), w, = (n0/m, 9) se 0O <m. Si noti che T, ¢ costante su
tutta la calotta m<0<= di € (contenente w_) alla quale corrisponde per
la T, il punto I(u,). Vale il

Lemma. (F,,€) ~ (I, C).

La dimostrazione ¢ analoga a quella del Lemma del n. 22.

24. - Siano J,, J, regioni semplici di JORDAN senza punti interni in co-
mune e aventi un arco t del loro contorno in comune, sia J == J, + J, la
regione semplice di JORDAN unione di J, e J,. Sia J¥ = ;171 JF = it bl
ove t, by, y, 1, t; sono archi semplici, ¢, e ¢, eventualmente ridotti a semplici
punti, ma ¢, t,, &, non ridotti a punti. Intanto J* = t,t,t;t, . Sia (7', J,) una

data trasformazione.

Lemma. Hsiste wna trasformazione (I, J) tale che 1) T(u) = T'(u) se weJ:
2y T ¢ costante su t, ¢ t;; 3) (T, J) ~ (Ty, Jy).

Dimostrazione. Qualora 1, o {; siano ridotti a punti possiamo sempre
sostituirli con ‘archi nor nulli pitt ampi. Procederemo percio come se t,, #
fossero non 1'idotti a punti. Siano i rettangoli R, = ABCD = (0, 1; 0, 1),
R, = DOEF = (1,2;0,1), R = ABEF = .(0, 2;0,1). TFissiamo ¢ arbltranomeo—

morfismi tra gli archi t,. ¢ DABC, tra t ¢ DC, tra i; ed EF, tra {, e CH, tra i
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e FD. Ne risultano omeomorfismi tra J; e RY, tra J. ed R} che subordinano lo
stesso omeomorfismo tra t e DC. Per il Lemma del n. 19 esistono omeomor-
fismi tra J, ed R,, tra J, ed R, che coincidono con quelli prestabiliti sulle
frontiere. Pertanto essi subordinano lo stesso omeomorfismo tra 't = J,J, e
DC = R R, ¢ quindi individuano un unico omeomorfismo Q tra J ed K. ‘

Allors, posto T, = T,€, abbiamo una trasformazione (7, R,). Applicando
il procedimento del n. 20, avremo una nuova trasformazione (T, R) tale che
Ty(w) = Tyu) se wekR, ¢ T, & costante su CF e DF. Finalmente sia
T = T, Si noti che da Ty{u) = Tyu) se uwe R, segue T(u) = T,(u) se
# €.J,. Inoltre T & costante su t, e t, e infine, da T, ~ T, Ty, ~ T, Ty~ 1T,
segue I, ~ 1. :

Si noti che ogni punto # € J, fa parte di un arco semplice v, congiungente.
% cont et e sul quale 7' & costante, che & il trasformato mediante 2 di un
segmento w(? = costante di R,.

25. - Siano R, R, R'c R, regioni semplici di Jorpax e siano (7, R),
(7', R"y due date trasformazioni. Sia p;, Pp,..., p. una suddivisione di B — R’
in - regioni semplici di JorpaN e sia R* =Ll ...1,, R'*= Ly ..U, pf =
= U027, i=1,2,.,mn ove &; Xy t=1,2,.., % Xy =) sono archi
semplici e aperti. Gli archi A;, in R— R, sono a due a due senza punti
in comune in (R— R’), e:;, congiunge il punto comune di [] e I;,, in R'*
col punto comune di I; e Iy, in R* 4 =1, 2,.., #. Gl archi &; sono orientati
da-R'* ad R* e non si esclude che taluni archi I,;; 17, 2; siano ridotti a semplici
punti. Siano n(I), #'() (n. 2) le oscillazioni delle trasformazioni T, T’ e si
sappia che 7(p;) <e¢, i=1,2,...,n, ¢>0 e che { T(w), T'(w)} < ¢ per ogni
u € R'. Vale il A ; .

Teorema. Ksiste una trasformazione (1", R) tale che 1) T" ~ T"; 2) T"(u) =
== T"(u) per ogni weR; 3) { T(u), T"(u)} <3¢, per ogni ue .

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che nessuno degli avchi I,, 1], %,
sia ridotto. ad un punto. Applichiamo il procedimento del n. 24 alla data
trasformazione (77, R’) ponendo J, = R, J, = p,, J=R ~+ p,, t=1, &, = T
t, =1, t; = A;L Avremo cosi su R’ p, una nuova trasformazione 7' ~ 71",
Applichiamo ora il procedimento del n. 24 alla trasformazione I} pohendof
Jy=R+p, Jo=1ps J=R AP+ 0 1 = [y ¥ - t, = singolo punto,
ty= Ly, ty = A" Avremo cosi su R'-4+ p, - p, una nuova trasformazione
T, ~T,. E cost di segnito. L’a" passo si otterrda ponendo J; = R'+ p, +
e Yoy Ja= Py, =R py - Dy tzz)gl“ll,'f‘)\,l,' 1y, 1y singoli punti,
ty = 1,. Avremo allora la trasformazione cercata (7", R) ponendo 7" = T,.
3i noti che T”(l-u) = T (u) = T,_y(u) = ... = T'(u) per ogni wekR, cid che
dimostra la 2) e¢ che 1T"=17,, T,~T,,,..., T,~1T, ¢id che assicura
T" ~ 1", ossia Ia 1). ‘
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- Sia @ un punto di R. Se we R allora 1"(u) = T'(w), { T"(w), T(u)} =
= { T'(w), T(u)} < e in forza delle ipotesi, Se w e R — R', allora u ep; per
un certo 4. Hsiste un continuo v di p; sul quale 7" & costante (n. 24) che con-
giunge % con un punto di Ik, e, d’altra parte, se questo punto appartiene
a. A,y T7 & costante su 2,. Dunque, in ogni caso, esiste un continuo (y, op-

Iy

pure yA;) congiungente % con un punto «’ di I sul quale 7" & costante e percio
T'(u) = T"(«'). D’altra parte ' el}, I;c R'* e quindi 7"(u’) = T'(u’). Final-
mente { T(w), T"(w) } <{ T(u), T(u')} -+ { Tu"), T'(w')} 4+ { T"(w'), T"(w')} +

{ T”(u ), T () }< n(p:) +{ l’(u Y, ')} +0 +0<{¢ +e==2c Cid vale per
ogni v € R— R’ e in tal modo la 3) ¢ dimostrata. ‘

Tatto cid che si ¢ detto pud essere ripetuto anche se taluni archi I, &,
sono ridotti a punti. Si osservi infatti che non tutti gli archi I; possono essere
ridotti a punti, essendo R'* = [;I] ... I, e percio, se anche I, I,..., sono ridotti
a singoli punti, vi sard un primo I non ridotto a punto. Il procedimento indi-
cato in principio puo iniziarsi dalla regione p, e indi si procederd su P,
Pitzseers Duy Diseers Piea- Perche cid sia possibile occorre che gli archi UJ71hq,
1,73 Aitay... Siano tutti non ridotti a punti, cid6 che accadra certamente percheé
se, ad esempio, fosse I;7 A, ridotto ad wun punto, allora il contorno
[ Mirdirsh 5., della regione p.., sarebbe ridotto a Lisshi )., € percio gli
estreml di Asperq; cadrebbero entrambi su Iy, cio¢ su R¥%, ¢id che si & escluso,
a meno che ., non sia ridotto ad un punto. Ma non pud essere A...., ri-
dotto ad un punto percheé in tal caso anche l,.,, come arco semplice aperto
di JORDAN avente primo ed ultimo estremo coincidenti dovrebbe essere ridotto
ad un punto e P, non sarebbe pitt una regione di JORDAN ma un semplice
punto, cio che si esclude. ‘

Finalmente supponiamo che anche archi I; possano essere ridotti a punti.
Allora, se il procedimento precedente ha inizio al poligono p, ed I; ¢ ridotto
ad un punto, si ponga #, = Al,, &, = A7}, t, singolo punto. Cosi ad ogni
passo suceessivo in cui I+, € un singolo punto si ponga il = lie, & = Aipsy
1, singolo punto. Qui & certo A/, non ridotto ad un punto perche in tal caso
hits—1 avrebbe entrambi gli estremi su I , |, cioé su R'* cio che si esclude
col ragionamento fatto sopra.

La 3) vale ancora perché anche nell’ultimo caso, » e %' non apparterranno
necessariamente alla stessa regione p, ma a regioni p, € P, qualora li_,, .
l;—» siano tutti ndottl ad un singolo punto ¢ percio ad un unico punto »’ ed_
a-llom {T(u), T(u') } < { T u) Tu") =+ { T(w"), T(W) } < (ps) + 09(Pe2) < 20 ¢
infine { T(w), T"(u) } < 2¢ + ¢ = 3¢.

K]
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26. — I noto () che trasformazioni puntiformi equivalenti secondo FRECHEY
sono equivalenti anche secondo LEBESGUE (n. 6). Qui non avremo perd bi-
sogno di tale generale proposizione ma soltanto della seguente p'utleol'ue che
dimostriamo direttamente.

Lemma. Siano I, I, aegmmm ortentati, siano (I, I) (L, 1,) trasfor-

mazioni equivalenti secondo FRECHET ed entrambi puntiformi, sia Q,,n=1,2,..,
wna successione di omeomorfismi tra I, ed I, tali che, se w, == Q.(u,), %, € I,
we € I, allova & sempre { Ty(uy), To(us) } <1/n. In tale ipotesi, allora 1) esiste
Un omeomorﬁsmo Q tra I, ed I, tale che, se w, €I, u, €ls, u, = Qu,), ¢

Ti(,) = Ty(ts); 2) esiste una sottosuccessione Q,., k=1, 2,..., convergente
um;fo; memente wverso £ quando k — co.

Dimostrazione. Possiamo supporre I, = [0 <+ <1], [, = {0 <t <1},
ove t, = sono coordinate ascisse su I, e I,. Pertanto Qt=1t,x), 0<7 < 1,
ove 1,(z) ¢ funzione continua crescente in senso stretto in (0, 1) con 1,(0) =0
t.(1) = 1. Per il teorema di HELLY esiste una sottosuccessione 1, (7) tale che
il lim 2,,(7) = #(7) esiste per ogni 0<=<<1 e quindi #0) =0, (1) =1,
)

0 <tr) <1 e t(v) & funzione non decrescente di = in 0, 1).

Dimostriamo che #(t) ¢ continua. Ragioniamo per assurdo e supponiamno
che, per un certo T, sia t{r; + 0) = (7)) + & 0< <1, e> 0. Sia t, ="#(7y),
i, = t(7, - 0). Al segmento t,.la trasformazione puntiforme T, fa corrispon-
dere una curva continua non ridotta ad un punto e percid di un certo diametro
5D > 0. Bsistono allora due punti t,, &, f, <t <<1ty<{t;, tali che { Ts(t.),
To(t;) } > 4D. Sia ,(3) il modulo di continuitd della trasformazione T, e sia
>0 un numero tale che w(c) < D. Sia t, un punto tale che =+, <<=, <1,
- — 1, <o e sia k un intero tale n; > 1/D Itnk(u,)—t(gz)l min {D, t, —#,,
ts—1s), @ =1, 4. Pertanto t,(t;) <iw) + (f—t) =& + (L —t) =1, tu(Ta) >
> 1) — (b —b3) > 7 + 0) — (ts— ty) = ti— (ly— 1) = 15y €iod (7)) <t <<
<ty < 1y (7). Per la continuitd di t,,(%) esistono due punti Top, Tary T1 K Tan <
< T < Ty bali che t(Ta) =1, 1 =2, 3. Finfthnente abbiamo { T'a(f.), Talts) } <

{ Tolta), To(vor) } -+ { Tu(7ar)y Tal7a) }+1 (tan)y Tolts) } <1jmy + o(o) + 1/m <
< D + D+ D =3D, cid che & assurdo essendo { To(ts), Ta(ts) } > 4D. In tal
modo ¢ dimostrato che t(r) & continua a destra. Analogamente per la conti-
nuitd a sinistra. S

Dimostriamo che #(t) & crescente in senso stretto in (0, 1). Ragioniamo per
assurdo e supponiamo che (<) sia costante in un intervallo (<, 7g) di (0, 1).
A questo intervallo la trasformazione puntiforme T, fa corrispondere una
eurva non ndottd ad un punto e percid di un certo diametro 5D > 0. Esiste-

(1%) Cfr. loe. cit. in ('), pag. 57.

3 =~ Riviste di Matematica.
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ranno allora due punti =, =, © < <<, con { (), T} 4D
Sia .(3) i modulo di continuitd della trasformazione ’1‘,, sia ¢ > 0 un nu-
mero tale che w,(c) << .D e sia &k un intero tale che 1jn, << D, |t (7t:) — (=) | <
< g/2, i==1, 4. Poniamo t, =1,(5;), 1 =1, 2, 3, 4, onde 1‘1, < gy < Ty < .‘,_‘L..
Inoltre ty, — o << byp—hy == t.070) — b)) < [H7y) — Uw)) +2(6/2) =0 +6=0.

Pertanto { Ty(tar), T (ts,) <D e infine { T(z), T1(m) } <{ Ti(va)y Toltar) } —
- Tan)y Toltar) b -+ { Toltar)y Tilzs) < ’nk 4 wy(o) + 1jn, < 3D, ¢idb che &
assurdo. T cosi (hmm’rnm che 1(7), 0 <{~<1, ¢ continua e crescente in
senso stretto in (0, 1). :
Per il teorema di HELLY segue ora Ia uniforme convergenza di 0, verso €,
Si noti che per ogni 0 < v <01 si ha { Th(t,,), Ti(7) } < 1jn, se &, = (7). Pas-
sando al limite per k — oo, si ha I,(f) = T)(x) se t = t{z) per ogni 0 <7< 1.
Pertanto T,.e 7, sono equivalenti secondn LEBESGUE.
Nota. Il lemma ora dimostrato si estende senza difficolta (11 caso di tra-

sformazioni definite sopra circonferenze CJ, CF.

27. - Lemma. Siano C,, O, cerchi concentrici, C,c (,, sia R = Uy~ (Cy),,
sia (T, CF) una date trasformazione. Allova esiste una trasformazione (I, R)
tale che 1) (T, OF) = (T4, C¥); 2) la trasformazione (T, C7) ¢ puntiforme;
3) (T, CXY~(Ty, CF); 4) se S ¢ la superficie 8: (4, R), (definita nella corone
cireolare R), allora L(S) = 0. )

Dimostrazione. Si assumano nel piano di R coordinate polari (g, 0)
di polo il centro di ¢, e C,. Per fissare le idee siano C, e C, i cerchi o<1,
o< 2, onde R & la corona 1 < o < 2. Indicheremo con t e { Panomalia 0 (101
punti » di €7 e CF. Sia O Vinsieme dei numeri reali =, 0 < = < 2%, corrispon-
denti a punti % di archi di €] su cui 7, ¢ costante. I’insieme O ¢ aperto e
due componenti di O non hanno punti interni né estremi in comune. Pertanto.
Pinsieme F = (0, 27) — O ¢ perfetto ed esiste una funzione continua e mono-
tona t:t(f), 0 <r<2xr 10)=0, t(8r) = 2=, la quale ¢ costante solo o

oSy ST,
soltanto sugli intervalli di 0. Per ogni =, 0 <7< 2%, diciamo vy :y(.) Ia

curva 0 == (2—p)r + (p—1)(7), 1 < p < 2. y(7) congiunge il punto (p = 1,
0= 7) di ¢ col punto (p =2, 0 =1(s)) di ;. Sinoti che, per ogni 1 < p< 2,
0 = 0(<) & funzione continua e crescente in Senso stretto di = e percio per
ogni punto interno ad R (nonché per ogni punto di C)) passa una ed una
sola curva (7). Definiamo la trasformazione (I, R) stabilendo che per ogni
weR sia T(u) = Ty(u,), ove u, ¢°il punto %, e O] della cmrva v che passa
per u. Si prova elementarmente che T & una trasformaszione continua su R
ed evidentemente 1) e 2) sono soddisfatte. )

Sia w(3d) il modulo di continuitd della trasformazione (T, R). Lia funzione
t(z) pud essere a.pprossimam mediante funzioni quasi lineari #,(7), 0 << 7 <C 2%,
#n==1, 2,..., continue e crescenti in senso stretto e possiamo supporre £,(0) =
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1,(27) == 2w, |t,(7) —t(7)| < 1/n per 09‘1)1 0~ L’equazione 1 == t,(<)
dehmsce un omeomorfismo Q, tra O cr.

Siano » un punto di (/1 di anomalia +, 0 <

(%) la curva uscente

da u, v’ € CF il punto che (<) ha su O di dl]O]ll(lh(l i), " e CF il punto
_corrispondente ad w per la Q, e di anomalia t,(7), allora { «", #'} < 2| 1,(x) —
=(x) =2 e pereid{ T (w); P (w") = Ty Pluy << el@inyrove-a(2/m)y==0

per n — oo. Cid assicura che (Ty, OF) ~ (T, CF).
Sia (P, C7) una qualsiasi trasformazione, quasi lineare rvispetto a =, su C7
e tale che, per ogni w e (‘-’”‘ si abbia { Py(w), Ty(u)} < 1/n. Per ogni punto a
di (,,';‘ di anomalia <, diciamo v, ="v,(z) la curva 0 = (2—p)7 -+~ (p — D)t (7),
0 < p <1, congiungente il punto (p=1, 0 =7) di ¢ col punto (p = 2,
0 =t,(7)) di CF. Per ogni punto weR 1)(1h%l wa ed una sola curva v,.
Definiamo il vettore (£, R) ponendo P(u) = P,(u;) per ogni punto ue R ¢
ove u, ¢ il punto u, € ('1 della curva v, passante per u. Come sopra P & un
vettore continuo in R. Dimostriamo che (P, R) rappresenta una superficie
poliedrica X le cui faccie sono tutti segmenti. Siano 1, = (7 <7< %)y
i=1, 2,.., v T, = 7, gl archetti di Oy sui quali P; ¢ lineave, v,, 1 =1, 2,
, v, le n curve v,(x) che escono dai punti di ¢} di anomalia =, I/, i =1, 2,
, v, gli archi di C_ congiungenti i secondi estremi delle curve ~v;. Allora R

& divisa in n regioni =, il cui contorno & 7:*—~ “Zlyl +1I, Diciamo o, la super-
ficie 6,2 (P, =), =1, 2,..., v. Le equazioni 0 = (2—p)7v + (p—1)t,(7), p=1¢

mppxesent(mo un omeomorfismo £; tra w; e il rettangolo [7; <t < 7.y,
l\o < 2] sul quale c; ha una rappresentazione o;: 2 = (1), mediante
funzioni, lineari in ~, della sola t. Pertanto o, & un semplice segmento e
a(c;) = 0. Dividendo tale rettangolo in’ due triangoli mediante una diago-
nale ne risulta una divisione di =, in due triangoli curvilinei e percid la for-
mazione di un reticolato in R. Pertanto la superficie X: (P, R) & poliedrica,
(P, R) ne & una rappresentazione tipica (n. 13) e u(X) = 0.

Osserviamo ora che le curve +(0) = v(27) = v.(0) = v,.(27) coincidono
col raggio 1 <p <2 di anomalia 0= 0. Di pilt se due curve y(z), valz')
0 <7< 2m, 0<C=s' <2mr, hanno un punto in comune (p, 0), 1 << p << 2, allora
0<0<2r e (2—p)(x' — %) + (p— D)[tu(x') —#(x)] = 0 e quindi secondoché
¢ v =~ é anche f,(7") $i(7) ed esse non hanno altri punti in comune. Di
pitt se y(z) e y.(7') partono dallo stesso punto == 7/, p =1 di Cf, oppure
arrivano allo stesso punto t,(z') = #(7), p = 2 di CF, ess¢ o coincidono com-
plemmente, o non hanno altri punti in comune.

Sia ora % € R un punto di R e siano u, € Cf', u, € Ci i punti che la curva
v(t) passante per « ha su Cf e CF. Siano « e 07, u, e C; i punti che la
curva vy, passante per % ha su CF e CF. Se w, <« su CF, allora w, < u, e,
d’altra parte, se u, € CF ¢ il punto di CF della curva v,(7) che passa per u,
e che diremo ?,, , le carve ?,, ¢ v, non hanno punti in comune e, da %, < u;
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segue u, < u, su CF e quindi wu, < u; . Se 7 ¢ Paseissa di » si ha {ug, u,}<
< gy 1)} <2 (7)) —t(7) 2/)1, Je segue {Pu), T'(u)} == { P(u,), T(u,)} <
<{ P(uy), T(ug)} -+ { T(wy), T(u,)} <1/n + (2/n) e cid vale per ogni w e kK.
Analogo ragionamento se u; <(u,. Poiché Pultima espressione tende a zero
per n — co ne risulta che | X, S| —0 per n—oco e percio, essendo a(X) = 0,,

anche L(8) = 0.

~ 28. - Lemma. Siano C,, C, cerchi concentrici, ¢, c Cy, sia R = (,— (C,),,
sia (Ty, 0,) wna date trasformazione. Allora esiste una t;v'avsformazio'ne (7, C,)
tale che 1) (T, Cy) = (T,, €)); 2) la trasformazione (T, Cy) ¢ puntiforme;
3) (T, CF) ~ (T4, CF); 4) (T, Co) ~(Ty, Cy); B) se S ¢ la superficie S: (T, R),
allora L(S) = 0. '

Dimostrazione. Definita la trasformazione (7, R) come nel n.
osservi che (T, CF) = (T, CF). Percid, posto (T, Cy) = (1, Cy), la trasfor-
mazione T = (T, C,) risulta definita e continua in tutto C,. Le l), 2), 3), 8)
seguono dal n. 27. Dobbiamo dimostrare la 4).

Sia «(8) il modulo di continuitd della trasformazione (¥, (,). Per ogni
intero n diciamo §, un numero tale che o(3,) <1/n e sia §, minore del raggio
M, di 0,. Sia €y, c C, il cerchio concentrico a €, di raggio M,—3§,. Divi-
diamo O} in arehi l,, L,..., l,, sui quali 7' sia non costante e abbia una oscil-
lazione <C1/n. Siano u;, + =1, 2,.., m, i punti di divisione su CF. Facciamo
passare per u%; la curva di JORDAN formata dal segmento », del raggio per u,
tra C, e ¥ e dalla curva Yi del n. 27 uscente da u; congiungente «; di €] con
un punto di OF. Se ), w; sono gli estremi di »yy,, %; € ¢, w e CF, allora i

- punti w;, i=1, 2,..., m, sono dwhnm ¢ ordinati su () . € altrettanto per i
punti u:’, i=1, 2,..., m, su €. Diciamo ll gli archi wju; di ¢, diciamo 1} gli
archi )« di CF, i=1, 2,..., m, u, ,=u;. Diciamo J;, J] le regioni di JORDAN
J,c O, — Cy,, J,c C,— C,,, tali che Ji = Loy s, I = Uy on W ey
Fissiamo un omeomorfismo qualsiasi ; tra »; e v, un omeomorfismo qualsmm

z tra 1, e I e diciamo Q, 'omeomorfismo tra J7* e J;* che coincide con I'iden-
titd su Ij, con #; tra r; € 7iysy CON oy H1A Viy € PitrYepry CON Ty T1A I;el. Allora
possiamo estendere , come un omeomorfismo tra J; e J, (n. 19). Diciamo Q
I’omeomorfismo tra C; e (', che coincide con I'identitd su (5, e con Q,; tra J; e J "
4=1, 2,..., m. Siano u,, %, punti qualsiasi tali che , € C,, u, € Coy = Q(u,).
Se m € 0, allora w,=u, e T(u,)=T(u,). Se u, € C,—C,,, allora %, e J; per un
dato i e dista non pitt di 8, da un punto u, di I, su Cf. D’altra parte u, € J;
e percid u, ¢ su un raggio r 0 su una curva y di costanza per T ed, r, 0 v, con-
giungono %, con un punto u, di I; su CF. In entrambi i casi ¢ { T(w.), T'(u;) } <
< w(8,) <1/n. Finalmente {T u; ), T(u))} <1/n e infine { Ty(uy), T(w)} <
< { Ty), o)} + { T, T(y)} + { T(u)), T) 3 + { T, T(ws)} <1+
+0 4+ 1/n+1/n= S/vn. Clid vale per ogni n e percio (T, C,) ~ (T, C,).

.’) o d

7, 'si
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Si noti che la 3) segue anche dalla 4) e dal n. 11. 11 lemma ¢ cosi dimo-
strato. ) )
Siano ¢, c C,c ¢ cerchi concentrici e Ry = C,— (Cy)y, By= C— (Cao,s
R = R, + R,. Sia (T, R,) una data trasformazione. Allora esiste una trasfor-
mazione (T, R) tale che 1) (T, R,) = (Ty, R); 2) (T,Cy) ¢ puntiformé;

3) (T, C) ~ (11, GF); 4) (T, B) ~ (T, R,); 5) se 8§ ¢ la superficie S: (T, fy),
allora L(S) = 0.
La dimostrazione ¢ analoga alla precedente.

29. - Lemma. Siano C,, O, cerchi concentrici, C; c ¢y, sia R = Cy— (Cy)o,
stano (T, CF) ~ (Ty, CF) date trasformazioni puntiformi ed equivalenti definite
su OF ¢ OF. Allora esiste una trasformazione (T, R) tale che 1) (T, OF)=(T\, oy,
2) (T, CF) = (T, CF); 3) se S ¢ la superficie S: (T, R), allora L(S) = 0.

Dimostrazione. Si assumano nel piano di R coordinate polari (p, 6)
di polo il centro di €, e C,. Per fissare le idee siano C; e €, i cerchi p <1,
o < 2. Indicheremo con 7 e ¢ 'anomalia 0 dei punti » di Cf e CF rispettiva-
mente. Bssendo T, e 7, puntiformi e T,~1,, esiste (n. 26, nota) tra Cfe CF un
omeoniorfismo Q tale che, se u, € O, w, € OF, w, = Quy) & Ty(uy) = Ty(us).
Tale omeomorfismc pud essere rappresentato da una.funzione ¢ = (1) con-
tinua, crescente in senso stretto e tale che #(2n)—1(0) = 2n. Sia ¢, = #(0),
onde 1(2x) =1t + 2n e &, <ix) <t + 2% per ogni 0 <<+ <2xn. Per ogni 7,
0 <7< 2x, diciamo v(f) la curva di JORDAN 0 = (2 — o)t -+ (p—1)i(7),
1 <p<2. Non c¢’¢ ora che ripetere parola per parola il ragionamento del

30. = Lemma. Sieno C,, C, cerehi concentrici, C;c C,, sia B = Cy— (Cy)o,
sia (Ty, C1) una data trasformazione la quale sia puntiforme su C;, sia (Ts, CF)
wna altra trasformazione, definita solo su Cy e puntiforme, tale che (T, oy ~
~(Ty, CF). Allora esiste una trasformazione (T, Cy) tale che 1) (T, C’l):(Tl, C);
2 (T, CHY=(Ty, CF); 3) (T, Co) ~ (T4, Cy); 4) se S ¢ la superficie S: (T, R),
allora L(S) = 0. ' '

Si proceda come nel n. 28 valendosi del n. 29 anziché del n. 27.

31. - Teorema. Siano C,c C,c ¢ cerchi concentrici, siano (T, C), (T, Cy)
date trasformazioni e sia (T, C)) ~ (T, (). Allora esiste una trasformazione
(To, €) tale che 1) (Ty, C) ~ (T, C); 2) (Ty, €;) = (Tr, €); 3) (Ty, € — Co) =
= (T, C— (). | | ]

Dimostrazione. Siano (p, 0) coordinate polari di polo il centro di C,,
C,, C. Per figsare le idee supponiamo che €, (., € siano i cerchi p <1/3,
o <.2/3, o <C1. Sia (I,, O) la .trasformazione cosi definita: Ty(u) = T'(u) se

)
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ue O— Oy To(u) = T(u,) se u(p, 0) € Cy— Oy, u, = (2/3, 0): Tolu) = T(u,)
se u == (p, 0) € Uy, uy == (2p, 0). Tl passaggio da 7' a T, & analogo a quello del
n. 21 e perciod, con identico ragionamento, si ha (7, C)~{(T,, (/). Siano ,, (

i cerchi g <<4/9, 0<<5/9, ¢icCc C,cC,. Si noti che (T, (,) ~ (T, C,) ¢
percio_anche (L., C)) ~ (T, €.~ :

Sia € la curva continua chiusa definita dalla trasformazione (7, €¢7). Da
(T, Cy) ~ Ty, () ~ (T, C)) segue (T, C*) ~ (T" U*) ~ (1, Gr) (n. 11).
In forza del n. 28 possiamo definire in ¢} e in ¢ — €, trastformazioni (7, C.).
(Iy, C—0,) tali che 1) (T4, C)) = (1y, Cy), (I, C—C,) = (T,, € —(,);
2) (T, O5) ~ (T, C), (Ty, C—C,) ~(T,, C— (,); 3) T, ¢ puntiforme su €7,
T, & puntiforme su Cf. Si noti che (7, OF) ~ (T, CF) ~ (14, CF) ~ (1, CF)
sono rappresentazioni della stessa curva & e che le due centrali sono punti-
formi. 8i noti ancora che (15, Cy) ~ (T, Cy), ¢he (T, ¢)) ~ (T,, ;) e percid
(T5, ) ~ (T, Cy).

Da (T4, Gy ~ (T, C), (T}, ¢ — C)) ~(T,, C— {,) segue (fhe, per ogni
P intero, esistono omeomorfismi Q) tra ¢, e C;, Q tra ¢ — (, J— (' tali
che, se wu,, %, sono punti corrispondenti si ha { Ty(a,) ,Ty(us) } l/ P, {l’ ty)
Ti(u,) } < 1/p. Diciamo €, Fomeomorfismo tra C¥ che fa (,‘_ormpondere
al punto « = (2/3, 0) € ¢ il punto u = (1/3, 0) € Sappiamo che Tyu) =
= T,(u) essendo T, costante sul segmento di raggio congiungente u con u.
Per ogni punto » e ¢, poniamo = Quu), w'== Q(u), v e, u'=Q)(u),
W e OF. Siha { Th(u'), Tau')} < { Do), To(@) } + { To(w), Tofw) } + { Tolar),
Tu)} <1ljp + 0 + l;p = 2/p. In altre parole se diciamo €, Vomeomor-
fismo QQ,Q7 tra € e €] e i punti v’ € ¢, v € (7 si corrispondono in €,
allora { Tq(u'), Ty(u")} < 2/p. Bssendo (T, C7), (T4, CF) entrambi puntiformi,
possiamo applicare il Lemma del n. 26, nota. Esisterd una sottosuccessione Q,, .
k=1, 2,., convergente verso un 011‘1()01’1’101*[1‘311‘10 Q tra CF e CF avente la
proprieta che, se u” = Qu'), v € ('3, "€ OF, allora Ty(u') = Ty(u").

Applichiamo alla corona circolare (/4~—C3 il procedimento indicato nella
dimostrazione del Lemma del n. 29 ove dobbiamo utilizzare proprio l'omeo-
morfismo Q dianzi determinato. Ne risulta definita in (,— €, una trasfor-
mazione (7, 0’4——()3) che coincide con T, su C'3 e con T, su C7. Pertanto se
diciamo (7, C) la trasformazione definita su ¢ che coinecide con 7, su ¢ — C,,
con Ty su Oy— (3, con Ty su G, allora (7, C) & continua in (. Da (1, Cy) =
=(Ty, Cy), (Ty, C)=(Ty, Cy) segue (T,, C)=={(T,, C,) cid che dimostra la 2).
Da (T, O—0y) = (T, C—0,), (T, O—C,) = (T, C—,) = (T, C— ) se-
gue (1,, C—(C,) = (T, (—C,) ¢id che dimostra la 3).

Sia (d) il modulo di continuitd della trasformazione (7,, ¢). Fissato un
intero n qua]siasi sia § > 0 un numero tale che w(d) < 1/n. Dividiamo €} in
archi L,, 1=1, 2,..., m, su ciascuno dei quali 7, sia non costante ma abbia
una oscillazione < 1/n. Conducendo i raggi per i punti di divisione anche su

//\ i
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(’1 abbiamo una corrispondente divisione in archi Z,,, =1, 2,..., m. Se u,,,
Uiy 1 =1, 2,..., m, sono i punti di divisione su CF e CF, gli omeomorﬁmni
€, , Q) fanno corrispondere ad essi certi punti ;. wreCr, i=1,2

Quando k — oo (eventualmente considerando una opportuna sottosuc-

s

cessione della p;) esistono i limiti uj, — u), wj, —u,, u, € CF, u] € Cf, i=1, 2,

..om. 1T punti «;, fuvz'.’ sono ciclicamente ordinati su € e €}, sono distinti e
¢ = Qu), i=1,2,..., m.

Siano v,, i==1, 2,..., m, le curve del n. 29 congiungenti i punti w, con u;’
in (¢, — ¢, e sulle quali sappiamo gid che 7, ¢ costante. Le curve v; non hanno
a due @& due punti in comune, neppure estremi. Sia 28’ > 0 la loro mutua di-
stanza. Diciamo ¥, curve di JorDAN di (;— C, congiungenti u;, con ul ove
si snpponga k il pitt piceolo intero tale che p, >mn, {u;, u;} < min[3, 3],
{u), w} <min [8, 8], i==1, 2,..., m. Si puo supporre che la curva v, faccia
parte dell’insieme dei punti % di ¢,— C; che hanno da v, distanza <3, ove
Sy==miin [3, §']. Allora le curve v;, i=1, 2,..., m, non hanno a due n due punti
in comune, (-on;‘;iunvono i punti ciclies Lmentc ordinati w,, € €5 * con i punti cicli-
canmente ordinati u;, e C \ zwl, 2,..., m. Diciamo 7, i 1t ng.l (*0110'1111‘10'enti Uy con

sy, diciamo I gli archi w, (h CF, diciamo T gli avehi wju;, , di CE, di-
clamo J;cC,— O, J c (/4— (73 le régioni di JORDAN tali che JE=1]0 rat7 s
T = U i=1, 2., m. Diciamo ora t; omeomorfismi qualsiasi tra 7,

e vi, 7; gli omeomorfismi SubOldlIldfl da Q) tra l; e I, 7, quelli subordinati
da Q) traly e I, i=1,2,.,m Allora, se Q- & Pomeomorfismo tra J’g e J*
che com(,xde con i; tra »; e v , con ey tra 7.4, € ~," .1y eon ’:,f tra l; e I7, con
<y tra b, e I, allora ), pud essere completato (n. 19) in un omeommhsmo
tra o, e J; che indicheremo ancora con £);. Diciamo Q' Yomeomorfismo di C
in se stesso che coincide con Q;L_ tra ¢, e C,, con Q;; tra ¢(—C, ¢ ¢— 0y,
con Q; tra J, e J;, i=1,2,..., m.

Siano u, € C, u, € pmm qualsiasi con u, == Q'(u,). Se u, € ¢, onde
1, € Cy, oppure se u, € ¢ — (!, onde u, € C — (4, allora sappiamo gid che
{ To(ws)y Tolwy) } = { Talws), Ti(w,) } < 1/m, oppure { Tyo(ws), To(u) } =
== { Tyluy), Toluy) } <1/n. Se w, € C,— €y, allora u, € J,, u, € J] per un certo 1
ed @, ¢ congiunto da un segmento di raggio ad un punto w, € C To(u,y)=
== Ty(u;) e u; €ly. .I)»’a‘]tr;\ parte o #, ¢ congiunto da un arco vy ad un punto
u, € Uy, To(ug)=="To(1}) & 1, € I”, oppure u, dista meno di § da un punte w,, di v,
(0 Yirr) € Dosto u;=wf’ (0 wj=uf,,) si ha { To(us), To(tes) }<{ To(ta), Tofttzs) } +
A { Ty(tag), To(wy) }< w(b) + 0L ]/n Di piu, essendo u; € C; & To(uy)="T,(uy).
Se u, = D” (u) allora u, € CF, wu, € by, { Ty(u}), T, (w.) < 1/1), Finalmente,
su by, 1, ha una oscillazione < 1/n e percid { Tw(u.), To(u])} < 1/n. Pert‘lnto
{ Tolwy), T(u)}<{l’( O Ta(u)) } == { Taluy), To(us) } —~{’[‘,u)1(u)
+{ Tyuy), To(uy) } + { To(uy), To(u )} <O0+1/n + 1fp, + 0 4 1jn < 3/n. ])un‘
que in ogm caso { To(uy), To(ts) } < 3/n per ogni w, € (,, Uy € (J = Q' (uy).
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Poiché cid vale per ogni n si ha (14, C) ~ (13, 0). Da (T, Cy~(T, C) segue
infine (7,, ) ~ (T, 0), cid che dimostra la 1).

32. - I Lemmi dei nn. 27, 28, 29 30 e il teorema del n. 31 possono essere
enunciati anche per trasformazioni (7, ), (T, ¢4) ove €, (', sono cerchi

di € concentrici. Tali casi si riducono ai precedenti utilizzando conveniente-
mente il n. 10. Gl stessi enuneciati valgono altresi per trasformazioni definite
in corone cireolari concentriche del piano o della sfera €.

§ 3. — Teoremi di rappresentazione per superficie chiuse.

33. - Teorema 1. Ogni superficiec & dello spazio cuclideo B, chiusa non.
degenere, con L(&) < -+ oo, ammette una rappresentazione S: (T, €) sulla sfera
unite € avente le seguenti proprieta: 1) le superficie S,: (T, B), S,: (T, E,),
ove B, B, sono gli emisfert inferiore e superiore (n. 10), sono aperte non degeneri,
oppure di tipo A; 2y L(S,) + L(8,) = L(€); 3) in B, ed B esistono aggregati
numerabili di cerchi ¢, ¢, 1 =1, 2,..., su ciascuno dei quali I ¢ quasi con-
forme; 4) le superficie S,;: (T,¢,;), S, (T, ¢,,), i =1, 2,..., sono apertc non
degeneri e 2 L(S,;) + L L(S,;) = L(&); 3) la cwrva 1: (X, q), q circonferenza
equatoriale, ¢ rettificabile (20).

Dimostrazione. Sia (T,,€) una rappresentazione qualsiasi di & su €.
Esiste su € necessariamente una cireonferenza ¢ sulla quale ¥, & non co-
stante. Diciamo I’ la eurva I': (Z,, ¢’). Scelto un omeomorfismo Q' di ¢’ in ¢,
tale omeomorfismo pud essere completato (n. 19) in un unico omeomorfismo,
che diremo ancora (', della sfera € in sé. Se T, = T, Q’, allora S: (T, E) ~
~ (Z,, €), le superficie 8,: (T, B,), ,: (T,, B,) sono aperte non degeneri
o di tipo 4 (n. 9) e L(8) + L(S)) < L&) (n. 15). , _

Sia (T,, €) la trasformazione che si oftiene proiettando dal polo wu, sul
cerchio equatoriale ¢ di € la trasformazione (T,, ). Diciamo €, il cerchio
concentrico a C e raggio 1/y/3. Per il n. 17 esiste una trasformazione (T, O
tale che 1) (13, C)) ~ (T., C); 2) esiste in C; un aggregato numerabile di
cerchi ¢}, 1=1,2,..., (eitelltzua-lnlellt-e uno solo che pud ecoincidere con C,) e
su ciascuno di essi 7, é quasi conforme. Proiettando (T;, C,) dal polo u, su &
si ottiene una trasformazione (T3, C,) ove C, & la calotta dei punti (6,¢) di &

(*%) Questo come il teorema del n. 34 sono teoremi di rappresentazione per super-
ficie chiuse, ottenuti partendo dai teoremi enunciati al n. 17 per le superficie aperte
non degeneri e dj tipo . :
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con 0<0B<n/3 e (T, C)~(T,, K) Qui abbiamo introdottc coordinate
polari di centro O il centro di € e asse polare I'asse Ou, . Per i nun. 31-32 esiste
una trasformazione (3, €) avente le seguenti proprieta 1) &S: (2,, €) ~
~{Z;, 6); 2) S'/ (T, B,) '\’(ng7 C,)=(Z;, C,); 3) S (T, B = (T ).
Esiste ora su &, (ad esempio nel cerchio ¢, di K, corrispondente al cerchio

¢, di () una curva semplice chiusa orientata o su cul &, € non costante ¢ vi
'appresenta una enrva chiusa 1 (T,, o) rettificabile (n. 17). Scelto un omeo-
morfismo Q di ¢ in ¢, tale omeomorfismo puod essere completato (n. 19) in
un unico omeomorfisimo, che diremo ancora £ della sfera € in 86, Se T, = ;,3Q,
allora &: (T,, €) ~ (T, €), le superficie §,: (Ty, £.), S,: (s, E,) sono aperte
non degeneri o di tipo 4 (n. 9) e IL(S,) -+ L(8,) < L(&) (n. 15). Di pin la
carva I: (T, 6) ~ (24, q) ¢ rettificabile e pereio (n. 15) L(S,) + L(S,) = L(&).

Sia (1, O) la trasformazione che si ottiene proiettando (X,, E,) dal polo
su C. Per il n. 17 esiste una trasformazione (I, Cy) sul cerchio ¢, tale che
1) (T, Co) ~ (Ty, €); 2) esiste in €, un aggregato numerabile di cerchi ¢,
i=1, 2,..., su ciascuno dei quali T, ¢ quasi conforme e vi rappresenta una
superficie §,; aperta non degenere con 2 L(8S,;) = L(8S,). Proiettando (7, ()
dal polo %, su € si ottiene una trasformazione (I;, C,) ~ (T4, H,). Per i
nn. 31, 32 esiste una trasformazione (T;, €) avente le proprietd seguenti:
1) 8: (T, €) ~ (T5, 6); 2) 8, (T, B,) ~ (T, C)=(T;, (,); 3) 8,2 (T, £)) =

= (Z,, E,); 4) se ¢,; sono i cerchi proiezione dei cerchi ¢,; di ¢, da u, su G,
allora 8;: (T, ¢,;) = (L5, ¢,;) e T; & quasi_conforme sU ¢, =1, 2,.

Sia (Ts, 0) la trasformazione che si ottiene proiettando (¥;, £,) dal polo u,
su C. Per il n. 17 esiste una trasformazione (Z;, () sul cerchio C, tale che
1) (Th, Cp) ~ (T, €); 2) esiste in €, un aggregato numerabile di cerchi ey
i=1, 2,..., su ciascuno dei quali 7, & quasi conforme e vi rappresenta una
superficie S,; aperta non degenere con 2 L(S,,) = L(8,). Proiettando (T3, Co)
dal polo u, su € si ottiene una trasformazione (T, C,) ~ (5, K,), ove C, ¢
la calotta dei punti (6,¢) di € coh 2=/3 < 0 <. Per i nn. 31-32 esiste una
trasformazione (¥, €) avente le seguenti proprietd: 1) &: (T;, €) ~ (T, €);
2) 8, (T C)=1(T,0); 3) 8,1 (Ty, B) ~ (T, 0,)=(T, C); 4) Syt
(s, 64 = (T, ¢,), 1=1,2,...,, ¢ T & quasi conforme su ¢;; 3) se ¢, sono i
cerchi proiezione dei cerehi ¢); di €, da u, su C, allora §,;: (T;, ¢, ) = (I, ¢,;);
i=1,2,.., ¢ T ¢ quasi conforme Su c;; o 6) DIL(S,,) + 2 LS, = L(S,) +
+ L(8,) w.L(@), 7) la curva I (T, ¢) —( s ) == (T, q) ¢ 1ettlﬁcabile. 11
teorema ¢ con cio completamente dimostrato.

34. - Teorema II. Ogni super ﬁc@c S dello spazio cuclideo E chiusa non de-
genere con L(S) << - oo, amette una rvappresentazione S: (T, C) sul cerchio
wnita C mlc che, indicato con C, il cerchio con('ﬂnt)uo di raggio 1/2 ed R la
regione R = ¢ — C,, si ha 1) la superficie S,: (1' C,) ¢ aperta non degenere o
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di tiy;o A e la superficie Sy: (T, R) ¢ di area wulla; 2) L(8,) = L(S): 3) in C,
esiste un aggregato. numerabile di cerchi ¢y =1, 2,..., su ciascuno dei quali T
& quast conforme; 4) le ,wy)er/ww S (T ¢p), 1 =1, 2,..., sono aperte non de-
genert e 2 L(S;) = L(S): 3) la cwrva continua ¢ chiusa 1: (T, c*

1
proieziont, sui piani o™ = 0, h =1, 2, 3, di misura nulla ().

) ha le sue

Dimostrazione., Sia (1, () una qualsiasi rappresentazione della 8 sul
cerchio C. Allora T ¢ costante su C* e fa corrispondere a C* un solo punto
xy = T(C*). Sia (T, €) la trasformazione associata alla (7, /) secondo il
n. 10 e &: (F,, €). Si noti che x, = T,(u,). Diciamo ¢, il continuo della col-
lezione ({I,, €) che contiene wu, (11. 3). ‘Taile continno non ricopre € e nel-
I'insieme aperto € — g, possiamo scegliere un arco ¢’ di cerchio massimo di ¢
sul quale T, ¢ non costante e 6'g, = 0. Mediante un omeomorfismo Q' di ¢
in s¢ che trasforma Parco ¢’ nel meridiano m, = [4(® = 0, u( <0, w»? -
+ w®* = 1] di € e applicando il procedimento del n. 22, ayvremo una nuova
trasformazione (~,,L) e sioavrd 1) (T, €) ~ (T, €); 2) la superficie 8
(o, H,) & aperta non degenere o di tipo 4 (n. 9); 3) la superficie S.: (T,, £,)
¢ di area nulla (n. 15); 4) L(S)) 4+ 0 = L(8))+ L(S,) < L(S)=L(8) (nn. 15-16).
Sia (7., €) la trasformazione che si ottiene proiettando (T,, B,) da 2w, sul
cerchio equatoriale €. Diciamo €y il cerchio concentrico a ¢ di raggio 1/4/3.
Per il n. 17 esiste una trasformazione (7%, Cy) tale che 1) (T, Cy) ~ (T, O);
2) esiste in (, un aggregato numerabile di cerchi ¢;, i =1, 2,..., su ciascuno
-dei quali T ¢ quasi conforme. Proiettando (r,, (30) dal pol() u, su J,
ottiene una trasformazione (¥;, C,) ~ (o, K,). Per i nn. 31, 32 esiste una
trasformazione (T;, @) avente le seguenti proprietd: 1) &: (T, ) ~ (T, G);
S0 (e, B) ~ (T3, C) = (Ty, C); 3) S, (Tw, B,) = (T, B,). Diciamo ¢,
1==1, 2,..., i cerchi di &, prmemone‘dei cerchi ¢; di C,. La trasformazione I,

quasi conforme sui cerchi ¢, 7 =1, 2,..., (1. 17).

Sappiamo che (T, €) ~ (T,, €) e pereid per opportuni omevmortismi Q7,
n=1, 2,..., sl ha { ('), To(u") } <1/n se w' = Q/(u'). Inoltre (n. 22) si puo

supporre che € si riduca su ¢’ all’lomeomorfismo Q’,‘ tra ¢’ e il meridiano m,,
indipendente' da n. Sappiamo che (., €) ~ (T,, €) e percid per opportuni
omeomorfismi €', n==1,2,..., s8i ha { T,(n"), Ty(w”)} <1/ se u” = Q% (u").
Inoltre si pud supporre che Q, si riduca (nn 31 '39) sul meridiano m, all’iden-
titd. Posto Q, = QQ/, allora {Ty(u"), Ty(w')} <2/n se u” = Q,(u').

Poniamo u, = Q,(u,). Esisterd una sottosnccessione Q,. per la quale
esiste il limite w,, — 4y, ove w, sarh un opportuno punto di €, guando
k— oo. Dimostriamo che u, ¢ punto interno ad uno dei cerchi ¢; di €, . Infatti,
nella ipotesi opposta, esisterebbe (n. 17) un continuo v congiungente u, con e

(*) Cfr. un’altra dimostrazione di questo stesso teorema, in loc. cit. in (2), J,
pp. 342-350.
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e pereio anche con g (nn. 31-32) e col meridiano -m, (n. 22) sul guale con-
tinwo v la trasformazione T, ¢ costante. Diciamo che v congiunge u, con il
punto w € m,. Ora u ¢ il corrispondente per Q' di un ben determinato punto «’
di ¢’ e non solo u = Q'(x,), ma anche w == Q,(«’) per ogni n. Dunque u =
e QU)o ymm KD (0, ) g MU €Y, w.e. Dal n. 12 segue che esiste un

continuo y’ c € congiungente «’ con u, sul quale T, ¢ costante. Allora ¥’ < g,
e poiche vy'c’ =0, anche g6’ +0 cid che ¢ assurdo. Abbiamo dimostrato che w,
& un punto interno di un cerchio ¢, di H,.

Posto 3, = { wy,, Uy} diciamo j, il cerchio di € di centro u, ¢ raggio 29;.
A j, corvisponde per £,, una regione di JORDAW i, su € contenente u, (per-
¢hé j, contiene w,,) e Poscillazione (n. 2) di‘Q,, su j, ¢ esattamente 45, (il
diametro di j,). Possiamo modificare €, in j;, in modo che al polo u, cor-
risponda non il punto w,, ma il punto w,. B astera dlYId(’le i, e ],L in con-
venienti parti e applicare il n. 19. Si avra ora u, = Q,,(u,) e { T(u), Ty (w') } <<
< Oy, 4+ 43, se W= Q, (u), k=1,2,., ove & —0 qmmdo k — co. (‘on
una conveniente scelta della successione %, e scrivendo Q) al posto di Q..
avremo { T,(w), Ty(w') } <1k se w'= Q(u). Inoltre u, = = Q(u,), k==1,2,

Possiamo ora scegliere su ¢, un arco semphce aperto ¢ contenente u, come

*punto interno, completamente interno a ¢:, sul quale T, ¢ non costante e T,
fa corrispondere a ¢ una curva ! avente le tre proiezioni sui piani coordinati
di misura nulla (n. 17). Mediante un omeomorfismo Q di € in s¢ trasformiamo
& nel meridiano m, in modo che u, vada nel polo «, e applichiamo alla (Z;, €)
il procedimento del n. 22. Avremo una nuova hdsformazwne (T, €) tale che
1) & (T, €) ~ (T, €); 2) la superficie S,: (T, B,) & aperta non degenere
o di tipo A; 3) la superficie S,: (T,, B,) ¢ di area nulla. Percio (nn. 15-16)
L(8,) 4+ 0 = L(8,) + L(8,) =L(&)=L(S), poich¢ ora la curva & = Il (T4 @)
ha proiezioni sui piani coordinati di misura nulla (n. 15). T cosi dimostrato
che L(8,) = L(S).

Sia (7, () la trasformazione che si ottiene proiettando ‘(CL, ) dal
polo w, sul cerchio C. Per il n. 17 esiste una trasformazione (7, C,) talé che
1) (T, C) ~ (T4, C); 2) esiste in C, un aggregato numerabile di cerchi ¢,
i==1, 2,..., su ciascuno dei quali 7 ¢ quasi conforme e le superficie S;: (T4, e;)
s0N0 aperte non degeneri con ZL 8,)=L(S,). Proiettando (7, ¢;) da u, su
¢ si ottiene una trasformazione (L], C,) ~ (T, H,). Per i nn. 31-32 esiste una
trasformazione (¥,6) tale che ) &: (T,,E) ~(T,€); b) S, (T, E) ~

~ (T, €)= (T, C); ¢) 8,: (T, B,) = (T, E,); d) se ¢; sono i cerchi di I,
corrispondenti ai cerchi ¢, di C, si ha 8;: (T,e) = (Ty, &) ~(Ts; ¢}) ¢
S L(S,) = I(8,) = L(8). '

Diciamo (7T, €) la trasformazione associata alla (T, €) secondo il n. 10 e
ricordiamo che la T del n. 10 si riduce tra €, ed E, al prodotto di una omo-
tetia di rapporto 2 e della proiezione da u, su € e quindi essa conserva le
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trasformazioni conformi. Posto S_ =8, & 8;: (T, B, ~ (T, (,) e, da b), (Z)
seguono 1) e 4) del teorema. Se diciamo S, la superficie S,: (7, R), allors
L(8,) = L(S,) = 0 e anche tutte le rimanenti proposizioni del teorema sono
provate. Dobbiamo- solo dimostrare che (7', €) ~ (T, ).

--Sappiamo .che.. (~3,~(§).«>¢(,‘,, &) e..quindi, per.opportuni-omeomorfismi-. Q7

k=1, 2,., sl ha { Ty(w), T(w') } <1/k se u'= Q' (u). Possiamo supporre LhL,
per ogni k, sia /(%) = u, come si ¢ anche detto avanti (basta ripetere
il ragionamento). Allora, posto Q.= Q€ , si ha {T,(u), T(u NV I<<2/k se
w'= (Q(u). Inoltre Quu,) = Q' Q(u)= Q'(u) =u,, k= 1, 2,... 8i noti
ancora che { Ty(u,), T(w,) } <2/k per ogni k e percid T,(u,) = T(w,)
Diciamo «(3) il modulo di continuithd della trasformazione (T, €). Sia i
il cerchio di centro u, e raggio 1/k e j, la regione semplice di JORDAN conte-
nente u, che corrisponde a j. per la £2,. Si noti che Q' ha su j,, una oscil-
lazione == 2/k. Siano jx, = j;, cerchi uguali di centrc %, e completamente con-
tenuti in j, e j, rispettivamente. Si noti che ¥, ha su j, una oscillazione
<(2/k) e T ha su j, una oscillazione < w(2/k) -+ 4/k. Definiamo un nuovo
omeomorfismo £, stabilendo che esso coincida con il precedente tra € — j,
e € — 7., coincida con Pidentitd in j, e jro © poiché Q, ¢ cosi gid definito
sulle frontiere delle regioni di JorRDAN di connessione L, fe—TJres Jo— Jrer
€, pud essere completata sulle stesse regioni (n. 19).- In tal modo si ha

{Ty(u), T u)} 2/k s weC —jy, <{Tyu), Ty(u,)} + { L), T(u,)} +

+{Z(u,), T(u') } < (2/k) + 0 + o(2/k) + 4/% = 4/k + 2w(2/k) se u €j,. Se
ora poniamo ;= +3&~, allora , & un omeomorfismo di ¢ in sé, iden-
tico su C* e si ha { Ty(w), T(w') } < 4/k -+ 20(2/k) se w'=Qu(u), © € ¢, v el.

Poiché V'ultima espressione tende a zero quando k — oo, ne risulta 7, ~ 1.
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