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GIORDANO GALLINA (*)

Sotto-quasi-anelli di quasi-anelli di Frohlich (**)

1 - Introduzione

Per neNN, I, indica qui l'insieme {1, 2, ..., n}.

In [2] Frohlich ha introdotto i seguenti quasi-anelli. Sia M I'insieme delle serie
formali nelle » indeterminate X;, X, ..., X,, sopra un anello commutativo unita-
rio R, a termine costante zero, ossia M = R[[X;, X,, ..., X, 1],. Si ponga N = M".
E un quasi-anello destro la struttura [N; +, o] dove + ¢ eseguita componente
per componente, o definita nel modo seguente. Se f, ge N, f=(fi, fo, ---» [u),
9="{(g1, 92, ---, gn), allora foge N & tale che VYiel,(fo9);,=fi(g1, 9o, --- Gu)-
N ha unita (X, X, ..., X,)). Per n =1 si determina un quasi-anello che ¢ possibi-
le chiamare di Cartan (la sua origine trovasi infatti in [1]); in [3] si dimostra che
esso e locale, dove dicesi locale un quasi-anello unitario (destro) [I; +,.] nel
quale {xel'|I'x# I} & un I-sottogruppo.

Qualunque sia Ee M, m e N, indichiamo con £ la componente omogenea di
grado m di &. Siano:

1) N’ il sottoinsieme di N costituito dagli elementi f= (f;, f5, ..., f,) € N tali
che Viel, f{V & ridotto ad @, X; per a,eR;

2) N” linsieme degli fe N’ nei quali, posto f{! =@, X; per iel,, risulti, in
R,Gy=0y=...=0,.

Qui si dimostra che N’ & un sottoquasi-anello di N, avente a sua volta N" co-
me sottoquasi-anello, e che I'insieme degli fe N’ in cui Vi € ,, f; ha nulli particolari
coefficienti & un sottoquasianello di N'. Nell'ipotesi in cui R € un campo, si deter-
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mina il sottosemigruppo di [N '; o ] degli elementi sinistro-invertibili e si dimostra
che N” e locale. Nel paragrafo 4 si prova che anche sottoinsiemi di quasi-anelli di
Cartan, costituiti da serie formali dove siano nulli determinati coefficienti, sono
sottoquasi-anelli i quali, in particolari condizioni, possono essere modificati secon-
do il processo di Dickson ([4], [5]).

In un prossimo articolo, si determineranno tutti gli unitari di [NV; +, o ].

2 - Premesse

Nel seguito, per f, ge N', si denota f= (fi, fo, -~y fu)s 9=1(G15 G2, -~ Gn)s
Vi Elnf; = @Xi +f%,, 9= Ele + gi, dove C_LiXi :fi(l), EiXi = gi(l). Per Ogni 1 Eln, si
ponga L;={feN|f{V=0},L; =L;,NN',L'= U L;. Sinoti che Ly N\N"=Lj

iely,
NN"=...=L,NN"=L"NN" e uguale all'ideale di N (quindi anche di N’ e di
N stesso) degli fe N tali che f{) = 0 qualunque sia ie1,. Se £ M, me N, po-
niamo &M =g® 4 g@ 4 | gm)

Enunciato di base nel presente lavoro & quello del

Teorema 1. N’ ¢ un sottoquasianello di N, N" ¢ un sottoquasianello di N'.

Dimostrazione. [N'; +] & ovviamente un sottogruppo di [N; +]. Pro-
viamo che N' & chiuso rispetto alla composizione definita in N. Qualunque siano
f,9geN’, risulta che

fog=(fr, s f)o(gr, ooy ) = @X +f1, X + 7, .., 0, X, + )
o0 Xy + 90, 02 Xo+ g5, oy 0, X, +90) = @01 X1+ g10) + (915 Go» -5 ) s
D) @O:Xs+9:) + (g1, Gas ooy Guds oo 0, X+ 9) (91, Gov s 90))
= @b Xy + @197 + 11 (91, 92> -5 90)s GD2Xp + 95 + 3 (g15 Goy -5 G) s
s 0, Xy + TG + 11 (g1 G2y -5 )

Tenuto presente che Viel, in f;, g/ compaiono effettivamente al pil termini di
grado totale =2, risulta da (1) che foge N'. Si noti che l'unitd (X3, ..., X)) ap-
partiene ad N” e ad N'.

Osservazione 2. Ogni L; & un sottogruppo di [N; +] tale che L; c NCL;.
Siano inoltre f, & arbitrari in N. Se ge L; allora (g + h) of —hofeL;; se ge L/,

N

allora (fo(g+h)—foh){" & privo del termine in X;.
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Dimostrazione. Per uno jel,, siano f,geN,gelL;. Allora 97(1)20

da cui ((9 + h) Of_ hof);l) = (gj(l) + hj(l))(fl(l)y ey fy(Ll)) - hj(l)(fl(l)’ "'.7 fq’(Ll)_)
= O, oy F) = RO, L f9) =0 onde (g +h) of — hofeL.
Se gelL; allora

(fo(g + h) —fo h)]('l) :f]'(l)(gl(l) + h’l(l)r teey g]’(i)l + h]’(l)ly hj(l)’ g]‘(i)l

1 1 1 1 1 1 1
B, g RO = O, D, L R

=f]-(1)(51X1,--- by 1 X, 1,0,0,,, X4, 0,X,)

» 951451 % 054

DU, ooy D) = FO WD, L, D)

=G Xy, - b X, 0,5, X

» 05145 410 e

) an’)‘L) .

S

Osservazione 3. Ogni L; un ideale ad un N-sottogruppo di N', tale che
Vf, heN' VgELZ,(g + ]’L) of— hofELi’.

Dimostrazione. Dall’Osservazione 2 rimane solamente da provare che, per
uno jel,, N' oL/ cL;. Siano fe N', geL/. Si ha (fog)"V =f"(g{", ..., g5")
=30 =0 essendo g/ =0, f{V =X,

2 - Quasi-anelli di Frohlich

Sia t e I\ tale che 2 <t < n, siano j;, J, ..., j; elementi di I, due a due distinti.
Mediante il simbolo N{; . ;. si denoti il sottoinsieme di N costituito da tutti gli
fe N’ tali che, qualunque sia 2 <« <, qualunque sia il sottoinsieme { j, ..., ji, }
di cardinalita » di {7, j2, ..., s}, in ogni fi(¢el,) «mancano» i termini in

jkl jkz‘” jku.
! ~ . . ’
Teorema 4. N/ ;. . i1 € un sottoquasi-anello di N'.
Dimostrazione. E possibile supporre ¢ =3, poiché la dimostrazione dei
casi t =2 e inclusa in esso. Siano [, I, elementi distinti di {ji, js, ..., j;}, siano

fy9eN{j .y Per jel, si ha (fo9),=f (g1, ..., 9,), da cui i termini della
(f og)](-2) sono da determinarsi tra i termini dello sviluppo di

(2) ajgj—'—fj@)(gl; 92, ”-7gn)'
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Si ponga

(2) — k Yk k,
f;‘ (91’927 ""gn) - 2 ,aklkzu.lc,LXll 22~~'Xnn'
: (k1 ko, -, ky) e NG
kit+ke+ ... +k,=2

Di qui e da (2), i termini della (f og)]@) sono tra quelli di:

In a. g]@ mancano i termini in X; X, essendo geN{; ; . ), mentre se
(ky, Koy ..o k) eNG, k=1, k=1, k,=0 per re{l;, b}, allora a;, x =0,
essendo feN{; . ;. Si e allora dimostrato che in fog mancano i termini in
X, X,,. Continuiamo induttivamente. Sia 3 <m <, si supponga che, qualunque sia
2 <u<m—1, nella fog manchino i termini in X; X,,...X; per ogni sottoinsieme,
di cardinalita w, {l;, by, ..., I, } di {j1, ja, ---, Ji }. Sia {vy, v, ..., v, } un sottoin-
sieme di cardinalita m di {j;, js, ..., Ji }- Perjel,, i termini di (fo g)](.m) sono tra i
termini di

m—1
= -1 -1 -1 — - -
g™ + Ezfj(“)(gl[m Lgdm Y, g+ @ Xy, @ X, -, @, X,).
s

Per le ipotesi sopra f, g, in @,g/™ ed in £ (@ X;, @2 X, ..., @, X,) tutti i coeffi-
cienti di X, X,,...X, , sono zero. Per 2<u <m —1 si ponga

m?

(w) _ k1 vk k

[ X, X, o, X)) = > ey ey X1 X2 X
: (kr, Koy oo k) € NG
ky+ko+ ... +k,=u

Quindi

-1 -1 -1 —11\k 11k,

(3) fj<u)(gl[m ]792[m ]y'--7 1£m 1= 2 ahkz.“kn(gl[m ])1"'(97[Lm ]) .
(ky, ...y k) € NG
ky+ ... t+k,=u

Poiché w <m —1, un termine di 3) in X, X,,... X, & del tipo
4) i ies . iy Gy Ay .. d,

dove ogni d; & un termine di qualche gl™ =11 Nella (4) esiste un 2 <r<m — 1, esi-
ste un sottoinsieme {v; , v;,, ..., v; }, di cardinalita r, di {v;, v, v3, ..., v, }, esi-
ste un 1<g¢g<wu, esiste un pel,, tali che d, & un termine di g} ' in
X%X% .. Xv A causa delle ipotesi, il coefficiente (e R) di d, € nullo, da cui (4) &

nullo.
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Teorema 5. Sia R un campo. Allora il semigruppo degli elementi sinistro-
inwvertibili di N' ¢ N'\L'; inoltre, N" ¢ locale.

Dimostrazione. Si prova che un elemento di N’ ha inverso sinistro
se e solo se non appartiene ad L'. Sia geN'. Se feN’' e tale che
fog=(X;, X,, ..., X,), allora, dall’espressione (1),

®) Vie}n a’iEiXi + aigi’ +ﬁ,(gly 92, -+, gn) :Xi

da cui @;b; = 1 Vi. Quindi una c. nec. affinché g sia sin. - invertibile in N’ & che sia
geN'\L'. Si dimostra che tale condizione & anche sufficiente. Sia ge N'\L'.
Vediamo di individuare un fe N ' tale che fog = (X;, X, ..., X,,); qui i coefficienti
in f sono le incognite del problema. Ancora dalle uguaglianze (5) si trae che
Viel, 4;b;=1, da cui @ & univocamente individuato dallo @; = b; *.

Continuiamo per induzione. Sia m e N m = 2. Si supponga che Yu <m —1
Viel, f{* sia univocamente determinata. Sia jeI,. Si consideri f"

(m) _ k k

®) M= 3 4, G XXk
(kl‘-»wkn)El\r[r)L
ky+...+k,=m

Risulta che
(fo9) = Tg;+ 2 fi" (g1, gor -or 9).-

Sia (L, ly, ..., 1,) e Nt tale che l; + Iy + ... + [, = m. Il termine in X' X%... X! in
(fog); & la somma dei termini in X{'Xy*... X;» presenti in

a]gj+ z ‘f]‘(S)(gla 927 (AR gn)a
s=2

poiché qualunque sia s = m + 1 ogni termine di fj“’)( 91, 92, ---, 9y) € di grado to-
tale =m + 1, essendo ¢y, g5, ..., ¢, a termine noto zero. Si dimostra che 'unico
termine in X X2... X\ di

fj(M)(gh cey gn) e alllz...l,zzlll 51227 cecy B’ZV]LL ‘lell}(zl2 "'X”rlzn'
Infatti da (6)
f]'(m)(gl’ 925 -+ gn) :fj(m)(EIXl + 91,7 BZXZ + 92,’ ceey Ean + gn,)

_ T k 7 k
= > iy 1, (01 X7+ g7) ... (0, X, + 9,).
Uy, oy o) NG
ki+...+ky,=m
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Nello sviluppo di a;;, ; b, X, +¢{)"...(5,X, +g,)" ogni termine diverso da
a, lzmlnglfglz?... b X1 Xp.. X ha grado totale =m + 1, poiché i termini di
91, 92, ---, g, hanno tutti grado totale =2. Se v; + v, + ... + v, =m (v;e Ny Vi),
(v1, Vo, ..y v,) Z (U, ls, ..., 1,), allora I'unico termine di grado m nello sviluppo
Ay, By X+ g0 BXy + g5 Gt g &y BPBE L B
XXz X, ma XpXp. . X»=XhXE... X!k Allora, altri termini in
X{Xp... Xy di fi(g1, 25 .-, 9,) sono da determinarsi tra gli sviluppi degli
(915 @25 -+, 9u) per 1 <s <m —1. Per ipotesi induttiva, tutti i coefficienti di
[P (X1, Xz, ..., X,,) sono determinati per ogni 1 < s <m — 1; inoltre, tutti i coeffi-
cienti di gy, g, ..., g, sono noti. Allora, il coefficiente di X{*X%2... X» nello svilup-
po di ];( 915 Y2s ---» gn), coefficiente che chiamiamo ¢, ;, ; , € descrivibile nel modo
seguente. Sia ACR il sottoinsieme di R i cui elementi sono i coefficienti di
91, 2, ---» g, ed i coefficienti degli (X3, Xs, ..., X,,) per 1<s<m — 1. Allora

_ Tl T
Clty..t, =7+ Oy, 0, 0103 ... by

dove z & una somma (finita) di prodotti di elementi di A. Dalla fog
= (X}, X5, ..., X,), deve essere ¢, ;, =0, mentre b, #0,0,#0, ..., b, =0; da
cio & determinato unicamente a;;, ; €R.

Da quello che si & potuto dire sino a questo punto, risulta quasi immediato che
l'insieme degli elementi sinistro-invertibili in N” & N" \(L.' U N"); come osservato

nel paragrafo 2, L' " N" e ideale ed N"-sottogruppo, dunque N" & locale.

4 - Quasi-anelli di Cartan

Per R continuativo unitario, siano I, u € IV, tali che 1% = I(mod »); sia B(I, ) il
sottoinsieme di R[[X]], costituito dalle serie formali aventi i coefficienti nulli, tran-
ne al pitt quelli degli X7, per jeNN, j=I(mod u).

Teorema 6. B(l, u) ¢ un sottoquasi-anello di [R[[x]]y; +, o]

Dimostrazione. Sia teNN tale che %=1+ ut, siano f, g € B(l, u). Qualun-
que sia m e N, esiste un s € I\ tale che il coefficiente di X™ in fo g & uguale a quel-
lo di X™ nello sviluppo di f'* o g'*!. Tenute presenti le ipotesi sopra f, g, f'*! o g'!
€ una somma (finita) di termini del tipo

(7) aj- (bilXil + biZXiz + ...+ bi"Xin)j

dove j, 1y, %, ..., %, sono elementi di IN congrui ad [ mod u.
Siponga j=1+zu, i, =0+uv, per k=1,2, ..., n. La (7) € a sua volta una
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somma (finita) di termini del tipo
c-Xi"1+ih2+‘“+i’e,'
dove
hi, ho, ..., hje {1,2, ..., n}.
Risulta:
Uyt +ih7_=l+uvhl+l+@wh2+ +l+@whl_
=l +u (v, +vp,+ ... +vhj) =1 +zu) +u (v, +v,+ ... +vhj)
=ltu-(E+l+uv,+v,+... +'uhj) = [(mod u).
Per ogni fe R[[X]]# se il termine non nullo di grado pid basso di f e cX", si
ponga ¢ =w(f), r=o(f).

Teorema 7. Si supponga:

1) R dominio di integrita,

2) @ una h-funzione di abbinamento sopra R ([5]), tale che R =[R; +, o]
sia destro (ao'b=¢,(a)-b);

3) ¢(R*)cAut(R);

4) expp(R*) |u.

Risulta che ¢ un quasi-anello la [B(1, u); +, o1] dove per f, ge B(1, u),
g#=0, fo10=0, forg=7,(f)og, essendo b=w(g), g, lestensione naturale
di ¢, a B(1,u)-[B(1,u); +, o1] ¢ locale se RY ¢ un quasi-corpo.

Dimostrazione. Per f, g, heB(1, w)* (fo19)o1h= Py @uyp(f)og)oh
= (@w(h) °© @w(g))(f) ° @w(h)(g) oh =

8) = Puiy o w(g) ° Puiny(g) ok
foir(gorh) = for(@uu(g) oh) =
) = D@ (010 ) © Py (9) o 1

dove W@y (9) o h) = W @iy ()W) P = @ ) (w(g))-w(h)°P.  Poiché
o(g) =1 (mod exp p(R*)) risulta che

(9) —

@ awiy° D= (@ o))"V = D wn) -
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Allora

— = _ _ 7
Poo@iy(9) 018 = Pepruiay (@) wh)© DT P g0 gy © P awh)© D= P g) © Puth) = Pug) © wih) -

Di qui dalle (8), (9), si deduce I'associativita della o;.
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Summary

We consider the near-rings of formal power series of [2]. Subsets of they, constituted
by elements in which certain classes of coefficients are null, are demonstrated to be sub-
near-rings; in the case of Cartan’s near-rings, for some of they modifications in the sense
of the «Dickson process» ([5]) are possible.
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