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GIORDANO GA L L I N A (*)

Sotto-quasi-anelli di quasi-anelli di Fröhlich (**)

1 - Introduzione

Per n�N , In indica qui l’insieme ]1, 2 , R , n(.
In [2] Fröhlich ha introdotto i seguenti quasi-anelli. Sia M l’insieme delle serie

formali nelle n indeterminate X1 , X2 , R , Xn sopra un anello commutativo unita-
rio R , a termine costante zero, ossia M4R[ [X1 , X2 , R , Xn ] ]0 . Si ponga N4M n .
È un quasi-anello destro la struttura [N ; 1 , i ] dove 1 è eseguita componente
per componente, i definita nel modo seguente. Se f , g�N , f4 ( f1 , f2 , R , fn ),
g4 ( g1 , g2 , R , gn ), allora f i g�N è tale che (i�In ( f i g)i4 fi ( g1 , g2 , R , gn ).
N ha unitá (X1 , X2 , R , Xn ). Per n41 si determina un quasi-anello che è possibi-
le chiamare di Cartan (la sua origine trovasi infatti in [1]); in [3] si dimostra che
esso è locale, dove dicesi locale un quasi-anello unitario (destro) [G ; 1 , . ] nel
quale ]x�GNGxcG( è un G-sottogruppo.

Qualunque sia j�M , m�N , indichiamo con j (m) la componente omogenea di
grado m di j . Siano:

1) N 8 il sottoinsieme di N costituito dagli elementi f4 ( f1 , f2 , R , fn )�N tali
che (i�In f (1)

i è ridotto ad ai Xi per ai�R ;
2) N 9 l’insieme degli f�N 8 nei quali, posto f (1)

i 4 ai Xi per i�In , risulti, in
R , a14 a24R4 an .

Qui si dimostra che N 8 è un sottoquasi-anello di N , avente a sua volta N 9 co-
me sottoquasi-anello, e che l’insieme degli f�N 8 in cui (i�In fi ha nulli particolari
coefficienti è un sottoquasianello di N 8 . Nell’ipotesi in cui R è un campo, si deter-

(*) Dipartimento di Matematica, Università, Via D’Azeglio, 85, 43100 Parma, Italy.
(**) Ricevuto il 21 Maggio 1999. Classificazione AMS 16 Y 30.
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mina il sottosemigruppo di [N 8 ; i ] degli elementi sinistro-invertibili e si dimostra
che N 9 è locale. Nel paragrafo 4 si prova che anche sottoinsiemi di quasi-anelli di
Cartan, costituiti da serie formali dove siano nulli determinati coefficienti, sono
sottoquasi-anelli i quali, in particolari condizioni, possono essere modificati secon-
do il processo di Dickson ([4], [5]).

In un prossimo articolo, si determineranno tutti gli unitari di [N ; 1 , i ].

2 - Premesse

Nel seguito, per f , g�N 8 , si denota f4 ( f1 , f2 , R , fn ), g4 ( g1 , g2 , R , gn ),
(i�In fi4 ai Xi1 f 8i , gi4 bi Xi1g 8i dove ai Xi4 f (1)

i , bi Xi4g (1)
i . Per ogni i�In , si

ponga Li4] f�NNf (1)
i 4 0(, L 8i 4LiON 8 , L 84 0

i�In
L 8i . Si noti che L 81 ON 94L 82

ON 94R4L 8n ON 94L 8ON 9 è uguale all’ideale di N (quindi anche di N 8 e di
N 9 stesso) degli f�N tali che f (1)

i 4 0 qualunque sia i�In . Se j�M , m�N , po-
niamo j [m]4j (1)1j (2)1Rj (m) .

Enunciato di base nel presente lavoro è quello del

T e o r e m a 1. N’ è un sottoquasianello di N , N 9 è un sottoquasianello di N 8 .

D i m o s t r a z i o n e . [N 8 ; 1] è ovviamente un sottogruppo di [N ; 1]. Pro-
viamo che N 8 è chiuso rispetto alla composizione definita in N . Qualunque siano
f , g�N 8 , risulta che

f i g4 ( f1 , R , fn ) i ( g1 , R , gn )4 (a1 X11 f 81 , a2 X21 f 82 , R , an Xn1 f 8n )

i (b1 X11g 81 , b2 X21g 82 , R , bn Xn1g 8n )4 (a1 (b1 X11g 81 )1 f 81 ( g1 , g2 , R , gn ) ,

a2 (b2 X21g 82 )1 f 82 ( g1 , g2 , R , gn ), R , an (bn Xn1g 8n )1 f 8n ( g1 , g2 , R , gn ) )

4 (a1 b1 X11a1 g 81 1 f 81 ( g1 , g2 , R , gn ), a2 b2 X21a2 g 82 1f 82 ( g1 , g2 , R , gn ) ,

R , an bn Xn1an g 8n 1 f 8n ( g1 , g2 , R , gn ) ) .

(1)

Tenuto presente che (i�In in f 8i , g 8i compaiono effettivamente al più termini di
grado totale F2, risulta da (1) che f i g�N 8 . Si noti che l’unità (X1 , R , Xn ) ap-
partiene ad N 9 e ad N 8 .

O s s e r v a z i o n e 2. Ogni Li è un sottogruppo di [N ; 1] tale che Li i N’Li .
Siano inoltre f , h arbitrari in N . Se g�Li allora ( g1h) i f2h i f�Li ; se g�L 8i ,
allora ( f i ( g1h)2 f i h)(1)

i è privo del termine in Xi .
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D i m o s t r a z i o n e . Per uno j�In , siano f , g�N , g�Lj . Allora g (1)
j 4 0

da cui (( g1h) i f2h i f )(1)
j 4 ( g (1)

j 1h (1)
j )( f (1)

1 , R , f (1)
n )2h (1)

j ( f (1)
1 , R , f (1)

n )
4h (1)

j ( f (1)
1 , R , f (1)

n )2h (1)
j ( f (1)

1 , R , f (1)
n )4 0 onde ( g1h) i f2h i f�Lj .

Se g�L 8j allora

( f i ( g1h)2 f i h)(1)
j 4 f (1)

j ( g (1)
1 1h (1)

1 , R , g (1)
j211h (1)

j21 , h (1)
j , g (1)

j11

1h (1)
j11 , R , g (1)

n 1h (1)
n )2 f (1)

j (h (1)
1 , R , h (1)

j , R , h (1)
n )

4 f (1)
j (b1 X1 , R , bj21 Xj21 , 0, bj11 Xj11 , R , bn Xn )

1f (1)
j (h (1)

1 , R , h (1)
n )2 f (1)

j (h (1)
1 , R , h (1)

n )

4 f (1)
j (b1 X1 , R , bj21 Xj21 , 0, bj11 Xj11 , R , bn Xn ) .

O s s e r v a z i o n e 3. Ogni L 8i un ideale ad un N-sottogruppo di N 8, tale che
(f , h�N 8 (g�L 8i ( g1h) i f2h i f�L 8i .

D i m o s t r a z i o n e . Dall’Osservazione 2 rimane solamente da provare che, per
uno j�In , N 8 i L 8j ’L 8j . Siano f�N 8 , g�L 8j . Si ha ( f i g)(1)

j 4 f (1)
j ( g (1)

1 , R , g (1)
n )

4 aj Q04 0 essendo g (1)
j 4 0, f (1)

j 4 aj Xj .

2 - Quasi-anelli di Fröhlich

Sia t�N tale che 2G tGn, siano j1 , j2 , R , jt elementi di In due a due distinti.
Mediante il simbolo N 8] j1 , R , jt( si denoti il sottoinsieme di N 8 costituito da tutti gli
f�N 8 tali che, qualunque sia 2GuG t, qualunque sia il sottoinsieme ] jk1

, R , jku
(

di cardinalità u di ] j1 , j2 , R , jt(, in ogni fi (i�In ) «mancano» i termini in
Xjk1

Xjk2
RXjku

.

T e o r e m a 4. N 8] j1 , j2 , R , jt( è un sottoquasi-anello di N 8.

D i m o s t r a z i o n e . È possibile supporre tF3, poiché la dimostrazione dei
casi t42 è inclusa in esso. Siano l1 , l2 elementi distinti di ] j1 , j2 , R , jt(, siano
f , g�N 8] j1 , R , jt( . Per j�In si ha ( f i g)j4 fj ( g1 , R , gn ), da cui i termini della
( f i g)(2)

j sono da determinarsi tra i termini dello sviluppo di

aj gj1 f (2)
j ( g1 , g2 , R , gn ) .(2)
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Si ponga

f (2)
j ( g1 , g2 , R , gn )4 !

(k1 , k2 , R , kn )�Nn
0

k11k21R1kn42

ak1 k2Rkn
X k1

1 X k2
2 RX kn

n .

Di qui e da (2), i termini della ( f i g)(2)
j sono tra quelli di:

aj bj Xj1aj g (2)
j 1 !

(k1 , k2 , R , kn )�Nn
0

k11k21R1kn42

ak1 k2Rkn
(b1 X1 )k1 (b2 X2 )k2

R(bn Xn )kn .

In aj g (2)
j mancano i termini in Xl1

Xl2
essendo g�N 8] j1 , j2 , R , jt( , mentre se

(k1 , k2 , R , kn )�Nn
0 , kl1

41, kl2
41, kr40 per r� ]l1 , l2(, allora ak1 k2Rkn

40,
essendo f�N 8] j1 , R , jt( . Si è allora dimostrato che in f i g mancano i termini in
Xl1

Xl2
. Continuiamo induttivamente. Sia 3GmG t , si supponga che, qualunque sia

2GuGm21, nella f i g manchino i termini in Xl1
Xl2

RXlu
per ogni sottoinsieme,

di cardinalità u , ]l1 , l2 , R , lu( di ] j1 , j2 , R , jt(. Sia ]v1 , v2 , R , vm( un sottoin-
sieme di cardinalità m di ] j1 , j2 , R , jt(. Per j�In , i termini di ( f i g)(m)

j sono tra i
termini di

aj g (m)
j 1 !

u42

m21

f (u)
j ( g [m21]

1 , g [m21]
2 , R , g [m21]

n )1 f (m)
j (a1 X1 , a2 X2 , R , an Xn) .

Per le ipotesi sopra f , g , in aj g (m)
j ed in f (m)

j (a1 X1 , a2 X2 , R , an Xn ) tutti i coeffi-
cienti di Xv1

Xv2
RXvm

, sono zero. Per 2GuGm21 si ponga

f (u)
j (X1 , X2 , R , Xn )4 !

(k1 , k2 , R , kn )�Nn
0

k11k21R1kn4u

ak1 k2Rkn
X k1

1 X k2
2 RX kn

n .

Quindi

f (u)
j ( g [m21]

1 , g [m21]
2 , R , g [m21]

n 4 !
(k1 , R , kn )�Nn

0
k11R1kn4u

ak1 k2Rkn
( g [m21]

1 )k1
R( g [m21]

n )kn .(3)

Poiché uGm21, un termine di (3) in Xv1
Xv2

RXvm
è del tipo

ak 81 k 82 Rk 8n d1 d2 Rdu(4)

dove ogni dj è un termine di qualche g [m21]
i . Nella (4) esiste un 2GrGm21, esi-

ste un sottoinsieme ]vi1
, vi2

, R , vir
(, di cardinalità r , di ]v1 , v2 , v3 , R , vm(, esi-

ste un 1GqGu , esiste un p�In , tali che dq è un termine di g [m21]
p in

Xvi1
Xvi2

RXvir
. A causa delle ipotesi, il coefficiente (�R) di dq è nullo, da cui (4) è

nullo.
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T e o r e m a 5. Sia R un campo. Allora il semigruppo degli elementi sinistro-
invertibili di N 8 è N 8 0L 8 ; inoltre, N 9 è locale.

D i m o s t r a z i o n e . Si prova che un elemento di N 8 ha inverso sinistro
se e solo se non appartiene ad L 8 . Sia g�N 8 . Se f�N 8 è tale che
f i g4 (X1 , X2 , R , Xn ), allora, dall’espressione (1),

(i�In ai bi Xi1ai g 8i 1 f 8i ( g1 , g2 , R , gn )4Xi(5)

da cui ai bi41 (i . Quindi una c. nec. affinché g sia sin. - invertibile in N 8 è che sia
g�N 8 0L 8 . Si dimostra che tale condizione è anche sufficiente. Sia g�N 8 0L 8 .
Vediamo di individuare un f�N 8 tale che f i g4 (X1 , X2 , R , Xn ); qui i coefficienti
in f sono le incognite del problema. Ancora dalle uguaglianze (5) si trae che
( i�In ai bi41, da cui ai è univocamente individuato dallo ai4 b21

i .
Continuiamo per induzione. Sia m�N mF2. Si supponga che (uGm21

(i�In f (u)
i sia univocamente determinata. Sia j�In . Si consideri f (m)

j

f (m)
j 4 !

(k1 , R , kn )�Nn
0

k11R1kn4m

ak1Rkn
X k1

1 RX kn
n .(6)

Risulta che

( f i g)j4 aj gj1 !
sF2

f (s)
j ( g1 , g2 , R , gn ) .

Sia (l1 , l2 , R , ln )�Nn
0 tale che l11 l21R1 ln4m . Il termine in X1

l1 X2
l2
RXn

ln in
( f i g)j è la somma dei termini in X l1

1 X l2
2 RX ln

n presenti in

aj gj1 !
m

s42
f (s)

j ( g1 , g2 , R , gn ) ,

poiché qualunque sia sFm11 ogni termine di f (s)
j ( g1 , g2 , R , gn ) è di grado to-

tale Fm11, essendo g1 , g2 , R , gn a termine noto zero. Si dimostra che l’unico
termine in X l1

1 X l2
2 RX ln

n di

f (m)
j ( g1 , R , gn ) è al1 l2Rln

bl1
1 bl2

2 , R , bln
n X l1

1 X l2
2 RX ln

n .

Infatti da (6)

f (m)
j ( g1 , g2 , R , gn )4 f (m)

j (b1 X11g 81 , b2 X21g 82 , R , bn Xn1g 8n )

4 !
(k1 , k2R , kn )�Nn

0
k11R1kn4m

ak1 k2Rkn
(b1 X11g 81 )k1

R (bn Xn1g 8n )kn .
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Nello sviluppo di al1 l2R ln
(b1 X11g 81 )l1

R (bn Xn1g 8n )ln ogni termine diverso da
al1 l2R ln

bl1
1 bl2

2 R bln
n X l1

1 X l2
2 RX ln

n ha grado totale Fm11, poiché i termini di
g 81 , g 82 , R , g 8n hanno tutti grado totale F2. Se v11v21R1vn4m (vi�N0 (i),
(v1 , v2 , R , vn )c (l1 , l2 , R , ln ), allora l’unico termine di grado m nello sviluppo
di av1 v2R vn

Q (b1 X11g 81 )v1 (b2 X21g 82 )v2
RR (bn1g 8n )vn è av1 v2R vn

b1
v1 b2

v2
R bn

vn

X1
v1 X2

v2
RXn

vn , ma X1
v1 X2

v2
RXn

vn
cX1

l1 X2
l2
RXn

ln . Allora, altri termini in
X1

l1 X2
l2
RXn

ln di fj ( g1 , g2 , R , gn ) sono da determinarsi tra gli sviluppi degli
f (s)

j ( g1 , g2 , R , gn ) per 1GsGm21. Per ipotesi induttiva, tutti i coefficienti di
f (s)

j (X1 , X2 , R , Xn ) sono determinati per ogni 1GsGm21; inoltre, tutti i coeffi-
cienti di g1 , g2 , R , gn sono noti. Allora, il coefficiente di X1

l1 X2
l2
RXn

ln nello svilup-
po di fj ( g1 , g2 , R , gn ), coefficiente che chiamiamo cl1 l2R ln

, è descrivibile nel modo
seguente. Sia A’R il sottoinsieme di R i cui elementi sono i coefficienti di
g1 , g2 , R , gn ed i coefficienti degli f (s)

i (X1 , X2 , R , Xn ) per 1GsGm21. Allora

cl1 l2R ln
4z1al1 l2R ln

bl1
1 bl2

2 R bln
n

dove z è una somma (finita) di prodotti di elementi di A . Dalla f i g
4 (X1 , X2 , R , Xn ), deve essere cl1 l2R ln

40, mentre b1c0, b2c0, R , bnc0; da
ciò è determinato unicamente al1 l2Rln

�R .
Da quello che si è potuto dire sino a questo punto, risulta quasi immediato che

l’insieme degli elementi sinistro-invertibili in N 9 è N 9 0(L 8NN 9 ); come osservato
nel paragrafo 2, L 8ON 9 è ideale ed N 9-sottogruppo, dunque N 9 è locale.

4 - Quasi-anelli di Cartan

Per R continuativo unitario, siano l , u�N , tali che l 2
f l(mod u); sia B(l , u) il

sottoinsieme di R[ [X] ]0 costituito dalle serie formali aventi i coefficienti nulli, tran-
ne al più quelli degli X j , per j�N , jf l(mod u).

T e o r e m a 6. B(l , u) è un sottoquasi-anello di [R[ [x] ]0 ; 1 , i ].

D i m o s t r a z i o n e . Sia t�N tale che l 24 l1ut , siano f , g�B(l , u). Qualun-
que sia m�N , esiste un s�N tale che il coefficiente di X m in f i g è uguale a quel-
lo di X m nello sviluppo di f [s]

i g [s] . Tenute presenti le ipotesi sopra f , g , f [s]
i g [s]

è una somma (finita) di termini del tipo

aj Q (bi1
X i11bi2

X i21R1bin
X in ) j(7)

dove j , i1 , i2 , R , in sono elementi di N congrui ad l mod u .
Si ponga j4 l1zu , ik4 l1uvk per k41, 2 , R , n . La (7) è a sua volta una
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somma (finita) di termini del tipo

c QX ih11 ih21R1 ihj

dove

h1 , h2 , R , hj� ]1, 2 , R , n( .

Risulta:

ih1
1 ih2

1R1 ihj
4 l1uvh1

1 l1uvh2
1R1 l1uvhj

4 lj1u Q (vh1
1vh2

1R1vhj
)4 l Q (l1zu)1u Q (vh1

1vh2
1R1vhj

)

4 l1u Q (t1zl1vh1
1vh2

1R1vhj
)f l(mod u) .

Per ogni f�R[ [X] ]*0 se il termine non nullo di grado piú basso di f è cX r , si
ponga c4w ( f ), r4 i ( f ).

T e o r e m a 7. Si supponga:

1) R dominio di integrità;
2) W una h-funzione di abbinamento sopra R ([5]), tale che R W4 [R ; 1 , i 8 ]

sia destro (a i 8 b4W b (a) Qb);
3) W(R *)’Aut (R);
4) exp W(R *)Nu .

Risulta che è un quasi-anello la [B(1 , u); 1 , i 1 ] dove per f , g�B(1 , u),
gc 0, f i1 04 0, f i1 g4Wb ( f ) i g , essendo b4w( g), Wb l’estensione naturale
di W b a B(1 , u) Q [B(1 , u); 1 , i 1 ] è locale se R W è un quasi-corpo.

D i m o s t r a z i o n e . Per f , g , h�B(1 , u)* ( f i1 g) i1 h4Ww(h) (Ww( g) ( f ) i g) i h
4 (Ww(h) i Ww( g) )( f ) i Ww(h) ( g) i h4

4Ww(h) i 8w( g) i Ww(h) ( g) i h(8)

f i1 ( g i1 h)4 f i1 (Ww(h) ( g) i h)4

4W w(W w(h) ( g) i1 h) ( f ) i Ww(h) ( g) i h(9)

dove w(Ww(h) ( g) i h)4w(Ww(h) ( g) ) Qw(h)i ( g)4W w(h) (w( g) ) Qw(h)i ( g). Poiché
i ( g)f1 (mod exp W(R *) ) risulta che

W w(h)i ( g)4 (W w(h) )i ( g)4W w(h) .
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Allora

Ww(Ww(h) ( g) i 1 h)4WW w(h) (w( g) ) Qw(h)i ( g)4W W w(h)(w( g) )
i W w(h)i ( g)4W w( g) i W w(h)4W w( g) i 8w(h) .

Di qui dalle (8), (9), si deduce l’associativitá della i 1 .
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S u m m a r y

We consider the near-rings of formal power series of [2]. Subsets of they, constituted
by elements in which certain classes of coefficients are null, are demonstrated to be sub-
near-rings; in the case of Cartan’s near-rings, for some of they modifications in the sense
of the «Dickson process» ([5]) are possible.

* * *


