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SIMONA SANFELICI (%)

Semidiscretizzazione di Galerkin

di sistemi parabolico-ordinari semilineari (**)

1 - Introduzione

In questo lavoro si studia una classe abbastanza generale di problemi di rea-
zione-diffusione descritti da sistemi di equazioni paraboliche ed ordinarie semili-
neari debolmente accoppiate, con condizioni di Neumann non omogenee e non li-
nearita lipschitziana. Esempi di sistemi di questo tipo possono essere trovati in
elettrocardiologia [2], [3].

Risultati di esistenza ed unicita della soluzione di tali sistemi sono stati indivi-
duati in precedenza da Pao [6]. Nel Paragrafo 2 si analizza la buona posizione di
questi problemi mediante la teoria dei semigruppi [4], fornendo vari risultati di re-
golarita per la soluzione.

Nel Paragrafo 3 si definisce il metodo di semidiscretizzazione di Galerkin con-
tinuo nel tempo e si analizzano le sue proprietd di convergenza in vari spazi di
funzioni V), di dimensione finita, ottenendo stime dell’errore ottimali in norma L2

2 - Sistemi semilineari parabolico-ordinari debolmente accoppiati

Sia £ un aperto limitato di R", n =1, 2, 3, con frontiera 92 di classe C2"¢,
a e (0, 1). Indichiamo con v = (v4, ..., v,)! la normale esterna a 3. Consideria-
mo il seguente sistema semilineare di n; equazioni paraboliche ed 7, equazioni dif-
ferenziali ordinarie debolmente accoppiate, con condizioni al bordo di Neumann

(*) Dipartimento di Matematica, Universita di Parma, Via M. D’Azeglio 85, 43100 Par-
ma, Italy.
(**) Ricevuto il 17.7.1998. Classificazione AMS 35 K 57, 65 N 30.
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non omogenee

Oyu; + L;u;=g;(x, t,u) in x]0, T] (=1, ...,n),

@ ou;=g;(x, t,u) in Q x10, T G=n+1,...,0+mn,),
Biu; = q;(x, t) in 92 x10,T] (=1, ...,n),
i (e, 0) =u; o(x) in Q (=1, ...,n +mny),
dove £; e &;, per 1=1, ..., n;, sono operatori della forma
n a . a n . a .
Lwi=— 2 — (aj(]j)(ac) o ) + 207 (x) My ad? (@) w,
Jrk=1 O, Owy | i=1 ox;
ow L 0 ow
B;w = = a’ (X)) —vj;
a’l/(g J k=1 aﬂﬁk

supponiamo che le matrici (aj(k“) siano simmetriche e che gli operatori .2; siano
uniformemente ellittici in Q, cioé esistano delle costanti a§’ >0 tali che

@) 2 @ = al g’

per ogni £eR" e ogni xeQ, che i coefficienti b/” e a” siano funzioni asse-
gnate, continue in Q, che ajﬁf)eC 1(@Q) e che i termini al bordo g¢;(x,t)
eCl* ([0, T]; C***(3R)). Da (2) segue che le condizioni al bordo sono di tipo
non tangenziale, cioe

ﬁ:(iq,%)ni)nk;éo, VieedQ .
k=1\j=1

Trattiamo dapprima il caso omogeneo ¢; =0, i=1, 2, ..., n;.

I1 problema dell’esistenza, unicita e regolarita della soluzione di (1) puo essere
ricondotto allo studio di un’equazione di evoluzione nello spazio X = C(Q)"* ", de-
finendo la realizzazione di —£; in X; = C(Q) con condizioni al contorno oblique
del primo ordine omogenee

DA;) = Jue N W2P(Q): LiueC@), Bu=0 su 827, Au=—Lu.
p

=1

Ricordiamo che, per n =1, D(4;) = {ue C*(Q): Bithjs0=0}.
Premettiamo alcune definizioni, per le quali rimandiamo a [4].



[3] SEMIDISCRETIZZAZIONE DI GALERKIN DI SISTEMI... 83

Per ogni i =1, ..., n,, definiamo l'insieme risolvente o(4;) e V'operatore risol-
vente R(1, A;) come

o(4) = {AeC: 3G -A) e LX)},
R(,A) =Gl -A)",  Vieo),

dove L(X;) e lo spazio dei funzionali lineari e continui dello spazio di Banach X, in
sé.

Definizione 2.1. Sia X uno spazio di Banach complesso, con norma ||||x.
Un operatore lineare A: D(A) c X — X ¢ detto settoriale se esistono delle costanti
welR, Oela/2, nl, M >0 tali che

(i) 0)>8, ,:={leC:l#w, |argl—w)| <6},

M
L(x)s _—, VAESH,CU'

ii R(L, A
() [RG4, A) o

Dato un operatore A settoriale in X, definiamo gli spazi intermedi tra X e D(A)
O<a<l)

Dy(a, ©):={reX:t—uvlt) =t *Ae™alye L ~(0, 1)},
dotati della norma
elln sca, ) = llellx + [0l = o, 1)-
Si dimostra che D(A)cD4(a, ©)cDA), 0 <a<1.

Si dimostra ([4], Corollario 3.1.24 (ii), Teoremi 3.1.30 e 3.1.31) che A; & setto-
riale in X; e che

_ C?*(Q), se a<1/2,
D(4;)=C(R2), Dy(a, »)= _
' C3*(Q), se a>1/2.

Il pedice ®; va inteso nella usuale accezione: se Y € un qualsiasi spazio di Banach
contenuto in C'(Q), indichiamo con Y, il sottospazio di Y costituito dalle funzioni
@ tali che B;¢ si annulla su 0Q.
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Per semplicita di esposizione, limitiamo lo studio al caso di un sistema del tipo
(1) con n; =1 e ny=2. I risultati che dimostreremo possono essere facilmente
estesi al caso generale.

Definiamo l'operatore A nello spazio X

D(A) =DA) xCQ)xC(Q), A=|0

oS o O
S O O

dove 0 rappresenta l'operatore nullo.
Teorema 2.2. Loperatore A ¢ settoriale in X ¢ D(A) =X.
Dimostrazione. Per quanto gia osservato sopra, A; e settoriale in X; e

D(A,) = C(Q); daltra parte, anche l'operatore nullo & settoriale in C(Q), poi-
ché

VieC: R(A,0)=GD " ==I, e o0(0)=C\{0}

> |

e quindi la Definizione 2.1 & soddisfatta con

1 1
Q(O) DSB,O Vo E]ﬂ/z, ﬂ[; ||R(}~, O)HL(C(ﬁ)) = WHI” = m ,

cioe w =0 e M = 1. Di conseguenza, anche I'operatore prodotto A & settoriale. In-
fatti I'insieme risolvente di A e l'insieme dei A € C per i quali per ogni fe X esiste
un unico u = (uy, Us, Us) € D(A) tale che
Au — Au :f: (fly.fZ?f3) eX
e inoltre u dipende con continuita da f. Quindi o(4) = 0(4;)\{0} e
R(1,A) 0 0

R(A,A) = 0 -7 0],
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e si ha

1 1
[R(2, A) fllx =R, A1) fillem + || Ifz”c@) +| Ifs o)

M 1 1
o] 1+ o 7 172 o 7 1 o
M(l) 1
fsmax| —, — . u

Osservazione 23. Si dimostra facilmente che Dy(a, ©) =Dy (a, *)
xCQP 0<a<l

Poniamo in (1)

u(t) (@) = u(x, t) = (uy (2, t), uy(x, t), ug(x, )7,
f@, w)(@) = (g, (x, t, w(x)), go(x, t, u(x)), gs(x, t, u(x)))",

g = (uy, o (), g, o (), 1z o(x))".
Si ottiene I'equazione di evoluzione astratta (parabolica semilineare)

w(0) = uyg.

Si dimostra [4] il seguente risultato di esistenza e unicita locale in forma
astratta della soluzione di (3).

Teorema 2.4. Siano A: D(A)cX—X un operatore settoriale e f:[0, T1]
X X—X una funzione continua e localmente lipschitziana rispetto ad u

VR >0, AL =L(R) >0 tale che
)
I, w)—ft, vy <Ll —ly, Vtel0,T], Vu,veB(0,R),

dove B(0, R) rappresenta la palla di centro 0 e raggio R in X. Supponiamo inol-
tre che esista ae (0, 1) tale che per ogni R >0 si abbia

(5) £, v) = f(s, |y < CR)t—5)", 0<s<t<T, |plx<R.
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Valgono le sequenti affermazioni:
(i) se uge D(A), allora (3) ammette un’unica soluzione classica locale massi-
male (0<T'<T)

uweC([0, T'[; X)N CA0, T'[; DA)NC'(0, T'[; X);

(ii) se uge D(A) e Auy+ f(0, uy) € D(A), allora u ¢ soluzione stretta massi-
male di (3)

ueC([0, T'[; DA) N CH([0, T'[; X);

(iii) nfine se uge D(A) e Auy+ f(0, uy) € Dy(a, »), per qualche ae (0, 1),
allora per ogni b<T' si ha

w', Aue C*([0, b]; X), u'eB([0, b]; Dy(a, »)),

dove B([a, b]; Y) ¢ lo spazio delle funzioni limitate: [a, b]—Y.

L’esistenza di una soluzione globale puo essere garantita introducendo varie
ipotesi sul termine non lineare; ricordiamo ad esempio il seguente

Teorema 2.5. Supponiamo che esista C >0 tale che
(6) Ift, wly<CA+ull),  YueX, Vtelo, T1;

sta u:[0, T'[— X una soluzione locale di (3). Allora w ¢ limitata in [0, T'[ con
valort in X e pertanto é soluzione globale di (3).

Applichiamo i teoremi astratti 2.4 e 2.5 al problema di reazione diffusione (1),
attraverso la formulazione astratta (3), precisando le ipotesi sui dati che garanti-
seono l'esistenza, unicitd e regolarita della sua soluzione.

Supponiamo che le funzioni g;, 1 =1, 2, 3, siano continue e soddisfino la se-
guente condizione (0 <a<1)

per ogni R >0 esistono delle costanti K; = K;(R) positive tali che
(M lgi(x, t, u) —gi(x, s, w) |
<K ([t—s|*+ |lu—w|) perxe®, t,sel0,T], |u|;, |w|;<R,

3
dove |u|,= '21 |w; |
i=
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Teorema 2.6. Nelle ipotesi (7), valgono le sequenti affermazioni:

@) se u; ¢eC(Q), peri=1, 2,3, allora (1) con q; =0 ammette ununica so-
luzione classica locale massimale u continua in Q xX[0, T'[, con u derivabile vi-
spetto a t i 2 Xx10, T'[ e u;(-, t) e W»P(Q) per ogni p=1e 0<t<T'<T,

(i) se u; o€ leWZ’p(Q), By, 0= 0, Uy g, Uz g€ C(Q) e £yu; o C(Q), allora

u ¢ soluzione stretta di (1), cioé (u;);, L3u,eC(Q X[0,T'[), per i=1, 2, 3;
(111) anlne S€ Uy o€ r]lWZ’p(.Q), L(BIHIYO:O, 7/{/2!0,%370€C(§) e _.flul,o
p=

+01(, 0, up) € C**(Q), per qualche ae(0,1/2), oppure —Liu; o+ g:(, 0, uy)
e C3*(Q), per qualche ae(1/2, 1), allora d;u, appartiene a C**“(Q %[0, b]),
A, u; appartiene a C%*(Q %[0, b]), per ogni b<T'.

Dimostrazione. Dall'ipotesi (7) segue che f: [0, T] X X—X & continua e
soddisfa (4) e (5).

Se u; o€ C(Q), per i=1, 2, 3, allora uye D(A) =X e, per il Teorema 2.4(),
esiste un’unica soluzione -classica locale ueC([0, T'[; X)NCAO0, T'[; D(A))
Nnctqo, T'[; X).

L’affermazione (ii) &€ immediata conseguenza del Teorema 2.4(ii), poiché le ipo-
tesi u; o€ leWz”’(Q), By, 0=0, Uz o, Uz, g€ C(Q) € Lyu; e C(Q) significano

che uyeD(A) ed implicano che Aw,+ f(uy) € D(A). Per il Teorema 2.4(i),
u', AueC(0, T'[; X).

L’affermazione (iii) segue dal Teorema 2.4(ii). Infatti, l'ipotesi wu;
eleWz”’(Q), By, o=0, U o, Uz o€ C(Q) significa che uye D(A), mentre la

condizione — & u; o+ 9g:1(, 0, ug) eC?**(Q), per aec(0,1/2) e — &%, 0
+9:(-, 0, uy) eC(%f‘(ﬁ), per ae(1/2,1), implica che Awuy+ f(0, uy) € Dy(a, ).
Per il Teorema 2.4(ii), u', Aue C*([0, b]; X) e u' € B([0, b]; Dy(a, »)) e quindi
d,u; € C?*(Q), per ogni te[0, T'[, e Ayu; € C**(Q x[0, b]). In particolare, per
a#1/2, Ju eC?**(Qx[0,b]) poiché, per a=1/2, u'eC*0,b];X)

N B([0, b]; Dy(a, *)) implica che d,u; € C** *(Q x[0, b]). =

Osservazione. 2.7. Per a>1/2, si ha la continuitd di (Uy)yt
i=1,...,n

Teorema 2.8. Supponiamo valide tutte le ipotesi specificate nel Teorema
2.6. Se 1l termine non lineare soddisfa anche la condizione

3
(8) 3AC>0 t.c. 2 |gi(w, t, w)|<C(1+|u|y), Vtel0,T], Vrxe®, VueR?
i=1

1=1, 2,3, allora la soluzione u ¢ globale.



88 SIMONA SANFELICI [8]

Dimostrazione. Segue banalmente dal Teorema 2.5, se si osserva che l'ipo-
tesi (8) implica (6). =

Trattiamo ora il caso non omogeneo al bordo, cioé supponiamo che il sistema
(1) sia dotato di condizioni al bordo del tipo

Biu;(x, t) =q;(x, t), 0<t<sT, xe0Q.

La teoria astratta non puo essere applicata direttamente al problema non omo-
geneo, poiché D(A,) e dotato di condizioni al bordo omogenee. Generalmente, in
questi casi, si rilevano le condizioni al bordo considerando i termini al bordo g;
come tracce su 0Q x [0, T'] di B;Q;, dove @; sono funzioni sufficientemente rego-
lari definite in 2 x[0, T] e si riduce il problema non omogeneo ad uno omogeneo
nelle incognite u;=u;, —Q;, 1=1, ..., my, € U;=u;, i=n+1, ..., ny+ ns.

Poniamo

Qi(-, t) = Ngi(, 1), 0<t<T,

dove N & un operatore appartenente a L(C?(3R), C*1(Q)) per ogni 0 [0, 1]
(per Oe[0,1+ a] se 2 & uniformemente C2*% 0 <a <1) tale che

BN se =1, Vfe C(09Q).

Ricordiamo ancora che N e L(C(3R), C1(Q)) e che N e L(C'(3RQ), C3(Q)).

Dimostriamo un teorema di esistenza e unicita della soluzione del problema
non omogeneo, nel caso n; =1, n, =2, rimandando a [4] per una trattazione pilt
esaustiva.

Teorema 2.9. Supponiamo che 3R sia uniformemente C**< per qualche
ae (0, 1), che (7) sia verificata e che q; € C1 ([0, T1; C*T*(8R)). Valgono le se-
guenti affermazioni:

(i) seu; o€ C(Q), peri=1, 2, 3, allora (1) ammette un’unica soluzione clas-
sica locale massimale u continua in Q X[0, T'[, con u derivabile rispetto a t in
Qx10,T'[ e u (-, t) e W>P(Q) per ogni p=1e 0<t<T'<T;

(i) seuy o€ p&WZ’p(Q), Byuy, o) =q(xx, 0) per x € 98, us o, U, o€ CQ)e
LUy g€ C(Q), allora u é soluzione stretta di (1), cioé (w;);, £1u,€ C(Q x[0, T']),
per 1=1,2,3;

(iii) infine se u1,o€p91W2’p(9), Bruy, o) =q1(x, 0) per xed, us g,
us, 0€C(Q) e —Lyuy o+ 9:(, 0, uy) € C**(Q), per ae(0,1/2), oppure —Lyu;
+01(,0,u)) €eC*(Q) e B (—Lyuy o+ 0:1(, 0, 1) =3,q,(-,0) su 99, per
ae(1/2,1), allora d,u, appartiene a C***(Q x[0, b]), A,u,; appartiene a
C% (@ %[0, b]), per ogni b<T'.
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Dimostrazione. Poniamo %, = u; — Q; e u; = u;, 1 = 2, 3. Queste funzioni ri-
solvono il problema omogeneo semilineare

( 3y + Ly = Gr (e, t,0) — & Q — 3,Q in 2x]0, T,
Oty = go(, t, 1) in Qx10, 71,
© J 3,y = s (e, t, i) in 2 x10, T1,
Biuy =0 su R x10, 71,
Uy (2, 0) =uy o— Q(x, 0) in
L (@, 0) =u; o in Q2 (i=2,3),

dove g;(x, t,u) :=g;(x, t, %, + Q(x, t), Us, Us).

Poiché t+>q;(-,t) appartiene a C'**([0, T]; C(3R2)), allora t—@Q,(-,t)
appartiene a C!'*T“([0, T]; C'(Q)); pertanto (x,t)—Q,(x,t) appartiene a
CH1*e(@Qx[0, T]). In particolare, & @,eC”*(Qx[0, T]), 3,Q,cC®*(Q x[0, T])
e, per composizione, le funzioni g; soddisfano la seguente condizione di Hélder in ¢

VR>0, 3C=C(R) tale che
|§i(x, trﬁl’ﬁ2yﬁ3)_§i(9€5 8,&1,?}2,{03)' $C|t_s|a7
Vt,se[0,T] Vee Q YueB(0, R).

Inoltre, t— £, Q;(-, t) eC*([0, T]; C(R)). Infatti, poiché ¢, eC'**([0, TI;
C'**(8Q)), allora t—q(-,t) appartiene a C*([0, T]; C'T“(89Q));
pertanto t— @, (-, t) appartiene a C*([0, T]; C*>**(Q)). In particolare, t— @ (
1) eC*([0, T]; C3(Q)) e quindi t— £ Q,(-, t) e C*([0, T]; C(Q)).

A questo punto si puo applicare il Teorema 2.6 al problema (9) e dimostrare
che le affermazioni (i), (ii) e (ili) sono verificate. =

Si osservi infine che, se le funzioni g; e u;  sono di classe C 2 allora le soluzioni
delle equazioni differenziali ordinarie hanno la medesima regolarita di u,.

3 - Approssimazione di Galerkin

Introduciamo ora la semidiscretizzazione di Galerkin del sistema (1). La con-
vergenza del metodo viene studiata in relazione alla regolarita della soluzione del
problema di partenza ed alle proprieta di approssimazione degli spazi di dimensio-
ne finita V), considerati.
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Indichiamo con A@(.,.) la forma bilineare associata all'operatore .£;

: n S ow v Lo ow .
a?(w, v) := J 2 o) — — + 2 bPv— +af’wv|dr.
o Jik=1" axk 3907 j=1" 8907

Supponiamo che le forme bilineari a”(.,.) siano continue e coercive in H(RQ),
cioé esistano delle costanti a® >0 tali che

(10) a?(w, v) = a® vl?, Yoe HY(Q).

Le ipotesi sui coefficienti degli operatori A" precisate sopra, insieme con (2), ga-
rantiscono la continuita di ogni forma bilineare e la pili generale disuguaglianza
di Garding [7]

11 a®w, v) + A2l = a?|p|Z, YoeHY(Q), i=1,...,n,

per qualche 1 =0 e ™ > 0. Il cambiamento di variabili ;(x, t) = e " 'u;(x, t)
nel sistema (1) conduce ad un nuovo sistema in cui agli operatori ellittici
Lo+ API, con I operatore identico, restano associate le forme bilineari
(‘;“Lf%)(w, v) =A% (w, v) + A9 (w, v) che soddisfano (10). Pertanto possiamo assu-
mere, senza perdita di generalita, che le forme bilineari associate al problema ai
valori iniziali e al contorno (1) soddisfino (11) con 1@ = 0. Questo sara sempre as-
sunto nel seguito di questo paragrafo. Tuttavia, occorre notare che nel caso sia
necessario effettuare il suddetto cambiamento di variabili, le stime che dimostre-
remo risultano valide per le incognite ausiliarie #; o per le loro approssimazioni e
che le corrispondenti stime per le soluzioni u; richiedono un fattore moltiplicativo
e l(i)t.

Consideriamo ancora il caso n; =1 ed n, = 2, lasciando al lettore I'estensione
al caso generale. Supponiamo che i dati siano tali che (1) abbia un’unica soluzione
u = (uy, us, us)” limitata che sia sufficientemente regolare per tutti i nostri scopi.
Pertanto, nelle ipotesi specificate nel paragrafo precedente, consideriamo la se-
guente formulazione debole del problema (1)

trovare u; e L2(0, T; H'(2)) N C°([0, T1; LA(R)), us, use C°([0, T1; L*(RQ))

con supessg i, 77 | | < % tali che
d M
%(ul(t), @)+ A (u(t), @)

= (gl(x’ t’ ul(t)v uZ(t)7 7/{’S(t)), §0) + (fh(t), @)BQ) V(;OEHI(Q)’
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d
E(uz(t)’ P) = (go, t, w (D), ux (1), us (1)), ¥),  VypeL*(Q),

12 d
( ) E(u?y(t)y w) = (93(90, t7 ul(t)v uZ(t)’ u3(t))7 1/))7 Vl/)ELZ(Q),

/M/Z‘(O)zui,o, i=1,2,3.

Passiamo ora alla semidiscretizzazione di Galerkin di (1). Fissate le famiglie di
sottospazi {V}, },>0 di H(2) e {W, };,>0 di L#(R), di dimensione finita N, defi-
niamo il problema semidiscreto di Galerkin

trovare u,:10, T[— V), us, us:10, T[—W,, tali che,
d
%(@h, 2@y @)+ AP (uy 4 (0), 1)

(13) = (g1(, T, uy , (0), Uz, (0), ug 1, (D), @) + (1(8), @ 1)ses V@, eV,

d
a(u&h(t)) w}z) = (92(905 t5 ul,h(t)y uZ,h(t), uS,h(t)), wh,)’ themz)

d
a(us,h(t), Yi) = (g5, t, uy (), ug 5, (1), ug (), ¥ 1), YV, eW,

i, 1, (0) =5, 0, 1y 1=1,2,3,

dove u; 0. ,€V), € u; o, €W, per 1 =2, 3, sono convenienti approssimazioni del
dato iniziale.

In questo paragrafo studieremo le proprieta del sistema semidiscreto (13). La
dimostrazione della convergenza della soluzione semidiscreta ad u nel caso di ter-
mini non lineari localmente lipschitziani richiede alcune stime sulla soluzione semi-
discreta stessa, che assicurino che essa non esploda. Per questo motivo, prelimi-
narmente, si analizzera il caso di termini di reazione globalmente lipschitziani.
Sottolineiamo il fatto che, in entrambi i casi, i risultati che otterremo sono indipen-
denti dalla particolare scelta degli spazi V), e W, in quanto essi si basano esclusi-
vamente sulla regolarita della soluzione u e sulle proprieta di approssimazione di
tali spazi in relazione allo spazio di appartenenza della soluzione stessa.

Trattiamo dapprima il easo di funzioni g;, ¢ =1, 2, 3, globalmente lipschitziane
rispetto alla variabile u, ovvero supponiamo che esistano delle costanti K; > 0 tali
che Vu,weR, zeQ, te[0,T]

(14) |gi(x) t, u)_gi(x, t, w)l sKilu_th.
Nel caso di funzioni non lineari g; globalmente lipschitziane, la dimostrazione della

convergenza del metodo di Galerkin e piti semplice. Infatti, in questo caso, la lip-
schitzianita globale delle g; si traduce nella lipschitzianitd globale del secondo
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membro del sistema (13) e quindi, per i teoremi di esistenza standard per tali si-
stemi, la soluzione semidiscreta esiste globalmente e si deve quindi fornire soltan-
to una stima dell’errore in una norma opportuna.

Indichiamo con uy;, = (uy, 4, Uz, 4, Us, )T Tunica soluzione di (13); si noti che la
soluzione u = (u;, uy, uz)? di (1) & anche soluzione di (12).

Supponiamo nel seguito che la famiglia {V},} soddisfi la relazione di approssi-
mazione

15) li inf h|lp(t) — D=0, VeeL=(0,T;H (Q)),
O ey S IO =90 PELTO T HE

dove j =0, 1; mentre per la famiglia {W,} valga la seguente proprieta

(16) lim inf sup [[p@®) — v, ®]o=0, VgeS,

h—0 y,eL®0,T; W) [0, T]

dove S:=L=>(0,T; L*(2)N{f: f(t)eC*(2) q.o. te[0, T]}. Enunciamo,
senza dimostrazione, il seguente

Lemma 2.10. Sia {W,} una famiglia di spazi contenuti in L*(R2) soddi-
sfacente (16). Per ogni we C°([0, T1; L*(Q)) si ha

lim inf sup [lw(t) — w;, (D)[ly=0.
h—=0 w,eL*(0,T; W)) [0, T]

Si ha immediatamente il seguente risultato di convergenza in norma L°Z

Teorema 2.11. Supponiamo che le g; soddisfino la condizione (14) e che la
soluzione di (12) sia tale che u, e C°([0, T1; L2(2)NWY =0, T; HY(Q)) e
ug, uge C*([0, T1; L*(R)). Se le famiglie {V,} e {W,} soddisfano (15) e (16), al-
lora la soluzione di (13) esiste per t < T e converge in norma LZ alla soluzione u
di (12).

L’analisi dell’errore tra u;, e u puod essere svolta confrontando la soluzione di
Galerkin u, ,(t) con la protezione ellittica W,(t) della soluzione u,(¢) di (12) su
V,, definita per q.0. te]0, 7T da

(17) a(1>(W1(t), QDh) = a<1)(u1(t), goh)’ V(;DhE Vh'
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Come & noto [5], 'errore o (f) = u,(t) — Wi(¢) soddisfa per t < T e per qualche
C>0

(18) lo1@®lly< Ch inf [y (®) — @ s
oreVy

La rimanente parte dell’errore in v, & allora 0,(t) =w; ,(t) — Wi(t) €V},

Nel seguito C denotera delle costanti, non necessariamente le medesime nelle
varie occorrenze, che sono indipendenti da % e dalle funzioni coinvolte. Allo stesso
modo, ¢ indichera costanti indipendenti da 72 ma che possono dipendere dalla solu-
zione u(t) di (12).

Supporremo per semplicita che i valori iniziali siano scelti in modo tale
che

(19) ||u1,0,h_W1(0)||050h”a ||u2,0,h_u2,0||0SChﬂ’9 ||u3,o,h_u3,o||0$0h”’,

per qualche u, u' > 0, dove W, (t) & definito da (17). Ad esempio, come conseguen-
za di (18), (19) segue dalla disuguaglianza triangolare e dalla condizione

lleer, 0,1 — 1,0l < ch*, [z, o, 1 — s, o llo < ch™’, l[es, o, 1 — s, o lly < ch™'.

Dimostrazione. Sottraiamo (12) da (13), per ¢ fissato. Tenendo conto di
(17), abbiamo per quasi ogni t€]0, T[ e per ogni ¢,eV):

(01, 91) = (@) @) + AP, @)

= (g1(, t, Uy, p, Ug, gy Ug, 1) — G1(X, Ty Uny Us, Ug), @)

@0) = (g1(, T, Uy s Uz gy Uz 1) — G1(, T Wi, U g5 Us )5 @)
+(g1(x, t, Wy, us, s, us, ) — g1(x, €, ug, Us, 4, Us, 1), @ 1)
+(g1(x, T, wyy Us, gy Us, ) — g1(2, T, Uy, Us, Ug ), @)
+(g1(x, t, Uy, Ug, ug ) — g1(x, t, Uy, Uz, Ug), @ ).

Posto ¢, =0 ,(t) in (20) e usando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, la coer-
civita di @V, la condizione di Lipschitz per g; e la disuguaglianza di Young

1 1
ab < Eaz + > b?, otteniamo per q.0. t<T

1 d 1 1 K} K? K?

— —loE< = 2+ =+ K0+ =l B+ = UL+ == U, |2,
> 2l0us< Il + 5 5+ KDlos i+ Ll i+ —H 105+ ZE 0
dove abbiamo posto Us(t) =us ;,(t) — uz(t) e Us(t) = ug, () —uz(t) per te[0, T1.
Poiché la differenziazione rispetto al tempo commuta con la proiezione ellittica si
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ha, mediante (18), [[(o1)/lo< Ch (pinf"/ () ) — @ |5 quindi
hE€Vh

1 d
— —|6, <o, |?
o < loulg<cilo s

+ GO I8 + CollUs [l§ + Cs b2 lluy — @4 [F + Co b2 [y, — @4 |,

dove C; = (5+ K2)/2>0,Cy=K2/2>0,Cy=CyC?e Cy= C?/2 e dove ¢, e @), So-
no arbitrari elementi di V.

Ora consideriamo la prima equazione differenziale ordinaria, nella sua forma
debole; si ha per t<T

(U (8), v 1) = (gol, T, Uy, Uz, gy Us, p)

(22)
=92, T, uy, Us, Uz), Y4p), Yy, eW,.

Poniamo v, = us, ;,(¢) — w, € W), dove w,, € un arbitrario elemento di W,. Come
prima, questo comporta

1 d
= Zlul< v
(23)

1 5
S MO+ 5 luz = 0l + KE 1015 + K o [l6 + KZ1Ts 5,

con Cs = 2 + KZ. Inoltre, scegliendo la funzione test (ug, 1) — ¢, € Wy, in (22), dove
¢, € un arbitrario elemento di W,, abbiamo per ogni te]0, 7[ e per ogni
e>0

5
ITa)ells < < ellCUa)ile

5 K3 K3 K3 K3
# 2 el = gulf+ “Z10,k+ "ol + 21Ul + 21Ul

e quindi, per &=1/5,
TN < NlCz)e = @118 + Co 10411 + Csllo 11 + Cs | + Cs | U3,

dove Cs = 10KZ. L’ultima disuguaglianza pud essere combinata con (23) e compor-
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ta per t<T

1 d 1
= LWL IB < S lleun), — ¢, |
~ Lol - 9,05
(24) 5
+ 5”%2 —wy [I§ + C5 | U6 + Ce 164115 + Cs llo 1 1 + Cé U3,

per opportuni valori delle costanti C5 e Cg.
In modo del tutto analogo, la seconda equazione differenziale ordinaria forni-

sce la disuguaglianza

1 d 1 _
3 EHUSH% = EH(MS)L‘ -l
(25)

5 _
+ 3 [z — 3 [l5 + C7 1T [I§ + Cs 116115 + C¢ llo 1 + Cs U1,

per ¢,,w arbitrari elementi di W, e opportune costanti C;, Cy > 0.
Ora sommiamo (21), (24) e (25) ed integriamo su [0, t], t < T; usando la (18) si
ottiene per un opportuno valore della costante C

165 + 1T + U@ 5 < [161(0)[[§ + [|U=(0)[F + [U50)[f§
t
+ [tla)i(s) = @l + Blhua(s) — w0, [§
0
+[(ug)i (8) — @ B + 5llug (s) — 2w, B + Ch2|luy(s) — @ |
t
+Ch2||(uy),(s) — @ |F] ds + CJ(||91(8)||% + U8 + |Us()[R) ds
0

dove supponiamo ¢, @,eL *(0, T;V,) e ¢y, ¢y, wy, W, e L *(0, T; W) ele-
menti arbitrari.
Applicando il lemma di Gronwall, si ha Vi<T

16, @+ 1T + [TUs @ E < []101(0)|[F + [U2(0)[} + [|U5(0) |

T
+ f(”(%)t(s)_¢h(3)”(2)+5||u2(3)_wh(s)”%"'||(%3)t(3)_ah(s)”g+5Hu3(3)_@h(3)u(2)
0

+ChE lur () — @ 1 ()|} + Ch2{|(ur),(s) = Bu()[F) dsT e
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D’altra parte
e () = w1 = ller, &) =y D + oaz, @) = ua O + [z, 1 (8) = us D
<2[0, @+ 2lle1 @ + 102§ + U515

(26) < 2[[|0,(0)[[5 + [|U(0)[[5 + [|U5(0)|f3
T
+ j ()i () = @ 1, ()15 + Bl (8) — 203, () F + (g, () — @1 ()15 + 5 llues () — 705, () 5
0

+HOR? s () = @4 DI+ OB () (5) = B[} dsT T +2Ch2 it s (1) = o
hEVh
e quindi data D'arbitrarieta delle funzioni test usate

ey, (1) — w(®) |3 < 271101 (0)|E + |U2(0) B + [[U5(0) [

+T f 2+ T f z

s supln) - gulf 5Tt s~

+T_  inf supll(us)t éuls+5T_ inf supllus I3
Buel =0, T; W) [0, T e L=, T; W) [0, T

+CTh* inf sup |lu %+ CTh?® inf sup llu 2
@rel™, T; Vi) [0, T p” ! q)h'”l Fnel ™0, T; Vi) [0, T p”( e~ gDhHl]

+2Ch? inf |uy () — @, |E.
oreVy

In virtu delle ipotesi (15), (16), (19) e del Lemma 2.10, si ha la convergenza per
h—0. =

Per avere una stima dell’errore di approssimazione di tipo ottimale in norma
L?2, bisogna introdurre ulteriori ipotesi sugli spazi V,, e W,,, nonché ipotesi di rego-
larita spaziale sulla soluzione. La seguente definizione individua le proprieta ne-
cessarie per ottenere tale stima.

Definizione 2.12. Diciamo che una famiglia di spazi {X,} é di classe Sy, ,
(con k<u) se X,c H"(Q) ed esiste una costante C >0 tale che

k .
Ywe H(Q), win%’( AZOhJHw—whH,-SCh”||w||,,.
hE€XL j=

Ovviamente Sy ,C S ,, per k> k'. Poiché stiamo approssimando un sistema dif-
ferenziale del secondo ordine accoppiato con equazioni differenziali ordinarie, nel
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seguito supporremo che la famiglia {V,} sia di classe & , (u=2) e la famiglia
{W,} sia di classe S, (u'=1).
Si ha il seguente risultato di convergenza.

Teorema 2.13. Supponiamo che le g; soddisfino la condizione di Lipschitz
(14), che la famiglia di spazi {V) } sia di classe Sy , (u = 2) e la famiglia {W),} di
classe Sy, ,» (u' = 1) e che la (19) sia verificata. Supponiamo inoltre che la solu-
zione u sia tale che u; e HY(0, T; H*(Q)) e us, use H1(0, T; H* (RQ)). Allora si
ha la sequente stima dell’errore

@) ey, = ully < e, viel0, T1,
dove ¢ dipende dalle costanti K; e dalla soluzione u.

Dimostrazione. La tesi segue facilmente dalla stima dell’errore (26). Infat-
ti, essendo u, e H*(0, T; H*(Q)), u =2, dalla ipotesi sullo spazio V, si ha

inf Rlu, — @4l < Ch* s ||, vte[0, T1,
oneVy

inf All(uy); = @il < Ch*{|(uy )i |0 q.o. tel0,T].

@neVy

Inoltre, essendo u,, use H'(0, T; H* ()), u' =1, si ha

inf Juz— @y llo<C' " usll,, vtel0, T1,
PneWy,

inf [|(uz); = pullo<C R o) llr, a0 tel0, 71,

hEWh

e analogamente per us. Sostituendo le precedenti stime in (26), si ottiene per
t<T

ey, (8) — w(®)|F < 271101 (0)|E + [|U2(0) B + [[U5(0) [
T
—+ J’(C’hzl“' H(uz)t(s)\|§,+5(]’ h2w Huz(s)H,Z, +C'h2 H(ug)t(s)Hﬁ, +5C" b2 Hug(s)Hi,
0

+Ch* [y () |2 + CR 2 [|(uy ) () |2) dsT+ 2 CCR* [y (B) 3.
Pertanto si ha la tesi m

Osservazione 2.14. La stima d’errore (27) puod essere poco significativa
se le costanti di Lipschitz K;, 1 =1, 2, 3, sono molto grandi o se le costanti di el-
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litticitd a '’ sono piccole, cioé se i termini diffusivi in (1) sono trascurabili rispetto
a quelli reattivi. Infatti, in questa situazione la costante d’errore ¢ puod essere piut-
tosto grande e le performance del metodo di Galerkin possono essere deludenti se
h non e sufficientemente piccolo. In tali casi puo essere opportuno «stabilizzare» il
metodo di discretizzazione ricorrendo ad un approccio di Galerkin generalizza-
to.

Passiamo ora al caso di funzioni g; localmente lipschitziane. In questo caso la
dimostrazione della convergenza richiede ulteriori ipotesi sulla famiglie {V}} e
{W,}, poiché la lipschitzianita locale delle g; non garantisce in generale neppure
l'esistenza globale della soluzione di (13) e quindi bisogna fornire delle stime che
assicurino che la soluzione semidiscreta non esploda. L’idea della dimostrazione fu
usata da Thomee [9] per equazioni semilineari generali di tipo parabolico ed
estende al caso di un generico sistema del tipo (1) quanto dimostrato in [8].

Supponiamo nel seguito che le famiglie {V),} e {W, } siano di classe $; , e & ,
rispettivamente e che soddisfino la seguente disuguaglianza inversa

@28 llgul.<Cikh"|@ulle, Ve,eVi, h<h, per qualche v e k,

@Y lyulle <Coh ™ |wille, Vy,eW,, h<hy, per qualche v' e hs.
Cominciamo con la seguente osservazione:

Osservazione 2.15. Per h fissato, il sistema (13), ha un'unica soluzione
locale in [0, T),], per qualche T) <T.

Nell’analisi che segue mostreremo che, sotto ipotesi opportune per {V,} e
{W,} e per & sufficientemente piccolo, T}, risulta uguale a 7. Ne segue 'esistenza
di una soluzione globale limitata del sistema (13). Questo puo essere ottenuto for-
nendo una stima in norma infinito dell’errore u;, — u che permetta di concludere la
limitatezza della soluzione semidiscreta u;. A tale scopo, supponiamo che valgano
le seguenti ipotesi di approssimazione
(30) fim sup inf {llo®) =, + 7~ o) —wiflo} =0,

wpeVy,
YweL” (0, T; H*(R)),

(31) lim sup inf {|lw(t) —w,ll. + 2" lw(t) —w, |} =0,
h—0 [0, 7] wheWp

YweL >0, T; H"(Q)),
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per qualche v, v’ > 0. Indichiamo ancora con u), = (u; , us, j, U3, ;) I'unica solu-
zione locale di (13). Sia inoltre ¥ 'immagine della soluzione u. Fissiamo 6 > 0 suf-
ficientemente grande da includere il dato iniziale u, ;, = (% ¢, 4, U2, 0, 1, U3,0,4) N
un intorno chiuso X 4 di X e siano K; > 0 delle costanti tali che la condizione di Lip-
schitz (7) sussista in X';.

Euristicamente potremmo pensare che, poiché la soluzione approssimata u;, si
mantiene sempre vicina ad u, essa appartenga a X 5. Al fine di dimostrare che ef-
fettivamente questo € quanto avviene, occorre fornire stime in norma infinito per
errore di approssimazione, poiché la vicinanza nel senso di L? o di ! non impli-
ca automaticamente che u, appartenga a X, per & piccolo.

Ora enunciamo il teorema principale di questo paragrafo:

Teorema 2.16. Supponiamo che le g; soddisfino la condizione locale di
Lipschitz (7). Sia {V), } di classe $;,, (u=2) e {W,} di classe $; , (u' =2) e sup-
poniamo che (28), (29), (30) e (31) sussistano per qualche v, v', con v<u e
v' <u'. Allora, se la condizione (19) ¢ verificata e la soluzione u ¢ tale che
e HY(0, T; H(R2)) e us, usec H(0, T; H" (2)), esiste un h, tale che, per
h < hy, la soluzione u, di (13) esiste per t <T, e per questi t

Juy —ully < ¢ e,
Dimostrazione. Sia t" il pilt grande numero minore o uguale di 7 tale che
u, esista ed appartenga a X per t <t", cioé
t"=sup{s<T:u,(t)eX,, Vi<s}.

In modo del tutto analogo a quanto visto nel Teorema 2.11, si ottiene la stima
(26) per t <t" e quindi, tenendo conto delle ipotesi sugli spazi V;, e W, e la regola-
rita di u, si ha

ey, (8) — u@®)|E < 2eTT)|01(0)|E + [|U5(0)|E + [|U;(0)]|
T
+j(C/WII(u2>t(s>||,%r+5C’hz“’||u2(s>||ir+C'h2'”’||(u3>t<s>llir+5C'h2"’llug(s>llir
0

+ O oy (5) B + Ch2* [ (5) )] + 2 TCRZ s ] < ok,
dove & = min (u, u'), cioe

(32) ([, 1 (B), Uo, 4 (), g, 1 () — (uy (), ua(t), us ()|l < ch™.
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Inoltre, per t<t", abbiamo
ey, — wlloe < \\Cuy, 1y w2, 0y ws, 1) — Uy, Uz, 1y us, 1) |l
(33) + |y g, 1y us, 1) — (g, Uy ug, )|l
|, vz, s, ) = (g, gy ug)lloo = Moty 1 — vl + oz, — 22 [0 + [lots, 1 — sl

Consideriamo il primo termine nel secondo membro di (33). Sia wj;, un generico
elemento di Vj; in virtu di (28), si ha

lleer, 1 = wr [l < Nleen, 1 = wnlloo + ooy, — w [ oo < CR [y, — i [lo + oo, — 201 ]|
< Ch " |luy, ), — wr llo + Ch =" [y, — wa [lo + ooy, — 21 |

<ch" "+C lnf{/ {thHul(t)—whHO-i- ||/M/1(t) _wh”oo} <C$/6, hshl,
WwneVn

poiché v < u e vale la (30). Risultati analoghi possono essere trovati per gli altri
due termini in (33). Pertanto

(34) ve<th, |, @) —u®)]. <6/2, < hy

per h, sifficientemente piccolo e indipendente da t". Quindi possiamo concludere
mediante un argomento di continuitd che t" non pud essere pitl piccolo di 7', cioé
t"=T per h<hy e, in virth di (32),

[y, (2) — u (@)l < ch#, Vi<T. m

Osservazione 2.17. Dalla stima (34), in particolare, seque anche la limi-
tatezza della soluzione semidiscreta uy,.

Supposti il dato u, e la soluzione u sufficientemente regolari e scelti in modo
opportuno gli spazi di approssimazione ed il dato iniziale discreto u,, , e possibile
applicare i risultati precedenti. In particolare, scegliendo come spazi di approssi-
mazione gli spazi di elementi finiti di funzioni continue e lineari a tratti, si ottiene
che 'approssimazione semidiscreta di Galerkin del problema (1) presenta una con-
vergenza ottimale del secondo ordine nella norma LZ [1], [7], [8].
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Abstract

We consider a system of n; semilinear parabolic partial differential equations and ny
ordinary differential equations, with locally Lipschitz continuous monlinearities. Eux-
ploiting the tools of the semigroups theory, we analyse the well-posedness of this problem
and we derive other further regularity results and conditions for the boundedness of the
solution. We define the Galerkin semidiscrete approximation to the system, based on a
suitable variational formulation of it. The main result concerns optimal order error esti-
mates in L2 norm, under various assumptions on the nonlinear terms, on the finite di-
mensional subspaces in which the approximation is sought and on the regularity of the
exact solution. As a further result, in the case of locally Lipschitz continuous nonlinear
terms and of sufficiently smooth solution, we provide maximum norm estimates for the
approximation error and hence, by continuity arguments, we can conclude that the ap-
proximate solution is globally defined and bounded.
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