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MARIA PETTINEO (%)

Alcuni problemi di probabilita geometriche
nello spazio euclideo E3(**)

1 - Preliminari

Sia E2 lo spazio euclideo di coordinate cartesiane ortogonali x;, x5, 3. Si con-
sideri un reticolo & di piani paralleli equidistanti, di equidistanza a, e sia T un
corpo test convesso di diametro d < a. Si consideri inoltre un reticolo ausiliario
K™ la cui cellula fondamentale sia un parallelepipedo di lati as = a, = a;, =a e
tale che tra i piani del reticolo ®® vi siano i piani di &. Indicate con p>’ e con py
le probabilite affinche il corpo test T intersechi un piano del reticolo K® ed & ri-
spettivamente, A. Duma e M. Stoka [3] hanno dimostrato preliminarmente la formula

(1) pr=_lim pgp

Per determinare la probabilita p;?’) (cfr. pure [5]) si fissa un parallelepipedo

&, cellula del reticolo ®® e si ricorre alla formula

@ _ 4, HOO
2) L E)

dove u(91t) e u(I) sono rispettivamente le misure cinematiche dell'insieme I
dei corpi T che hanno il baricentro nell’interno di & e dell'insieme 3 dei medesi-
mi corpi interamente contenuti nell’interno di .

La misura cinematica nello spazio E3 & [2] dK =dP AdQ Ady, dove
P(x,, x, x3) & il baricentro del corpo 7, siccheé dP = dx; A ds A dag,

(*) Dip. di Matem. e Appl., Univ. Palermo, Via Archirafi 34, 90123 Palermo,
Italia.

(**) Ricevuto il 9.1.1995. Classificazione AMS 60 D 05. Lavoro eseguito con parziale
contributo del MURST.
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dQ = | sin #| dp A A & lelemento d’area sulla sfera unitd S% (¢ longitudine, &
colatitudine) e 9 € un angolo di rotazione.

Risulta

27 27 —725
(3) 1 () =0fd1p0fdgoofsin ﬁdﬁf{fyfdP=4n2ala2a3 .

Per caleolare la misura x(97) si considerano le posiziont limite, quando T &
tangente alle facce del parallelepipedo &. Per valori fissi di ¢ e 9, indichiamo con
&' (@, 9) il parallelepipedo con le facce parallele a quelle di & e con i vertici nei
baricentri delle posizioni limite dei corpi 7. Allora i lati del parallelepipedo
&' (@, #) sono

a— (@, P) ax—ax(p,?) az3—az(p, V)

dove a;(@, #), (i =1, 2, 3) sono funzioni da determinare che dipendono, ovvia-
mente, dalla forma del corpo test T (oltre che dai valori dei parametri ¢ e 4). Ne
segue

Z
2 27 2

ﬂ(31)=0fd'¢0f[0fsin o SIS ) dP) dd]de

Pe®(p, ¥

27

5
= 27r0f [ 0f(al —a, (@, M) (az — az (@, 9)) (ag — az (@, ) sin $dd]1de

e, per ragioni di simmetria, risulta

(4) p@0) = 8:rof 0f (a; — a; (@, D) (az — az (@, ) (ag — ag (@, V) sin Fdd]de.

Adesso, in forza delle (2), (8), (4), dalla (1) si trae facilmente

2

izl'_
(5) Pr= 0 Of a; (@, ) sin ¢ddde.

<
L_‘Nla

Questa formula, come vedremo tosto, consentird l'effettiva determinazione
della probabilitd pr nei casi in cui il corpo test T sia una zona sferica o un cilin-
dro sormontato da un cono (matita). Ritroveremo tra I'altro, come easi partico-
lari, talune probabilitd ottenute precedentemente da P. Barbe, A. Duma e M.
Stoka.
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2 - Zona sferica (primo caso)

Nel piano euclideo E2 sia D il cerchio di centro O’ e raggio E. Si consideri in
D la zona circolare ZC di raggi r; ed ry, avente il centro O’ di D nel suo interno
(Fig. 1). Supporremo 2R < a. Sia poi ZS la zona sferica ottenuta mediante una
rotazione di s della zona circolare ZC attorno al suo asse di simmetria (Fig. 2).

Senza ledere la generalitd, possiamo supporre 7, < 7, e di conseguenza, per
gli angoli a;, a, della Fig. 1, si ha as < a;.

ry

Figura 1.

Figura 2.
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Per un valore prefissato di ¢ € [0, % ], che rappresenta 'angolo tra 'asse Ox

e la base di lunghezza 27, della zona circolare considerata nel piano £2 indichia-
mo con pr(9#) la proiezione della zona circolare sullasse Oy (Fig. 3). Allora

6) a, (@, ®) = pr(9) Yo e [0, —’21].
Si ha

Rsin(%—a1+ﬁ)+Rsin(%—a2+ﬁ) se0<S P <a,

pr(ﬁ)=Rsin(—72£—a1+ﬁ)+R sea, < V< qy
2R sealsﬁsg.

Quindi, tenuta presente la (6), risulta

Rlecos(a; — @) + cos(as — )] se0s¥<a,
a,(p, ?) = Rlcos(a; — ) +1] sea, <9< ay

2R sealsﬁs—;ﬁ.
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Dopo di cio, dalla (5) si trae

(N Pzs = %(alsin ay + agsin ay) + %(cos 01+ cos as).

Possiamo quindi enunciare il

Teorema 1. Siano dati, nello spazio euclideo E 3 la sfera di centro O’ e
raggio R, un reticolo R di piani paralleli equidistanti, di equidistanza a, e, co-
me corpo test, la zona sferica di raggi i, ed vy, contenente il centro O’ della
sfera. Inoltre, sia 2R < a. La probabilitd che il corpo test intersechi un piano

del veticolo & & fornita dalla formule (7), dove a; = arcsin —7}%

Sono interessanti i casi particolari:

1. Se a; = ay =0, Z8 diventa una sfera di raggio E e si ritrova un risultato

di M. Stoka [5], cioé p = 2.

2. Se a; = ap = >, ZS si riduce ad un cerchio di raggio R e si ritrova un al-

2
tro risultato di M. Stoka [4], p. 178, cioé p = lzf-g-,
3. Sea;= z. ay =0, ZS diventa una semisfera di raggio R e si ottiene la

2
probabilits di Duma-Stoka [3], cioé p = (1+ %) £

4. Sea,=0el0<a; < 125, Z8 diventa un segmento sferico con base di rag-

gio 7 e col centro O’ della sfera nel suo interno. La formula (7) si semplifica
cosi

R . R
p=ﬁ-alsma1+ E(1+cosa1).

3 - Zona sferica (secondo caso)

Consideriamo ora nella sfera di centro O' e raggio R, in luogo di ZS, la zona
sferica zs di raggi 7y ed 7y, col centro O' al suo esterno. Sia ancora 2R <a
(Fig. 4.

In maniera analoga al caso della zona sferica ZS, perveniano al seguente

Teorema 2. Siano dati, nello spazio euclideo E® la sfera di centro O' e
raggio R, un reticolo R di piani paralleli equidistantt, di equidistanza a e, co-
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Figura 4.

me corpo test, la zona sferica di raggi vy ed 7y, col centro O' della sfera al suo
esterno. Inoltre sia 2R < a. La probabilita che il corpo test intersechi un piano
del reticolo R ¢ fornita dalla formula

as
~=~ sin ay 4 cos ay — oS @]

2

®  p=Z

[(g - %l) sin a; +

.
dove a; = arc sin 7

Conviene segnalare i casi particolari:

J . . . . s .
1. Sea;, = az€]0, 5 1, 2s diventa un cerchio di raggio r; = 7, = 7 e si ritrova

la probabilitd di M. Stoka p = —;—%.
2. Se a; = 121"’ ay = 0, zs diventa una semisfera di raggio B e ritroviamo la
probabilitd di A. Duma e M. Stoka p = (1 + %) %.

3. Se 0< a, < %,
gio 7, e col centro O' della sfera al suo esterno. La formula (8) si semplifica
cosl

e ay = 0, zs diventa un segmenito sferico con base di rag-

R . R
p= -é-a-(][—al)slnal—i- —d—(l—cosal).

4 - Cilindro sormontato da cono

Consideriamo ora, in un piano euclideo E?, un rettangolo di base 2R e di al-
tezza | sormontato da un triangolo isoscele di altezza h (Fig. 5) e sia M il corpo
test ottenuto mediante una rotazione di & di questa figura attorno al suo asse di
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Figura 5.

simmetria. Il corpo test & dunque un cilindro sormontato da un cono; per brevi-
ta: una matita.
Per un valore prefissato di ¢ € [0, g], che rappresenta 'angolo tra 'asse Ox

e la base di lunghezza 2R del rettangolo considerato nel piano E?, indichiamo con
pr(¥) la proiezione della matita sullasse Oy (Fig. 6). Allora
Rsind+(h+Dcost sel<sd<a

Pr(®) = op sin & + 1 cos o seasﬁs%

= 1
dove o = arctg 7
Le (6) e (6) forniscono poi

_ R = Ry htl
©) pM-—Za(2+arctgh)+ 2q

Pertanto

Teorema 3. Siano dati, nello spazio euclideo E3 un reticolo & di piani
paralleli equidistanti, di equidistanza a, e, come corpo test una «matita» a base
circolare di raggio R e di altezza complessiva | + h < a. La probabilitd che il
corpo test intersechi un piomo del reticolo K é fornita dalloe formula (9).
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+

Figura 6.

Dal Teorema 3 discendono i casi particolari:

1. Se & = 0, la matita si riduce ad un cilindro di base un cerchio di raggio R
e di altezza [l e ritroviamo la probabilitd di P. Barbe [2]

_ R +1
2a¢

2. Se | = 0, la matita si riduce ad un cono di base un cerchio di raggio R e di
altezza h e ritroviamo la probabilita di A. Duma e M. Stoka [3]

R ,x R h
== (7 +aretg —)+ —.
P=35q3 &5 34
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Summary

Let us consider, in the Euclidean space E2, a lattice R of equidistant parallel planes
at a distance a. and o convex «test body» T having diameter d with d < a. In this paper
we inwvestigate the probability that T intersects R. By the help of a result due to Duma
and Stoka [3], if T is a spherical zone or a cone over a cylinder (a pencil), the above pro-
bability is calculated.






