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EpMoNDO BEDOCCHI (%)

Sul secondo minimo di una forma quadratica

e sue applicazioni (*%)

1 - Introduzione

Nello studio dei campi quadratici reali e nella teoria, ad essi strettamente
collegata, delle forme quadratiche binarie indefinite, ha grande importanza il
problema della determinazione dei cosiddetti minimi successivi di una forma.
Ricordo qui brevemente di che cosa si tratti (si veda, ad esempio, [2] per
maggiori particolari).

Sia f(z, y)=ax®+ bry + cy® una forma quadratica reale con D = b* — dac>0;
se P=(z', y')eRXR, si pone

M(f, P)=inf{|f(@ +z, y' +w)||(z, w)eZXZ)}
M(f)=sup {M(f, P)|PeRXR}.

I1 numero reale M(f) si chiama (primo) minimo (non omogeneo) della forma
quadratica f. Siano poi

C={P|PeRXR & M(f, P)=M(f)} Myf)=sup{M(f, P)|PeRXR\C}.

Evidentemente Mx(f)<M(f): quando la disuguaglianza & stretta My(f) si
chiama secondo minimo della forma quadratica f. In modo analogo si definiscono
poi i minimi successivi.

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Piazza di Porta S. Donato 5, I-40127
Bologna.
(**) Lavoro eseguito con fondi del M.P.I. — Ricevuto: 24-V-1989.
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La determinazione effettiva dei minimi delle forme presenta spesso notevoli
difficolta e richiede l'uso di tecniche svariate a seconda del valore del discrimi-
nante D (si vedano [2] e [5]).

Scopo principale di questa nota & quello di calcolare il secondo minimo della
forma #* — 1442, Nel paragrafo finale si mostrano poi le conseguenze di alcuni dei
risultati utilizzati a tal fine, sull'ipotesi con la quale, in [3], ho provato che Z[\/ﬁ]
¢ euclideo (naturalmente per una funzione diversa dalla norma).

Da ultimo osservo che la tecnica qui usata ha buone possibilita di essere
estesa alle forme quadratiche x* —my® con m intero del tipo #— 2.

2 - Risultati preliminari

Nel seguito alecune dimostrazioni semplici e dirette sono state omesse per non
appesantire lesposizione. Ci0 premesso sia [ay, @1, s, ...1=[3,1,2,1,6] lo
sviluppo in frazione continua di \/ﬁ € Pu, Gn, %zy1 Siano, rispettivamente,
numeratore, denominatore e resto della sua #n-esima ridotta. Si ha allora

Lemma 2.1.

2.1.1) (Qan+2/QunsDunen  tende, decrescendo, a  ap=(\/14 +2)/2
2.1.2) (Pan+o/Dan+nen tende, crescendo, a ap=(\/14+2)/2
(2.1.3) (Quns1/Quinen  tende, crescendo, a oz=(\/14+2)/5

(2.1.4) (Pin+1/Padnen  tende, decrescendo, a oay=(\/14+2)/5.

Lemma 2.2. Per ogni teR™ e neN tali che t< gy, risulia

V14 < Pinst/Ganer < [(142 + 1)/14221V/14.

Lemma 2.3. Per ogni w, t, ceR tali che 32<t<w e 0<e<1 si ha

4¢ e 1 ' e 1
(2.3.1) Vw + L Vwre<Vw+ S ——
444+1 2 \/’0_’) 2 \/7/_”
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(2.3.2) Vw-2tl e 1\ - L

Def. 2.4. Per ogni @, b, ceR, 0<e<1, siano:

Sla, b, 9={, | YeRXR & |[(x—a)*— 14y —b?| <&}

H, b, 9=5@, b, 9 (0, 21x ], b) se a=0
Ha, b, &=Sa, b, & (0, L1x[b, + ) se a<0
Ga, b, & =S, b, &) (0, %]x[b, + o) se a=0
Gla, b, & =S, b, On (0, %]x]- ) se a<0

17

e siano poi 2*(a, b, &)(), A (a, b, (), g%(a, b, (), g~(a, b, &)(-) le funzioni
che hanno come grafico i bordi, superiore ed inferiore, di H(a, b, ) e G(a, b, ).

Def- 2'5 SianO (um vn)n?l; (am ﬁn)nzl e (/L:LIU ,l:)n)nzl ]-e SucceSSioni dl

elementi di Z X Z cosi definite: per ogni ke N
(Usk+1, Vskr1) = Dar1, — Qairr)
(Uskez, Vsere) = (BPak+s = 2Parss — 2Daksr, — SQarvs + 2Qarrs + 2Quk+7)
(Usk+3, Vsies) = @Pagsr, — 2Qaper)
(Usps1y Vsira) = Uskesy Vsies) = Daessy — Quras)
(@ar1y Oger1) = Psess + ADskr7 — Dokroy — Gores — 4qake7 + Qonro)
(Tgrs2y Dapr2) = @arss, Danss) = Dsere, — Garro)

(Baprts Dagra) = @Pgrr1r, — 2Qsr+11)



178 E. BEDOCCHI (4]
(g, Dar) = Dsirsy — Goprs)
(Uagr2, Dapsn) = (ps+1, — 2Gsi+7)
(agssy Daees) = @Pstro = WPsians, — 2qsirs + 4qsii1)

(atray Vgpra) = Dgieray — Pops1a) -

Lemma 2.6. Per ogni m, neN, m<mn, si ha:

(261) Z E u5j+i + Vsjvi V 4= %(p47z+4 - p4m) - %(q47z+4 - q4m) \ 14
F=m i=1

n 4
(2.6.2) > D e+ Uy V14 = %(psnnz = Dgm+a) — ‘é‘ (Pgn+13 — Psm+s)
j=m i=1

- [% (Qs:;+12 - QSm+4) - é(%nns - q&n-f-:’))] V 14

n 4 . -
(2.6.3) 2 2 e T Ugs V14 = %(p8n+12 — Psm+d) ~ %(psmm — Dsm+s)

J=m i=1

- [%(q87z+12 - q8m+4) + _é_(q&H-B - q8m+5)] \Y 14.

Lemma 2.7. Per ogni neN, n=1, risulta

2.7.1) 8- Eﬁ—g + 1) Pans1 = Panes < Bz + ) Payas
@.7.2) (240 - ﬁgzgiz + 209) Pyes < Pgnris < (24005 + 209) P 5.

Lemma 2.8. Siano(a, b)eZXZ e c€R, 2584/2889 < £ <1, e supponiamo
che esista heN, h=1, tale che (41/116)py.; <a < (51/116) Pani1- Se, per ogni
neN, poniamo

(a, b) se n=0

(28.1) ) (xm yn) = o :
(xn—h yn;—l) + (u5h+m v5h+-n) se n=l
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allora, per ogni neN e per ogni x € [0, %], st ha

g_(xn+1; yn-i-l; 5)(m)<g+(xm ym E)(CU)

Dim. Innanzi tutto, utilizzando i Lemmi 2.1 e 2.7 e procedendo per
induzione su k, si vede che per ogni k € N risulta

51
2.8.2) 14]15 Pty 1= T mpwwkm :

Con un semplice caleolo si trova poi che per ogni keN, gy, T3>0 €
Ty Toredy Lohra < 0.
" Veniamo ora alla dimostrazione vera e propria; essa consisterd in un gran
numero di maggiorazioni ottenute utilizzando (2.8.2) e i Lemmi, 2.1, 2.2, 2.3 e il
Lemma 2.6 di [3]. Distinguiamo 5 casi:

(D) n=>5k, keN.

_ 1
9 (@ns1, Yurs, ) =Yz — Qariy+1 +——— \/(90 = L5y — p4(h+k)+1)2 —E€
14

1 )
(@5 — %) + Pariy1 — Qa1 V14

14 V14

<Ysi +

12584 1 1
2 2889 (51/116)+1 Path+r)+1

1 _ 1 1 _ 1 2584
<Yt \/’12(90% @)+ vi—4(ag T (og) 2 2889
) 1 1 13454, 1
(51/116)+ 1 _\/iz 13455 Gapr+)+1
g (@, Yny @) =Yg + L V(e — x5+ e
14
> Y + (g — )+ —L. 6724 1 2584 116 1 13454 1

\/ﬁ \/’lz 6725 2 2889 51 \/EZ 13455 q‘l(hfk)ﬂ

e confrontando i coefficienti di 1/gyp+4+1 si ha quanto voluto.
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I casi restanti, n=5k+1, n=5k+2, n=5k+3 e n=>5k +4, si trattano in
modo simile al primo, ottenendo la medesima conclusione.

Lemma 2.9. Siano (a, b)e ZX Z e c € R, 2584/2889 <:< 1, e supponiamo
che esista heN, h=2, tale che (—51/116)py ;< a <(—41/116) puj+,.
Se, per ogni neM, poniamo

(a, b) se n=0
(2.9.1) &y ) =
(:%n——l; ??n—l) - (u5h+m v5lz+71) se nz=l

allora, per ogni neN e per ogni x € [0, —%], st ha
g—(s?f'n; :&m E)(x)<g+(%n+1; Zjn+1: 6)(93)
Dim. Si procede come per il Lemma 2.8.
Lemma 2.10. Siano (a, b)e ZXZ ¢ : € R, 2584/2889<:<1, e supponia-

mo che esista heN, h=1, tale che (—19/61) pgpss < a << (~ 17/55) pgp+s.
Se, per ogni ne N, poniamo

(a, b) se n=0
(2101) (-’Em g?z) =

(a_"'n—l’ ?771—-1) - (a4lz+m ﬁ4h+n) se n=1
allora si ha:
(2.10.2) per ogni ne N, n0(mod4), e per ogni x €0, %]

g-(:zm yoz; 5)(w)<g+(£n+17 7’.7714-17 5)(“/‘)7

(2.10.3) per ogni keN
AL <3 S, .
116 De+iy+9 = L1 = 116 Pewrio+ss
(2.10.4) per ogni ke N e per ogni x € [0, —;—

. . _ 1 1 _ 1
9 sy Jap, @) <FPapr + '2—q8(h+k)+8 e (X = By + ‘2‘p8(1L+k)+s) .
14



[7] SUL SECONDO MINIMO DI UNA FORMA QUADRATICA E SUE APPLICAZIONI 181

Dim. Per quel che riguarda (2.10.2), si prova, per induzione su k, che per
ogni k e M risulta

1 _ 1
(2.10.5) - .6_51) Daty+s S Typ < — B‘%psuwk)ﬁ

e poi si procede come nella dimostrazione del Lemma 2.8, Vediamo allora
(2.10.3); a causa di (2.10.1) e della Def. 2.5 si ha

Baper = B = Dugrarys1 = Tap ~ DPsgiriy+s — ADsurirr6 T Dagurio -

Ora tenuto conto di (2.1.2), (2.7.1) e (2.10.5) si ottiene

299037 1 51
TS ((— —-5—4- 104164) P + 1) Dggrriyro = 116 Taa Pati+r)+9
19 1 : 41
Typer = (= o — b —day) 8GO 17 + 1) Psriryro = 116 Paoeen+o

come desiderato.
Non resta da dimostrare che la (2.10.4); da (2.10.5) segue

32196 < (17/55) Psi+iy+5 SY RN 172 + (19/61)p8(h+k)+5 (S dunque

TGy Gaoy @) = Gan— ——\Vw— Tl + ¢
14

4146329664 £ (W — 2g)

_ 1 =
<P~ — =@ Tw) T eoooeer o

14

1 4146329664 1 2584
4146329665 2 2889

<?]4k——1“‘(50*§74k) -
14 V14

64392 61 1 9999999998 1
64398 19\ /7 9999999999 Guquriyes
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- 1 1 _ 1
Yagerr + o Qe ™ — (@ ~ Bagsr + ‘z“ps(h+k)+8)
14

. . 1 1 1
= G — Vaghaiysr T =" ‘2*( V14 - @spuryrs — pS(h+k)+8) R—

(& — Ty + Wagrrrys1)
V14 14

—

1 1. 1
4 /1 4 2 ogprny+o Qe+ T Qathriy+T

= Yar — 2Qsp+1y+5 — 4qssry+e T

-1 (@ — Ty + 1 (2Psriy+s + 4Psirr6)
V14 V14

>?74k““1—(m“934k)’ - (“’%' Toy + 1 79921/127839 1
Vi Vi 2 0t ot

/ 2_ +—2 ) 1
op + (24243/27839)  oagae+ 17 @sprsyes

e confrontando i coefficienti di 1/gsp.r+s i ha quanto voluto.

Lemma 2.11. Siano (@, b)e ZXZ ¢ c€R, 2584/2889=<:<1, e supponia-
mo che esista heN, h=1, tale che (1/2) pg+s < < (13/22) pgy+5-
Se, per ogni n €N, poniamo

(@, b) se n=0
(2.11.1) @y T) =

(én—b ?}n—-l) + (7’:l'4h+m 774h+n) Se n= 1
allora si ha:
(2.11.2) per ogni neN, n#2(mod4), e per ogni x €10, —;:]

g—(fin-&l, ’}7n+17 E)(x)<g+(9€'m ij E)(w)y

(2.11.3) per ogni keN

= 41
R < Xar < - . .
116 Dsh+k)+13 4k+3 116 Psr+iy+18 5
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(2.11.4) per ogni ke N e per ogni x e [0, -;—]
+ = - = 1 ]. = ].
9 @apazy, Yaprz, @) > Yagas — § Gsratyriz — — (& — Tapeg — '2‘p8<h+k>+12) .
14

Dim. Analoga a quella del Lemma 2.10.

3 - Determinazione di M,(fyy)

Sia  fulz, ¥)=22—14y% in questo paragrafo voglio mostrare che
My(fis) = 81/32. Ricordo che sono noti i seguenti fatti:

3.0.1) M(f14)=% (si veda [5] pag. 683)
(3.0.2) C={P|P= (%, %) (mod 1)} (si veda [5] e [3])
(3.0.3) Mxfi) <1 (si veda [3] pag. 21()).

Cio detto si ha

Proposizione 3.1. Siano(a, b)) e ZXZ ¢ € R, 2584/2889 <« < 1, ¢ suppo-
_miamo che esista heN, h=1, tale che (41/116) Py < a < (51/116) pyp41-
. Se (&, &) eR XR soddisfa le condizioni

5elo, 5]
3.1.1)

1 1 1 1
b+—VE —af—e<&bE<b+——(a—&) +5(qu———pPuw)
\/14 V14 27

allora esiste (p, qQ) € Z X Z per cui |(& +p) — 145 + ¢ <-.

Dim. Sia (#,, ¥.)ren la successione definita secondo (2.8.1); con un calcolo

semplice si vede che, per ogni « € [0, E]’

lnl_l:g g—(xny Yns E)(ﬂ'}) =b+ L (CL - x) + %(qﬂ; - _LpAlh) .
14 V14
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Da cid e da (3.1.1) segue che esistono degli ne N per i quali risulta
g (@, Yn, (&) =8&: a questo punto, procedendo come a p. 206 (2° P' ¢ H,) di
[3], si ottiene quanto voluto.

Proposizione 3.2. Siano (@, b)eZ X Z e ceR, 2584/2889< <1, ¢ sup-
poniamo che esista he N, h=2, tale che (—51/116) pys; < a < (— 41/116) Py 1.
Se (&, &) e R X R soddisfa le condizioni

5el0, 3]
3.2.1)

- 6=~ 3 (gu~——pw) <H<b———\E - 0P ¢

V14 14 V14

allora esiste (p, @) € Z X Z per cui [(&+p)? — 14(& + ¢ <e.
Dim. Analoga a quella precedente.

Proposizione 3.3. Siano(a, b)eZXZececR, 2584/2889< << 1, e suppo-
niamo che esista he N, h=1, tale che (—19/61) pgs< a < (— 17/55) pgy15.
Se (&, &) e R X R soddisfa le condizioni

3.3.1); 5el0, 3]

1 EG-a)— é‘(q8h+4 - Dap+a) + ‘é‘(qgms S Dsn+s) < &

V14 14 V14

3.3.1), L<b——1\E—ap—-

V14

(8.3.1) b~—

allora esiste (p, Q) € Z X Z per cui [(& +p)?— 14& + ¢ <e.

Dim. Sia (&, ¥n)uex la successione definita secondo (2.10.1); ragionando
come per la Proposizione 3.1, si vede che esistono degli meN per cui
9 &y, Fny (&) <&. Siatil pilt piceolo di tali n; poiché la seconda disuguaglianza
di (3.8.1) si pud riscrivere nella forma g* (&, %, <)(&)>§&, risulta t=1 e

(8.3.2) G @ty Foory NE) >
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Distinguiamo ora 2 casi:

(D) t—1#0(mod4). Non pud essere allora g~(#-1, #1-1, €)(&) =&, poiché, a
causa di (2.10.2), si avrebbe g*(&, 7, )(&)>g (£ioy, i1, ©)(E) =& contro la
definizione di ¢. Ne consegue ¢ (&, %1, ¢)(¢) <% che, assieme a (3.3.2),
assicura che (&, &) € G(%,_1, #i-1, ©) come desiderato.

(ID) t—1=0(@mod4), vale a dire t—1=4k per un certo keN. Se
9™ @1, Y1, €)(E) <& si ha subito quanto voluto; supponiamo al contrario che
sia g7 (%1, Pe1, E)=&. Da (2.10.4) segue

. . 1 ,_
(3.3.3) LE<P+— (& — &)+ %(q~1(2(lz+k)+2) - (Qseinsry o)

V14 14

e dalla definizione di ¢,

(3.3.4) T @ F IE) =G+ ——VE - aF —c <&
V14

ed infine da (2.10.3) segue

(3.3.5) 116 Pactrtyra+1 S T < ﬁ‘ép4(2(lz+k)+2)+l .

Le condizioni (3.3.3), (3.3.4), (3.3.5) assicurano che per (&, ) e (&, &)
valgono le condizioni della Proposizione 8.1 e cid basta per concludere.

Proposizione 3.4. Siano (¢, b)e ZX Z e c € R, 2584/2889 <:< 1, e suppo-
niamo che esista heN, h=1, tale che (1/2) Psis <= 0 < (13/22) pgre5. Se
(&, &) e R X R soddisfa le condizioni

3.4.1) 5 e, %J
3.4.2) b+ -G —af—: <5
4
1 1 1 1 1
(8.4.3) &<b+——(a— &)+ = (garra— —— Dsnsa) + = (Qopss — ~—— Dgh+5)
V14 2 V14 8 V14

allora esiste (p, q) € ZX Z per cui |(& +p)? — 14(5 + @) <e.
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Dim. Analoga alla precedente.

Proposizione 3.5. Per ogni (&, &) [0, %]X [o, %] che soddisfi le condi-
zioni

11 3 1
z #(=, = i
(351) (‘117 52) ( 2 H] 2

) SLF— ¢1
V14

8

2584

esiste (p, qQ) € Z X Z per cui (& +p)?— 145 + @ <=2 5585

Dim. Sia A={0,0, @ 0, O -2, (-2, 1, @ 0, 6 -1,
(— 1079, 289), (— 181, 49), (—65, 18)}; sono possibili 3 casi:

2584
7 2889

2584

(I) (517 QZ)EH(_ 1’ O! 2889

che (a, b)e A.

S=—=) oppure (&, &) eGa, b, 5ooo) per qual-

2684

1 2 __
In &=18 \/(51 +.65) 9339

1 2584 \/ 2584 .,
o<fg< (88 5- 2205~ \/ 6776 + 1450 )
(I1I)

1 . 2584 1 oo 2584
Vit G+ 17+ og0g SBS 2+ & =9~ 5559

14 V14

Esaminiamoli separatamente.
(I) caso: la conclusione & immediata.

(II) caso: con un semplice caleolo si vede che per (51, —13) e (&, 52) valgono
le condizioni della Proposizione 8.1 con ¢ = 2584/2889, dunque quanto richiesto.

(III) caso: Sia B={(—51, 14), (65, —17), (181, —48), (1079, —288),
(— 149953, 40077), (— 45789, 12238), (— 5424, 1450), (— 1948, 521),
(1528, —408), (5004, —1337), (— 969361, 259073), (— 162959, 43553),



[13] SUL SECONDO MINIMO DI UNA FORMA QUADRATICA E SUE APPLICAZIONI 187

(— 58795, 15714), (— 36, 10), (—6, 2)}. Ci sono 2 possibilita:

2584
(a) (&, &) eGla, b, 2889) per qualche (a, b)eB.
1, . 2584 B \/ 2, 2584
(b) 12238 -——14 \/ (& + 45789)* — 2889<£2\1450 —=— [ (& + 5424 + 5889

Se si verifica (a) la conclusione & immediata. Se vale (b) con un semplice
calcolo si ottiene

2584

3.5.2 -1 —-——-\/ :

(3.5.2) 5601 + (51— 583T5)° ~ 2200 <&
2584

3.5.3 -~___-\/ 2

(3.5.8) £, <8642 (¢ +3828347 ~ 220

D’altra parte, la seconda di (3.5.1) equivale all’alternativa

(3.5.4) 5<3_1
V14

5 oppure %—- 5<b.

8 \/ﬁ

Ora da (3.5.2) e dalla prima di (3.5.4) si deduce che per (58375, —15601) e
(&, &) valgono le condizioni della Proposizione 3.4 con ¢ = 2584/2889. Viceversa
da (8.5.8) e dalla seconda di (3.5.4) segue che (— 32334, 8642) e (£, &) soddisfano
le condizioni della Proposizione 3.8 con = = 2584/2889 e dunque quanto si voleva.

Proposizione 8.6. Per ogni (&, &) el0, %]x {0, l] tale che

1

V14

esiste (p, Q) € ZX Z per cui |(& +p)*— 145+ ¢ < —g—%

(3.6.1) 6>0 &= &

ool
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Dim. Si ottiene provando, con un calcolo numerico, che se (&, &) soddisfa

(8.6.1) allora (5, &) e G(181, — 48, .g_;).

Proposizione 3.7. Se P =(0, —3-) si ha, M(fi, P):%.

Dim. Poiché [(0+6)2—14(3/8+(—2))% =381/32 si ha immediatamente
M(f14, P)=<31/32. Per concludere la prova basterd mostrare che non esistono
z, weZ tali che |2 — 14(3/8 + w)* < 381/32, che equivale a dimostrare che

3.7.1) non esiste x+y V14 eZ[V14] tale che x +y\/14=3V14(mod 8)

con |[N(x+yV14)| <62.

La prova di (3.7.1) segue dal fatto che Z[\/14] & a fattorizzazione unica e che i
numeri primi 3, 17, 19, 23, 29 sono inerti in Z[\/14].

Proposizione 3.8. Risulta infine che Mz(fm):g—;-

Dim. Per ogni P=(x, y)eRXR\C esiste P;=(x, y’)e[——é—, %]

X [—%, %] tale che P =P,(mod1); se poniamo P,=(|z'|, |y']), risulta allora

B8 Poel0, 51x[0, 2] Pt 3 M(fu, PY=M(fu, PD=M(fus, P.

Per P, ci sono allora 3 possibilita:

¢ P,=(0, %): dunque per la Proposizione 3.7 si ha M(f1,, P») =~§%-

3_ 1

3 |#’|: quindi, per la Proposizione 3.6,
14

an  |>0ely|=

31
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an  y| ¢%———1~ |¢'|: a causa della Proposizione 3.5,
V14

2584 31
M(fus PD<9oe9<33"

In virtt di (3.8.1) si ha allora M,(f,,) = 31/32 come desiderato.

4 - Osservazioni finali

In quest’ultimo paragrafo voglio accennare ai riflessi che i risultati precedenti
hanno sullaritmetica dell’anello Z[\/ﬁ].

Se indichiamo con N(:) la funzione norma di Z[\/ﬁ] (che & definita da,
N +yV14) = fi(w, y) =2 — 14y®), dalla Proposizione 8.5 segue il

Corollario 4.1. Per ogni a+b\/14e Z[\/14] per ogni z€ Z, z dispari,
esistono q+q,' V14, r+r,\/14 € Z[\/14] tali che

a+bVid=2g+q Vi) +r+n\V14 con |[N@+r\14)| <%§%[N(z)].

Per poter utilizzare questo risultato nella prospettiva di [3] occorre modifica-
re lievemente I'ipotesi 4.1 ivi contenuta, sostituendo il coefficiente (2/3)[¢+D2! con
(2584/2889)". Con questa attenuazione dellipotesi e procedendo esattamente
come con quella originale si riesce ancora a dimostrare che Z[\/ﬁ] & euclideo.

Si pud notare allora che il Corollario 4.1 del presente lavoro dice che l'ipotesi
cosl modificata & vera per tutti gi ¢ + b \/ﬁ € Z[\/ﬂ] e per tutti gli ze Z peri
quali il resto v+ \/ﬁ soddisfa anche la condizione 4 ¥ N(r + r, \/1_4) e questo &
un sensibile miglioramento rispetto a [3].
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Summary

In this note we determine the second minimum of the quadratic form «* — 14y* and we

prove some results related to the asswmption we used in '[3] to prove that Z[V14] is

euclidean.



