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SALVATORE VASSALLO (%)

Unrn’applicazione della geometria integrale
nello spazio affine (*%)

Santalo in [1]; ha dimostrato che l'insieme delle coppie di rette parallele del
piano affine & misurabile per i due sottogruppi del gruppo affine generati dalle
trasformazioni infinitesime (scritte usando la notazione classica) [xp + Aygq, P,
zq, q1 #0) e [p, ®gq, yq, ql, ovvero, in forma compatta, per il sotto-
gruppo [uxq +yq, p, xq, q] con w€R e che rispetto a tale sottogruppo si ha

dp A dpi A dpg
[Py — pol** [cos o]+t
dall’'origine e ¢ & I'angolo della direzione di G; con asse x.

D’altra parte in [2] ho dimostrato che l'insieme delle coppie di piani paralleli
dello spazio affine & misurabile per il sottogruppo del gruppo affine generato
delle trasformazioni infinitesime [uxp + 27, yp, p, 2q, yg—2p, q, ©r, yr, 7],
con u €R, e che rispetto tale sottogruppo si ha

d(Gl; Gz) =

dove p; e p; sono le distanze di G, e G,

do A dpl A dpz
|p1 — pal*™*[cos o[+

d(El, Ez) =

dove p, e p; sono le distanze di E, e E; dall’origine, ¢ & Pangolo della direzione di
E; con il piano xy e do & Pelemento d’area della sfera unitaria corrispondente alla
direzione del vettore normale al piano E,.

Tale risultato, come si vedra, pud essere generalizzato allo spazio affine
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n-dimensionale e permette di determinare un invariante (integrale affine) per i
corpi convessi.

1 - Sia £, lo spazio affine n-dimensionale di coordinate z,, ..., x,. Si vede
facilmente che l'insieme di trasformazioni affini definito da

1 ®=aym;+b @ j=1,2 ...,n-1) Tp=0,;2;+b, (G=1,2, .., n)

con detla;]l=a5'#0 (weR) & un sottogruppo del gruppo affine generale,
generato dalle trasformazioni infinitesime

%cf-mn—al 2L s<isn—1, 1<j<n, i%))
1

x .
#h o, ‘o

_81_ _a.t < i<y — Q-i < i<
”laxl x]axj C=sjsn-1) o a=si<sn).

Le componenti relative del gruppo (1) sono, con la notazione usuale [1],,
wy (Isisn, 1sjsn—1, i#)), oz (1<i<n), o; (1<i<n), con la condi-

n-1 - n
zione pw,— > 0;=0 e le equazioni di struttura dwg=— 3 wp /N wy,
i=1 k=1

n
dwi= - 2 wik/\ Wi.
k=1

Al fine di dimostrare la misurabilita delle coppie di iperpiani paralleli, poiché
il gruppo (1) agisce transitivamente sugli iperpiani non paralleli all'asse x,, si
considerino i due iperpiani x,=0 e x,=1 e i loro trasformati mediante una
trasformazione (4, B) di (1)

Hy: (i — by) + ono(@0s — bg) + ... + ey, — b,) =0
HZ: (an(x{ - bl) + (an(xé - bZ) +...+ “nn(mi,i - bn) =1

(ho indicato con [a;] la matrice inversa di [a;]).
Affinché i due iperpiani H; e H, restino fissi per una trasformazione
(A+dA, B+dB) si deve avere w,; =0 (1<i<n), w,=0.
Affinché le coppie di iperpiani paralleli siano misurabili deve essere
A\ o ... Ao o) =0. Ma da doy=— 3 ogAoki, do,=— > oA ok,
k=1

k=1
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si ottiene

n—

1
d(wnl A Wy2 AN Wy A wn) =TT g A Wy2 A A Wy A Wy A ( wii)

i=1

= — o A A oo A gy A g A (o) = 0.

Si ha percid d(H,//H;) = det [ay] ﬁ opiQoty A dotgg A oo A da, A db;.
i=1

Teorema 1. Le coppie di iperpiani paralleli sono misurabili per il gruppo
(1) con densita dAH//Hz) = (@p) ™D, oty oty A dotgg A voo A dogn, A db;.
i=1

Per dare un’interpretazione geometrica di questo risultato sia ¢ 'angolo tra la
direzione dell'iperpiano H; e l'iperpiano x, = 0 e sia p; la distanza dell'iperpiano H;
dallorigine. .

L’elemento d’area sullipersfera unitaria cgrrispondente alla direzione del
vettore normale alliperpiano H; &, posto o= 3, (a.0)%

i=1

do=p 3 (= oy darng A oo A doty it A dty, 51 A ovo A Aty
i=1

Poiché py=p'3b;, pe=pitel, COS@e=a,pe Y, siha
i=1
do A dp: A dp,

d(H]//HZ) = |COS gDI‘u+1|p2 _ plln+l_[‘

ovvero, poiché do Adp; & la densitd metrica per gli iperpiani,

dH1 A dpg
|cos pf*|py — py [

d(H,//Hy) =

2 — Sia K un corpo convesso (compatto) dello spazio n-dimensionale su eui
agisce il gruppo (1) e sia 4 = A(o) il diametro di K corrispondente alla direzione «
(cioe la distanza tra due iperpiani supposto paralleli di normale o). La misura di
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tutte le coppie di iperpiani paralleli che contengono K & data da

do A dp; A dps
|cos g|*! |py — py [+ e

Tale misura, se p<n—1, pud essere scritta

1 do
m—1—p)n—p) i |cosql+tant=

M=

dove l'integrale ¢ esteso su meta dell'ipersfera unitaria n-dimensionale. Poiché 4
¢ limitato e positivo, I'integrale a secondo membro converge se x << 0 (cosa che
supporro sempre in seguito) e quindi questa misura fornisce la seguente famiglia
di invarianti affini di K

= f—de o A e,
“ 4 |cosofttanie 45 eosp ! A™

Tale invariante coincide per u = — 1 con quello determinato da Santald in [1];,5:
in effetti in tal caso il gruppo (1) & un sottogruppo del gruppo affine unimodulare
da lui considerato.

3 - Esempi

(a) Nel caso piano si hanno i seguenti risultati:

- Un’ellisse & equivalente per il gruppo (1) ad uno e un solo cerchio di raggio
R= (-S°)“/(""D(%)“‘“>’(“'”, dove S & larea dell’ellisse ed L & la lunghezza della
o .

protezione dell’ellisse sull’asse x. Sia ha percid

=%
2 4 indi _2(48, Ve 2
J'“—L f(cos;v) do e quindi J“_L L ) -
]

— Un parallelogramma & equivalente per il gruppo (1) ad uno e un solo
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Su
7
L="\/L¢+ L%, dove L; e L, sono le proiezioni dei lati sull’asse x. Si ha percid

quadrato di lato I=(==)"“"D dove S & larea del parallelogramma e

2

L=

S 38
(E)

— Un triangolo & equivalente per le (1) a uno e un solo triangolo equilatero di

\/5 (-\/g)ll(u—l) (28)<e-D

lato [ = (L) 6D

dove S & I'area del triangolo e L="\/LZ+ L§+ L3,

dove L,, L,, L; sono le proiezioni dei lati sull’asse ». Quindi

gLtz 3(1 — 2#) S«
Jl“ = — {LL‘“+1 :

(b) Nel caso dello spazio .3 si hanno i seguenti risultati:

— Un’ellissoide & equivalente per il gruppo (1) ad una e una sola sfera di
raggio R=(%)“"“‘2)(—’S~5)1’<“‘Z), dove V & il volume dell’ellissoide ed S & la

superficie della proiezione dell’ellissoide sul piano xy. Si ha percio

AN
J“_(zs)( Z‘uS)

— Un parallelepipedo & equivalente per il gruppo (1) a uno e un solo cubo di
Ve
S+l
dove Sy, S, S; sono le superfici delle proiezioni delle facce sul piano xy. Si ha

percio

lato [ =( YeD dove V & il volume del parallelepipedo e S ="V/S%+ S§+ S3,

4 Y
J, 5

= DS

)14.
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Abstract

In this note we consider the density for sets of pairs of parallel hyperplanes with
respect to a class of subgroups of general affine group. Then we evaluate the measure of
all pairs of parallel hyperplanes which contain a given convex body K: the result is a
class of affine invariant of K.
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