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MARINA D1 NATALE (%)

Sulle soluzioni di un sistema autonomo non lineare

di equazioni alle differenze finite (**)

Introduzione

Le equazioni alle differenze finite del primo ordine della forma
(0.1) pey = flay)

dove f & un’applicazione in generale non lineare di un intervallo dell’asse reale in
sé, sono frequentemente utilizzate nel campo delle scienze naturali (fisiche,
chimiche, biologiche) per descrivere il comportamento dinamico di diversi
fenomeni [9]. Anche nelle scienze sociali ed economiche si incontrano modelli
dinamici rappresentati da equazioni del tipo (0.1) [1].

Sia lo studio del comportamento periodico delle soluzioni di (0.1) sia Panalisi
della stabilitd degli stati di equilibrio in relazione alla non linearitd del modello
sono stati recentemente sviluppati e hanno riguardato anche sistemi dinamiei
espressi da equazioni vettoriali (si vedano, ad esempio, [3], [4], [7], [8D).

Prestando particolare attenzione alle applicazioni nel campo dell’economia
matematica, in precedenti lavori abbiamo considerato un’equazione scalare non
lineare del tipo

(0.2) Yy -1 =F@, y@)

dove il valore della soluzione allistante ¢ & assegnato implicitamente in funzione

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Universita, Via C. Saldini 50, 1-20133
Milano.
(**) Lavoro finanziato dal M.P.I. — Ricevuto: 20-V-1986.
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del corrispondente valore nel periodo precedente. In [6] & stato risolto il
problema delle condizioni iniziali e in [5] & stato studiato il comportamento
asintotico e la stabilita delle soluzioni dell’equazione (0.2) nella forma autonoma

y(t—1) =fly@) .

I risultati ottenuti nel caso reale non sono perd immediatamente estendibili ad
un’equazione vettoriale in quanto Pordinamento naturale dei numeri reali gioca
un ruolo essenziale nel comportamento delle iterate di un’applicazione f di un
intervallo in sé.

In questa Nota si considera il sistema multidimensionale non lineare in forma
autonoma (*)

(0.3) y®=y"®) tel0, 1) yt—-1)=Rfy@®) tell, K

e si studia il problema dell’esistenza e dell’unicitd in grande delle soluzioni in
dipendenza del dato iniziale y° e del valore di K, 1<K=+ . Inoltre, se
K = + oo, in ulteriori opportune ipotesi su f e sulla forma del codominio, viene
ricavata una caratterizzazione dellinsieme dei valori ammissibili per il dato
iniziale in termini di punti periodici della funzione f.

Infine, applicabilita dei risultati ottenuti viene illustrata con semplici modelli
dinamici di economia.

1 — Indichiamo con R la retta euclidea, con S la sua compattificazione (come
d’uso) con Paggiunta di —« e + ® e con P'abituale ordinamento.
Sia inoltre per ogni »>1 intero

R'={x=(w, ..., @) w:eR, i=1, ..., n}

S"={x= (@, ..., &) x;€8, i=1, ..., n}.

(") Le ipotesi che vengono fatte in questa Nota sul segno di e delle componenti dei
vettori £, y e y° derivano dal significato che queste quantita assumono nelle applicazioni in
campo economico. In tal caso la variabile ¢ rappresenta il tempo, y un vettore di grandezze
economiche (in generale non negative) e y° il valore che esso assume nel periodo iniziale.



[3] SULLE SOLUZIONI DI UN SISTEMA AUTONOMO... 75
Introduciamo in S* (n>1) un ordinamento parziale mediante le relazioni
XSyex,Sy perogni i=1, ..., n; x<y<eu;<y perogni i=1, ..., n.

Per ogni a<b in S* poniamo

(@, b)={xeS" a;<w;<by, =1, ..., n}
[a, b)={xeS" a;=w;<b;, i=1, ..., n}
(@, b]={xeS" a;<u;=b;, i=1, ..., n}

e, per ogni a=b,
[a, b]={xeS" a;=w;=0b; i=1, ..., n}.

Detti 0 e + « i punti rispettivamente di coordinate x;=0 e x; = + © per ogni
i=1, ..., n poniamo

Pr=(0, + ) R% =10, +«) 8% =[0, + «].

Sia 2 B°c R"—RP con p>1 intero. Diremo Sup {fx), x e B’} il vettore di
componenti Sup {fi(x), x € B°}. Analogamente definiremo Inf {f(x), x € B%}.
La funzione f sard detta isotona (antitona) in B® quando

fx)=Ry) fx) = Ry)) ogniqualvolta xSy in B°.
Se fmuta B° in sé, per ogni k=1 intero si possono definire le iterate k-me di
fi=f P =AY e gli insiemi B*=ARB*1)=rf4B").

Si noti che B*< B*™! per ogni k=1.

Se f & una funzione iniettiva, continua e isotona o antitona, le sue iterate f*
sono iniettive e continue per ogni k£ £ 1. Inoltre esse sono isotone per ogni k se f &
isotona, isotone per k pari e antitone per %k dispari se f & antitona.

Allora, se B®=R", posto per ogni k=1 e per ogni xe St

Sup{f*(z), zel0, x)} se f* isotona

(1.1 f"(x)=1nf {f¥z), ze[0, x)} se F* antitona

la funzione * coincide con f* in R e ne conserva in S? lisotonia o Pantitonia.
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2 — Siano: K>1 intero oppure K=+, te[0, +=), £ R'— R%,
y% [0, 1)— R% e consideriamo il sistema autonomo non lineare di equazioni alle
differenze finite

2.1) ¥ =y°® tel0, D ye-D=~Ry@®) tell, K).

Studieremo il problema dell’esistenza di soluzioni di tale sistema nell’intervallo

[0, K).

Seguendo le notazioni introdotte in 1, siano, qui e nel seguito, * l'iterata k-ma
di f, B°=R" e B*=F*R"). Vale il

Teorema 1. Il sistema (2.1) ammette soluzione in [0, K) se e solo se per
ogni te{0, 1) risulta

2.2) y'(t) e B! se K<+«
@.3) , PHeNB  se K=+
Inoltre, se f & iniettiva, la soluzione & unica.

Dim. Se K<+ « la dimostrazione & analoga a quella del Teorema 13“ [5]:
basta considerare in luogo degli intervalli di S* C; e C.. gli insiemi B* e O Bte
ricordare che B¥< B*! per ogni k= 1.

Se K=+ « e vale (2.3), la (2.2) e soddisfatta per ogni k, 1 =k < + : egiste
quindi una soluzione del sistema (2.1) in ogni intervallo [0, k) con k< + oo,
Ragionando come nel caso K<+ o si dimostra che ogni tale soluzione & la
restrizione a [0, k) di una soluzione di (2.1) definita (almeno) in [0, k& + 1). Per
larbitrarieta di &, esiste quindi una soluzione di (2.1) definita in [0, + ©) e se f
& iniettiva essa & ovviamente unicax

Viceversa, se y & soluzione di (2.1) in [0, + ), y/[0, k) & soluzione in [0, k)
per ogni k=2: la (2.2) vale quindi per ogni &k, 1=k <+ o, e segue (2.3).

3 — Come abbiamo osservato nella Introduzione, il sistema (2.1) trova impiego
in diversi campi. Per queste applicazioni, allo scopo di rendere pilt facile la
verifica delle condizioni (2.2) e (2.3) per un assegnato dato iniziale, & opportuno
prendere in considerazione ulteriori ipotesi su f che rendano particolarmente
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semplice la forma geometrica degli insiemi B* che risultano altrimenti del tutto
generali.

Le ipotesi che verranno ora introdotte raggiungono tale scopo e consentono
anche, qualora si ricerchi una soluzione y(t) definita in [0, + ), di caratterizzare

linsieme (\B* dei valori ammissibili per il dato iniziale in termini di punti
0

periodici per la funzione £. Il Teorema 1 e il successivo Teorema 2 costituiscono

una estensione al caso 7 > 1 del Teorema 1 di [6] e trovano riscontro, ad esempio,

in aleune applicazioni economiche, come mostrano i semplici modelli dinamici

illustrati in 4.
Indichiamo con

V={xeS%: fAx)=x)

I'insieme dei punti di S% periodici di periodo 2 per la funzione f & definita in (1.1).
Se V+# @ poniamo

a=Inf{xeV} f=Sup{xeV} B=la, fl.

Teorema 2. Valgano le ipotesi seguenti: (i) f sia iniettiva e continua; (ii) f
e ! siano isotone (antitone); (iii) B' = RR?) sia un intervallo di R™.
Allora per ogni k, 1=k <+ «, risulta

_(FH(+ ), FH0)] se f antitona e k dispari

3.1 BF= [F50), F*(+ =) altrimenti.

Inoltre V#0 e risulta

(3.2) a=lim 0 eV p= lim P+ ) eV
(3.3) A\Bt=B N R

0

Osservazione 1. Per lipotesi (i), AR?) non pud essere un intervallo
contenuto in B™ con m<n [2].

(® B pud essere privo di punti interni e B N R} puod essere vuoto.
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Osservazione 2. L’ipotesi £~ isotona (antitona) come f & necessaria ad
assicurare che B sia un intervallo per ogni k. Infatti la funzione £ R%— R% cosi
definita

@y, ©) = (X, + €™, X)
soddisfa tutte le altre ipotesi del Teorema 2 ma B? non & un intervallo.

Osservazione 3. Il valore F¥(+ «) pud essere eventualmente approssima-
to con un procedimento iterativo. Infatti, per la continuita e Visotonia di f*, per
ogni w e P" fissato, risulta

Fi(+ ) = Sup{f*(x), x € R%} = Sup{f(tw), 1[0, + )} =lim F(tw) .
Nel caso dell’antitonia in luogo di Sup interviene Inf.

Osservazione 4. I Teoremi 1 e 2 estendono al caso n>>1 il Teorema 1 di
[6] le cui ipotesi coincidono con quelle del Teorema 2 per n = 1. Va evidenziato
tuttavia un diverso comportamento della funzione f nel caso scalare e nel caso
vettoriale per quanto riguarda i punti periodiei.

Se =1 f ha al pill punti periodici di periodo 1 0 2; questo non & pili vero se
n>1. Ad esempio, la funzione £ R%— R definita da

f(xly xZ’ x3)=(ﬂ'/‘3, x?, vm_Z)

& continua, iniettiva, isotona assieme alla sua inversa e per essa i punti
(2, 22, @;) sono fissi e ogni altro punto di R2 ha periodo 3. E inoltre noto che
ogni funzione reale, continua, che applica un intervallo reale in sé e che possiede
un punto di periodo 3, possiede anche punti di periodo p (p=1, 2, 3, ...) [8]. Cid
induce a ritenere che i risultati sul comportamento asintotico delle soluzioni
definite per t— + « ottenuti in [5] per il sistema (2.1) con n = 1, essendo legati
allinsieme dei punti periodici di f, non siano immediatamente estendibili nella
stessa forma al caso n>1.

Dim. Per il teorema di invarianza del dominio di Brouwer [2], la restrizione
all’aperto P* della funzione f*, continua e iniettiva, & un omeomorfismo per ogni
k=1. Essendo quindi F¥(P") un aperto e f* isotona o antitona, per ogni x € P*
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valgono le disuguaglianze

f"‘(O) <f*(x) <Sup{fx), x e P"} = f¥(+ ) se f* isotona

Fi(+ w) = Inf{f¥(x), x e P*} <fXx)<f*0) se f* antitona.
Allora lintervallo I* cosi definito

_(FH(+ ), FH0)] se f antitona e & dispari

k = -
I [F50), FH(+ o)) altrimenti

¢ il minimo intervallo di R% contenente B*=f*R") e I"*' < I* per ogni k=1.
Proviamo ora che B¥*=1I* per ogni k=1 procedendo per induzione su k.
Se k=1 B'=I' in quanto B' & un intervallo per ipotesi. Sia allora

B'=D, ..., B¥1=[*!¢ dimostriamo che B* = I*. Infatti, sia w € I* e consideria-

mo il caso f* isotona. Allora, poiché w < F¥(+ =), deve esistere y € R" tale che

w; = (F*(y)); per ogni i=1, ..., n. Ma I*cI'=B" e quindi w=Ax) con x € R~.
Dalle disuguaglianze

FFO=Sw=RX)=Ff4y)
applicando ! si ricava
O =x=Yy) se ! isotona
Ay =x= =40 se f! antitona
e poiché B*'=I*! & un intervallo dovra essere xeB*' e quindi w e B~
Analogamente si prova che w e B* nel caso f* antitona e (3.1) & cosi dimostrata.

Dimostriamo ora che V non & vuoto e che valgono (3.2) e (8.3). Poiché % e
quindi 72 sono in ogni caso isotone, per ogni k=1 risulta

0 =72(0) = r®+D(0) < F24+D (4 00) = F2(+ 0) = + 0 .
Pertanto esistono in S%
;}},I}l fzk(o) =a gr& f'2k(+ oo) =p

con 0=a=0H= + oo,
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Osserviamo adesso che B%=[f%*(0), f*(+ «)) per la (3.1) e che, per
Piniettivita di £, B*=R>=[a, b](YR" per ogni k se B'=R%, altrimenti
B2#+D & B2 propriamente. In quest’ultimo caso, se F#(+ ) ¢ R per aleun £,
allora

B*lla, )N\ R: per k— +

(eventualmente vuoto), mentre se F2(+ «) e R% per qualche k, allora b € R e per
k— +o B¥|[a, b]#@. (3.4) vale quindi comungque.

Osserviamo ora che [, ]2V in quanto [F*(0), f%(+ ©)]=2V per ogni k= 1;
quindi [e, b]=B. Inoltre, per la continuitd e lisotonia di 2 in R% si ha

F(a) = Sup {f¥x), x[0, a)}
= SBp {Sup {fix), xe[0, FEO0)1}} = Sup F20)=a

F2(b) = Sup {fAx), xe[0, b)}
= gllf{Sup {f*(x), x<[0, FEE(+ o))} } = gllff%*z(-l- )=}

Quindi a, beV+#0, a=a, b=p, B=[a, b] e (3.2) e (3.3) sono dimostrate.

4 — 1 risultati ottenuti possono trovare applicazione in campo economico per
stabilire, ad esempio, lo sviluppo nel tempo di un modello a pitt variabili
rappresentato in termini matematici da un sistema del tipo (2.1), qualora le
grandezze economiche in gioco assumano all'inizio del processo certi assegnati
valori.

Presentiamo come primo esempio il seguente modello dinamico di macroeco-
nomia.

Indichiamo con £ la variabile tempo e con %(#), c(®), s(?), i(f) rispettivamente
Pintensita di reddito prodotto, di consumo, di risparmio, di investimento relativi
allistante ¢.

Supponiamo che il consumo sia maggiore o uguale al consumo di sussistenza e
che si mantenga costante nel tempo, ovvero c(t) = ¢y, ¢, >0 e che gli investimenti
effettuati all'istante ¢ si ripercuotano sulla produzione del reddito nell'istante
sucecessivo ¢ + 1, dipendendo solo dalla quantita di reddito ottenibile, ovvero che
i(t) = I(y(t + 1)). Riteniamo inoltre che il risparmio all'istante ¢ dipenda solo dagli
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investimenti che si vogliono effettuare allistante successivo t+1, cioé che
s(t) = SGi(t+ 1)). Si possono inoltre fare, in modo naturale, le ipotesi che le
funzioni I(y) e S(i) siano non negative, continue e strettamente crescenti al
crescere rispettivamente di y e 7 in [0, + ) e che I(0)=0 e S(0)=0.

Supponiamo infine che il reddito prodotto all’istante ¢ si ripartisca tutto nel
consumo e nel risparmio relativi allo stesso istante. Allora, in condizioni di
equilibrio dinamico dovra essere soddisfatto il sistema

c®)=c ¢>0
i) =1yt + 1) s() = SGE+ 1)) y(@) = ct) + s(t)

riconducibile al sistema di equazioni alle differenze finite del 1° ordine in forma
autonoma

4.1) .yt —-D=co+SE®) it —1) = I(y(@)
ovvero all’equazione in forma vettoriale
Yi-1D=FX®)

dove si & posto Y=(y, ©) e Fy, 9) = (co+S@1), I(y)).

Nelle ipotesi fatte, F: R%Z— R% risulta essere una funzione iniettiva,
continua, isotona con la sua inversa, e B'=F(R%) & un intervallo contenuto
propriamente in R% in quanto

FQ©, 9)={(u, v)eR:: u=c,+S(0)>0, v=0}
F(y, 0)={(u, v)eR%: u=c,+S0)>0, v=0} .

In conclusione, assegnati i valori del reddito e degli investimenti nel periodo
iniziale [0, 1), lo sviluppo delle grandezze economiche nel tempo pud essere
determinato applicando al sistema (4.1) i Teoremi 1 e 2. I risultati dipenderanno
ovviamente dalla forma della funzione F.

Presentiamo ora un modello dinamico del tipo di Leontieff chiuso.
Supponiamo che nel sistema economico considerato esistano n beni, ciascuno
dei quali viene prodotto attivando un distinto processo produttivo, e che per la
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produzione del bene i-mo vengano impiegate certe quantita dei beni medesimi
che in parte sono trasformate e in parte sono investite (beni capitali).

Indichiamo con x(f) = (x,(), ..., x,(®) il vettore non negativo le cui compo-
nenti rappresentano le quantita di beni prodotte all’istante t e con

rispettivamente la matrice dei coefficienti tecnici e la matrice dei coefficienti di
capitale, i cui elementi non negativi a,(x) e b;(x) dipendono in generale dalle
quantita di beni che si vogliono produrre.

Nellipotesi che il sistema economico non abbia scambi di beni con Pesterno e
che rimangano inutilizzate eventuali eccedenze della produzione rispetto agli
impieghi, si pud formulare il seguente modello dinamico

4.2) | x(t—1)=A@®) - s+ [Bx®) — B(x(t —1))]- s

dove s=[1, ..., 117 & il vettore colonna unitario.

In (4.2) si ritiene che le quantitd di beni x(¢ - 1) disponibili all’istante ¢ — 1
vengano completamente impiegate e ripartite nella quantitd A(x(®)-s di beni
trasformati e nella quantita [B(x(®)—B(x(—1)]-s di beni capitali investiti
allistante successivo ¢ per la produzione della quantitd x(f) di beni medesimi.
Nell'ulteriore ipotesi che i capitali fissi siano proporzionali alle quantitd prodotte
ovvero B(x) - s = B - x con B matrice costante e che, detta I la matrice identita, la
matrice [+ B ammetta inversa non negativa (%), il modello (4.2) diventa

4.3) x(t—1)=U+B) ' [Ax®) s+ B-x®)]

e si presenta nella forma (2.1) con fx)= (I + B)"[A(x)-s+ B-x] funzione in
generale non lineare.
Come esempio particolarmente semplice, consideriamo il caso in cui si abbia

B = [,Bij]i,j=l,...,n = [O]i,j=1,...,n

() Queste ulteriori ipotesi hanno carattere preminentemente matematico e consento-
no di sviluppare lo studio del modello non lineare (4.2) utilizzando i teoremi di questa
Nota.
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con a;(x;) funzioni non negative, continue, strettamente crescenti in B, e tali che
per ogni i, j=1, ..., » risulti

aij(O) = 0, aij(xj) >0= alj(rv]-) =0= Otik(ﬂ?k) Vi#1 vk #] .

Allora tutte le ipotesi del Teorema 2 sono soddisfatte e valgono i risultati

enunciati.
11
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Summary

The autonomous system y(t — 1) = Ry(t)) of first order, nonlinear difference equations

is considered. Firstly, existence and uniqueness of solutions are proved under general
conditions dependent on the set of initial values and on the interval in which the system is
solved. Then, further hypotheses allow to specify the geometric shape of the set of initial
values which also is characterized in terms of periodic points of f for solutions defined
for any t>0. Finally, some economic applications are showed.
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