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Sul centralizzatore del sistema di operazioni

di certe algebre (¥¥)

Introduzione

In [7] sono state trovate caratterizzazioni di alcune famiglie di Q-gruppi
(Higgins [4]) e di particolari Q-sottogruppi in termini di invarianza (Dantoni [2])
di opportune relazioni. Proseguendo questa ricerca, nel presente lavoro si da una
caratterizzazione del centralizzatore Q* (Cohn [1]) relativo ad un Q-gruppo &
cioe dell'insieme di tutte le operazioni invarianti sia rispetto a ciascuna delle
operazioni +, —, 0 del gruppo additivo ¥* di ¥ sia rispetto a ciascuna delle
operazioni del sistema Q (v. 2). Il centralizzatore Q* viene quindi caratterizzato
nel caso in cui &é un Q-gruppo abeliano (v. 3) e nel caso in cui & un Q-gruppo
distributivo (v. 4 e 5).

In 6 si caratterizzano gli Q-gruppi ad operazioni tutte invarianti, cioe gli Q-
gruppi nei quali si ha Q U {+, —, 0} ¢ Q* (Plotkin [8]); si da inoltre una condizione
necessaria e sufficiente affinché ogni Q-gruppo abeliano avente un dato gruppo
additivo abeliano sia ad operazioni tutte invarianti.

Infine in 7 si studiano le algebre .£=(A,Q) col sistema Q costituito da
operazioni tutte di aritd =2, dotate di una identita e che sono ad operazioni tutte
invarianti.

1 - Richiamiamo alcune definizioni e alcune proprieta che ci saranno utili nel
seguito. Per la notazione e per le definizioni non richiamate rimandiamo a [7].

(a) Sia .4 = (A, Q) un’algebra avente I'insieme A come sostegno ed Q come
sistema di operazioni. Diremo che una relazione E definita su A & una relazione

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Universita, 95100 Catania, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del gruppo G.N.S.A.G.A. (C.N.R.) e con contributo
finanziario del M.P.I. — Ricevuto: 3-X-1984.
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invariante dell’algebra .+# (*) quando R & invariante rispetto ad ogni operazione
del sistema Q. Diremo che un’operazione «* definita su A & una operazione
invariante dell’algebra .# quando essa & invariante rispetto ad ogni operazione
del sistema Q. Si chiama centralizzatore (%) del sistema 2, e si indica con Q%
insieme di tutte le operazioni invarianti dell’algebra ..

Sia % un Q-gruppo, G il suo insieme sostegno ed B una relazione definita su
G. Diremo che R & una relazione invariante di % quando essa € invariante sia
rispetto ad ogni operazione del sistema Q, sia rispetto a ciascuna delle tre
operazioni +, —, 0 del gruppo additivo ¥ *. Analogamente diremo che una
operazione « definita su G & una operazione invariante di ¥ quando essa é
invariante rispetto a ciascuna delle operazioni del sistema Qu {+, —, 0}.

Se ¥ & un Q-gruppo, nel seguito indicheremo con Q* il centralizzatore del
sistema di operazioni Qu {+, —, 0}.

(b) Sia .Z = (A, Q) un’algebra col sistema Q costituito da operazioni tutte di

aritd =2.
Una operazione m-aria » di @ la diremo commutativa se per ogni aj, ...,
U €A 8 ha @) Qo =01 .. Qi1 QjQisyvns B 1 Bijg1 oo Gy PEY Isi<jsm.

Diremo che Palgebra .4 & commutativa se ogni operazione o di Q &
commutativa.

Diremo che P'algebra .4 & associativa se per ogni wy,ws €2 con w; n-aria
e ws m-aria, e per ogni ap,...,Apim-1€A Si ha ). Gpipm-roio
=g ees B s Qi1 01) G - Cppem—1 2 PEY 1=1, .., m— 1.

Diremo che I'algebra % & totalmente conmmutativa se per ogni wy, ..., w; €0,
indicate con F(y, ..., Xm; @1, vy @) € (&1, een, By w1, ..., ) due qualunque
espressioni formali (*) nelle indeterminate @, ..., %,, € nei simboli di operazioni
w1, ..., wy, tali che ogni simbolo @y, ..., ¥y, wy, ..., w, compaia lo stesso numero di
volte in f e in g, si ha f(ay, ..., G 01, cvy 0) = G(A1, .oy s @1, -ov, ) PET OZNI
A1y .en, Gy €A (9.

Osserviamo che se Palgebra .# & totalmente commutativa allora .Z & anche '
commutativa e associativa, ma in generale non vale il vicerversa se in 2 ci sono
almeno due operazioni distinte.

(*) Dantoni [2] (pag. 187).

(*) Cohn [1] (pag. 127).

() Dantoni [2] (pagg. 191-192).

(*) Osserviamo che se un Q-anello ¥ si chiama commutativo (risp. associativo,
totalmente commutativo) quando lalgebra (G,Q) & commutativa (risp. associativa,
totalmente commutativa), si ritrovano le definizioni di Q-anello commutativo e Q-anello
associativo date da Kurosh in [6] (pagg. 10-11), e la definizione di (-anello totalmente
commutativo data da Strano in [9] (pag. 88).
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(¢) Sia ¥ un Q-gruppo, siano 4y, ..., 4,, sottoinsiemi non vuoti di G e sia &
un’operazione n-arvia definita su G. Consideriamo la relazione (1 + 1)-
aria R, 4, definita su G nel seguente modo: per as,...,a,, beG si ha
(ay, ooy @y, )Ry, 4, alloraesoloquando e a;e A; (i=1,...,m)eb=a,... a,o.

Tale relazione & stata introdotta e studiata in [7], dove & stato dimostrato che

Teorema 1. La relazione Ry, 4, & una relazione invariante dell’Q-
gruppo % allora e solo quando

(a) Ai,..., A, sono Q-sottogruppi di ¥,

(b) per ogni a;,atecA; (i=1,...,n) si ha
(a;+ap)... (@, +a)o=0,...0,0+a]...a,&;

(c) per ogni intero m=1, per ogni operazione m-aria o €Q e per ogni
s€A; (r=1,...,m; s=1,...,m), posto C =lla,, si ha (wC)é = w(Ca).

2 - Sia ¥un Q-gruppo e sia Q* il centralizzatore del sistema Q U {+, —, 0}.

Si vede immediatamente che in Q% ¢’¢ Uoperazione nullaria 0 e non ci sono
altre operazioni nullarie. Ci proponiamo di caratterizzare le operazioni di arita
n=1 del sistema Q%

Sia @ Pinsieme degli endomorfismi di % Fissiamo ¢1,...,¢,€® n=1) e,
posto A;=Gg; (i=1,...,7), consideriamo la relazione R, 4, definita come in
1, a partire dall’'operazione n-aria » tale che g;...¢,o =g, +... + ¢, per ogni
g1, ---, 9n € G; quindi, per ay,...,a,, be G si ha (a4,..., a,, b) €R4, ..., allora e
solo quando ¢ a;€ A; (i=1,...,m) e b=a; + ... + a,. :

Teorema 2. Se % e un Q-gruppo e Q* ¢ il centralizzatore del sistema
Qu {+,—,0}, allora le-operazioni w* € Q* di arita n=1 sono tutte e solo quelle
del tipo

1) g1 Gno¥=g1o1+ ... +9non (g:e @)

CON 1, ..., pn endomorfismi di & tali che la relazione R, . 4, & una relazione
mvariante di & :

Infatti, sia »* una operazione di aritd n=1 definita su G del tipo (1) con
91, .-+, o endomorfismi di % tali che la relazione R4, 4, & una relazione
invariante di &
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In virtu della (b) del Teorema 1, per ogni g;,9:€G (t=1,...,7n) si ha

(91 +g{) (gn+g1lz)w* =01¢1 +gi?l +... +gn’79n+gr’1'?n=gl---gnw* +gi.(]7'zw/

e questa prova che »* & invariante rispetto all’operazione +. Da essa inoltre per
9:=9i=0 segue 0..00*=0 e per gi=-—g; segue (—gp...(—gno*
=—g1...gpo¥, per cui o¥ & invariante anche rispetto alle operazioni 0 e —.
Se w & una operazione m-aria di Q, allora in virtd della (c) del Teorema 1 per
ogni g,s€G (r=1,...,m,s=1,...,n) si ha
Ji1oer o1 @ eee Pl eve G WOF = G101 e G @10 F oo F G120 D e e Jonn P @

=0n -"glnw::< e Gmi -"gmnw*w

e quindi »* & invariante rispetto a . Pertanto o* € 0%,

Viceversa, sia o* un’operazione n-aria (n = 1) definita su @G; supponiamo che
w* € Q* e proviamo che essa & del tipo (1) con ¢4, ..., ¢, endomorfismi di ¥ tali che
la relazione R4, . 4, € invariante di &

Infatti, consideriamo le applicazioni ¢ G— G (i=1,...,n) definite da

go1 =¢0... 0w* oo =0g0... 0¥, ..., gon=0...0gw™ .
Per linvarianza di o™ rispetto all’operazione + si ha
G+9)Vor1=@+g)0+0)...0+0w*=g¢0...00%+¢'0...00* =go; + 9" o

per ogni g,g9' € G.
Per Pinvarianza di «* rispetto ad ogni operazione m-aria w €2 si ha

G1eve O = (g1 ... g 0)0... 0w)... (0... Ow) w*
=00...00%...9,0... 00*w=g10,... gup1 @

per ogni gq,...,gm€G.
Pertanto ¢, & un endomorfismo di ¥ Analogamente si vede che anche

P25 -+ey on SON0 endomorfismi di &
Inoltre, per Vinvarianza di «* rispetto all'operazione + si ha

g1 Grno® =(g; +0)0+gs) ... (0 + g,) 0*
=g,0... 0%+ 0gy... go0* = g0+ 0+ 0)(gz + 0)... 0+ g,) 0™
=191 + Gopa+00g3... gr0* = ... =g1p1 + ... + G n ,
ciod w* & del tipo (1).

Resta da verificare che la relazione R4, 4, con A;=Go; (i=1,...,m), &
invariante di & ovvero che valgono le (a), (b) e (c) del Teorema 1.
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Poiché »; & un endomorfismo si ha che A; & un Q-sottogruppo di %, quindi vale
la (a). Inoltre, per ogni g;9:, 9i¢: € A; (=1, ..., n), dallinvarianza di »* rispetto
all'operazione + segue che

g1t giort et guont e =1+ g0 ... (gn + g0 *

=0 “'gnw;k +g{ gtllw\ =0 +.. +gn{,3n +.(]{’771 +... +g;z§5n ’
quindi vale la (b).

Infine, per ogni intero m =1, per ogni operazione m-aria » €2 e per ogni
Orsvs €A r=1,...,m;s=1,...,n), dallinvarianza di * rispetto a w segue che

Juer--- @10+ oo T G1n Pnees Gun Pt
=Gu--Imwe oo Qo *:gll---glnw*---gml--'gmnw;}:w
Giteee Gt © v G v Gy 00

- (gl] 1 + ... +g1n. ;’:’n) (gml @1 + ... +gm;z ?71)

quindi vale la (c).
Pertanto, per il Teorema 1, la relazione R4 4, € una relazione invariante di

Osservazione. Dal Teorema 2 segue in particolare che, qualunque sia 'Q-
gruppo %, le operazioni unarie di Q% sono tutte e solo gli endomorfismi di &
Si osservi inoltre che in 0% ci sono sempre e per ogni intero n=1:

— Voperazione n-aria degenere, cioé Uoperazione o definitada g ... gpo =10
per ogni g4, ...,9, € G;

— le n operazioni n-arie unitarie, cio¢ le n operazioni wy, ..., w, definite
da 91 gnw1=Gg15 -y 91+ Guwn = Ggn PET Ognl g1y, Gn € G;

— tutte le operazioni m-arie prodotto di una m-aria unitaria per un
endomorfismo di &

3 — Supponiamo ora che G sia un Q-gruppo abeliano.

In questa ipotesi per la relazione R4 . 4, (A;=Gg,) definita in 2 a partire
dall’operazione gi...¢,& =g1+... +¢, valgono le condizioni (a), (b), (c) del
Teorema 1. Quindi R4 4, & una relazione invariante di G e quindi, per il
Teorema 2, le operazioni w* di aritd 7 =1 del centralizzatore Q¥ sono tutte e solo
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quelle del tipo (1) con gy, ..., 3, endomorfismi di G. Inoltre, essendo G abeliano,
ogni operazione n-aria weQ & del tipo g;...gnw =g1¢1 + ... + g, (g: € G) con
41, +ev, b endomorfismi del gruppo G* (%), quindi un endomorfismo ¢ di G & un
endomorfismo del gruppo G tale che g1 1+ ... + gudno =11 + ... + gr oy €
questa ¢ equivalente alle ¢, = ¢, ¢ perr=1,...,7, come si vede ponendo uguali
a zero tutti i g; eccetto g,.

Da quanto sopra segue che

Teorema 3. Se G ¢ un Q-gruppo abeliano, allora le operazioni w* di arita
n=1 del centralizzatore Q* sono tutte e solo quelle del tipo (1) con o, ..., o
endomorfismi del gruppo additivo G, permutabili con ogni endomorfismo &, di
G* che compare in qualche addendo di qualche operazione del sistema Q.

Quando ogni endomorfismo di G™ compare in qualche addendo di qualche
operazione del sistema © allora le operazioni n-arie * (n= 1) di Q* sono tutte e
solo quelle del tipo (1) con ¢i,...,9, elementi del centro dellanello degli
endomorfismi di G*.

Osservazione.  Si noti che, qualunque sia 'Q-gruppo abeliano G, nel
centralizzatore Q% ci sono sempre le operazioni n-arie o* (n=1) del tipo
1o =kigi+ ...+ kyg, (g:€G) con ky,...,k, interi relativi prefissati.

4 — Supponiamo ora che G sia un Q-gruppo distributivo.
Dal Teorema 2 segue che

Teorema 4. Se G & un Q-gruppo distributivo, allora le operazioni «* di
arita n =1 del centralizzatore QF sono tutte e solo quelle del tipo (1) con ¢1, ..., 9n
endomorfismi di G tali che:

(@)" la relazione Ry, 4, & una relazione invariante rispetto all’'operazione +;

()" g1 9s, .- Gm s, @ = 0 per ogni intero m = 2, per ogni operazione m-ariq,

w € Q, per ogni gy, ..., g€ G € per 0gni Sy, ..., S,, interi compresi fra uno ed m e
non tuttt uguali fra lovo.

Infatti, se w® & un’operazione di aritd » =1 appartenente a Q¥, allora per il

Teorema 2, w* & del tipo (1) con ¢y, ..., ¢, endomorfismi di G tali che la relazione
B4, .., €invariante di G. In particolare per B4 .. 4, vale la (c) del Teorema 1. In

() Higgins [4] (pag. 383).
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essa, se e m =2, poniamo uguali a zero tutti gli elementi g, eccetto G1s,s s Gons,,
€on §yq, ..., Sy, non tutti uguali fra loro. Con questa scelta degli elementi g, si ha
che in ogni riga della matrice ||a,| (@ = grs 2s) @€ al pitt un elemento diverso da
zero, mentre in ogni colonna della matrice stessa ¢’@ almeno un elemento uguale a
zero. Allora dalla (c) del Teorema 1 segue g, G5, o P 95, 0 = 0 per ogni sy, ..., S5
interi compresi fra uno ed m e non tutti uguali fra loro.

Viceversa, se »* & un’operazione di arita n=1 del tipo (1) con gy, ..., 2,
endomorfismi di ¥ tali che valgano le (8)" e (b)’, allora dalla (a)’ segue la (b) del
Teorema 1 e dalla (b)’ segue la (¢) del Teorema 1 perche ¥ & distributivo.
Pertanto per il Teorema 1 la relazione R, 4, & invariante di %e quindi, per il
Teorema 2, o* € OF,

Osservazione. Nel caso in cui il gruppo additivo ¥ & abeliano la
condizione (a)’ del Teorema 4 & verificata, quindi, in particolare, si ha che se
% eun Q-anello allora le operazioni w® di arita n =1 del centralizzatore Q* sono
tutte e solo quelle del tipo (1) con oy, ..., ¢, endomorfismi di ¥ tall che
G195, Im s, 0 =0 per ogni intero m = 2, per ogni operazione m-aria w € Q, per
OgNL G1,y vy G € G € per ogni sy, ..., Sy, Interi compresi fra uno ed m e non tutli
ugualt fra loro.

5 — In 2 abbiamo osservato che qualunque sia PQ-gruppo % nel centralizzatore
Q* ci sono tutte le operazioni n-arie (n=1) prodotto di un’operazione n-aria
unitaria per un endomorfismo di % Utilizzando il Teorema 4 esaminiamo ora
alcuni casi di Q-gruppi distributivi &% per i quali si ha che ogni operazione n-aria
con n =1 del relativo centralizzatore & prodotto di una operazione n-aria unitaria
per un endomorfismo di &

(a) Sia ¥ un Q-gruppo distributivo e sia w un’operazione m-aria del sistema
© con m = 2. Diremo che ciascuno degli elementi gy, ..., ., € G & un divisore dello
zero rispetto @ o quando si ha g1 #0,...,0,,#0 € ¢g1...9,,0=0.

Teorema 5. Se ¥ éun Q-gruppo distributivo e se in Q esiste un’operazione
w di arita =2 rispetto alle quale non ¢i sono divisori dello zero, allora ogni
operazione w* € Q* di arita n =1 & prodotto di un’operazione n-aria unitaria per
un endomorfismo di %

Infatti, sia ¥un Q-gruppo distributivo privo di divisori dello zero rispetto
all’operazione m-aria weQ (m=2) e sia o* un'operazione m-aria (n=1) del
centralizzatore Q%; per il Teorema 4 »* & del tipo (1) con ¢4, ..., ¢, endomorfismi
di ¥ soddisfacenti le (a)’ e (b)'. Degli » endomorfismi ¢, ..., ¢, al pill uno pud
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essere diverso da zero, perche se fosse per esempio ¢, # 0 e o # 0 allora, per la
(b)’, si avrebbe gip1959295¢2... gm0 =0 per ogni gi,...,9m€G, e quindi
per qualche geG e per qualche g'eG si avrebbe go,#0, ¢'9:#0 e
9919 29 92... §' g20 = 0, quindi ge; sarebbe un divisore dello zero rispetto ad w.

Osservazione. Dal Teorema 5 segue che in un anello privo di divisori
dello zero ogni operazione tnvariante é prodotto di una operazione unitaria per
un endomorfismo dell’anello.

Teorema 6. Sia ¥un Q-gruppo distributivo tale che:
()" in Q e un'operazione o non degenere e di aritd m=2;
(b)Y ogniendomorfismo non nullo di & & un'applicazione di G su tutto G.

In queste ipotesi ogni operazione o*eQ* di arita nw=1 & prodotto di
un’operazione n-aria unitaria per un endomorfismo di &

Infatti, nelle suddette ipotesi un’operazione o*eQ* di arith n=1, per il
Teorema 4, & del tipo (1) con ¢y, ..., g, endomorfismi di & soddisfacenti le (a)’ e
(b)'. Degli n endomorfismi ¢, ..., ¢, al pilt uno pud essere diverso da zero,
perche se fosse per esempio ¢, # 0 e ¢, # 0 allora fissati comunque g, ...,0, € G
per Vlipotesi (b)’ potremmo trovare g¢i,...,9n€G tali che ¢
= 01915 I =gmoe € quindi per la (b)’ del Teorema 4 si avrebbe
1 Gm® =g1919592... Gnoow =0 e quindi la » sarebbe degenere contro lipotesi

(a)n.
Dal Teorema 6 segue che

Teorema 7. Sia Zun Q-gruppo distributivo semplice e finito. Se in Q c’e
un’operazione » non degenere e di aritd m =2, allora ogni operazione o™ € Q% di
arita n=1 & prodotto di un’operazione n-aria unitaria per un endomorfismo di
G
[

Infatti, poiché ¥ non ha ideali propri ogni endomorfismo non nullo di ¥ & un
isomorfismo di & in ¥ anzi, poiché & & finito, & un automorfismo di ¥ e quindi &
soddisfatta l'ipotesi (b)” del Teorema 6.

Osservazione. Dai Teoremi 6 e 7 segue che

— Se ¥ & un anello non degenere tale che ogni endomorfismo di & é
un’applicazione di G su tutto G, allora ogni operazione invariante & prodotto di

una operazione unitaria per un endomorfismo di &
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— In un anello non degenere, semplice e finito ogni operazione invariante
¢ prodotto di una operazione unitaria per un endomorfismo dell’anello.

6 — Vogliamo ora caratterizzare gli Q-gruppi ad operazioni tutte invarianti,
cioe gli Q-gruppi ¥ nei quali ogni operazione del sistema Qu {+,—,0} &
un’operazione invariante di ¥(°). Si sa che gli Q-gruppi ad operazioni tutte
invarianti sono necessariamente abeliani perché gli Q-gruppi per i quali
Poperazione + & invariante sono tutti e solo gli Q-gruppi abeliani (7).

Dal Teorema 3 segue facilmente che

Teorema 8. Gl Q-gruppi ad operazioni tutte invarianti sono tutti e solo
gli Q-gruppt abeliani ¥ tali che se ¢ e ¢ sono endomorfismi di T che
compaiono in addendi di operazioni del sistema Q allora essi sono permutabili
(o = do).

Da questo teorema segue che

Teorema 9. Sia ¥+ un gruppo additivo abeliano. Condizione necessaria
e sufficiente affinche ogni Q-gruppo abeliano avente ¥+ come gruppo additivo
sia ad operazioni tutte invarianti & che Uanello degli endomorfismi di & sia
commautativo.

Infatti, se ogni Q-gruppo abeliano avente ¥* come gruppo additivo & ad
operazioni tutte invarianti, allora, in particolare, & ad operazioni tutte invarianti
I'Q-gruppo che ha ¥ come gruppo additivo e ha come operazioni del sistema Q
tutti gli endomorfismi di ¥ e quindi, per il Teorema 8, ogni endomorfismo di
Z7 & permutabile con ogni altro endomorfismo di ¥*, cioé Ianello degli
endomorfismi di ¥ & commutativo. Il viceversa ¢ immediato.

Se ¥ & periodico, poiche in questo caso I'anello degli endomorfismi di ¥* &
commutativo allora e solo quando ¥* & isomorfo ad un sottogruppo del gruppo
moltiplicativo di tutte le radici dellunita (®), si ha

(®) Gli Q-gruppi che godono di questa proprieta sono detti commatativi da Plotkin in [8]
(pag. 24), si veda anche Klukovits {5] (pag. 171).

(") Micale [7].

() Fuchs [3] (pag. 218).
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Teorema 10. Se ¥+ & un gruppo additivo abeliano periodico, condizione
necessaria e sufficiente affinché ogni Q-gruppo abeliano avente 5™ come gruppo

additivo sia ad operazioni tutte invarianti ¢ che ¥ sia isomorfo ad un
sottogruppo del gruppo moltiplicativo delle radici dell'unita.

7 - Sia . #= (A, Q) un’algebra col sistema Q costituito da operazioni tutte di
arita =2 e dotata di una identita (°), cioé di un elemento 1 tale che perogniweQe
per ogni a€A siha 1..1lal...lw=a qualunque sia il posto occupato da « al
primo membro.

Evidentemente se . ¢ totalmente commutativa allora .Z é ad operazioni
tutte tnvarianti; dimostriamo che

Teorema 11. Se .4 & ad operazioni tutte invariantt allora % &
totalmente commutativa e su A si puod definire un’operazione binaria * tale che
(A, =) sia un semigruppo abeliano con la stessa identita 1 e tale che per ogni w €
n-aric e per ogni &, ..., e, € A si abbia

Ayeee Qo = Q% o0y, .

Infatti, supponiamo che . sia ad operazioni tutte invarianti. Cominciamo col
provare che .4 & commutativa. Sia o una qualunque operazione n-aria del
sistema Q, siano a4, ...,a, € A esiaie {2,...,n}. Poiche w & invariante rispetto a
se stessa si ha (wC)w = w(Cw), essendo C =|c.o| con ¢yi=a;, ¢y =0a1, ¢r=20,
per r#1,i e c¢,=1 in tutti gli altri casi. Ne segue che
@y eve By = iy enn By (qQigq ... Gy PEF 1=2 ..., % e da questa si deduce
facilmente che & & commutativa. Quindi lalgebra .24 & commutativa.

Siano ora wy, we € 2 con w; di aritd » e wg di aritd m, e siano ay, ..., Gpim—-1
elementi qualunque di A. Poiché ; & invariante rispetto a wp si ha
ws(C'w)) =(weC')w; essendo C'=lc)gl, con c¢n=a, per r=1,...,m,
Clns = Umas—1 PEr s=1,...,m e ¢ps =1 in tutti gli altri casi. Ne segue che

(2) Areee Qg1 Wy W2 = Q1 evs Qo w2 Uy eee Qypm—1 W1 -
Dalla (2) segue che per ogni intero j=2,...,n+m—1 si ha

3) Apeee Qpam—1 W13 = Qi Qg ees Qi By Bjry oo Qa1 W1 W2,

() In Kurosh [6] (pag. 10), & data un’analoga definizione nel caso di un 2-anello.
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cioe a; puo essere permutato con ogni a; per j=2,...,n +m — 1. Infatti, poiche
wg & commutativa, a; pud essere permutato con ogni a; per j=2,...,n; in
particolare a; puo essere permutato con «,, ed inoltre, poiché w, & commutativa,
@, Pud essere permutato con ogni @; per j=m +1,...,n+m — 1, quindi a, pud
essere permutato con ogni ¢; per j =m + 1, ..., n +m — 1. Pertanto vale la (3) per
ogni intero j=2,...,n+m—1.

Ne segue che 'elemento a,, ..., @y4m—1w;0e non dipende dall’ordine in cui
sono scritti aq, ..., pam—1-

Da cio e dalla (3) segue anche che.

4) Qyoee Apam-1W1 W = Qg v Uy 1 Wa 0

Infatti, tenendo presente che w; & commutativa, si ha

A oee Q-1 Wy W2 = Uy eee Gy W2 sy v Qg1 WY -
g1 ven Qg1 Qg oes Uiy W2 1 = (o Uiy W2 07

Proviamo ora che lalgebra .# & associativa. Infatti, per ogni intero
1=1,..,m—1, in virth delle (2), (8) e (4), si ha

Aroee Q-1 W1 02 = Wi oon Qigy—1 A1 oee Qi g Qi oo U1 W Wy
T Qi Qi1 W1 Ay ovs By Qg oo Aippy—y W2
=y .. ai—](a'i voe Qigyy (Ul) Wiy A1 W2

Poiché P'algebra .# & associativa, procedendo come in Kurosh [6] (§ 6 pag.
10), si dimostra che per ogni a;, as € A 'elemento a;az1...1ew & indipendente
dalla scelta di » in Q. Allora, poiché .# & anche commutativa, ponendo
a1 20y =0a1as1... 1w per ogni ay, ag € A, (4, *) risulta un semigruppo abeliano e
con identitd 1. Inoltre, per ogni w e Q di aritd n e per ogni ay,...,a,€ A si ha
(1. Qpw=0ay%...%q,. Da cid segue facilmente che l'algebra .# & totalmente
commutativa,
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Summary

In this paper we characterize the centralizer of the system of all operations of an

Q-group. We give some applications of this result. Furthermore we study the algebras
(A, Q) with identity such that every operation of Q has arity =2 and belongs to the
centralizer of Q.



