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Variétés mixtes et cohomologie

Cet exposé fait suite & Particle [14] et traite essenticllement les deux thémes
suivants:

(a) Familles différentiables de variétés complexes (2, 3).

(b) Cobomologie & supports compacts sur une variété de Cartan (4, 5).

1 - Variétés mixtes

Nous rappellons ici les définitions et les faits généraux sur les variétés
mixtes qui seront utilisés dans ce travail; pour les détails on renvoit a[14].

Pour tout espace topologique 7, on désignera par %, le faisceau de fone-
tions complexes continues sur les ouverts de 7'; c’est un faisceau de C-algébres.
Un espace annelé sera, par définition, un espace topologique 7 muni d'un sous-
faisceau d’anneaux @p de €r; on dira que O, est le faisceaw structural de Pespace
annelé 7. Si § et T sont deux espaces annelés, une application continue
g: 8 = T sera dite application morphe si, pour tout ouvert V de I' et toute
fonction g e I'(V, Or), on a gog|, ;e l(e=Y(V), 0,).

Les espaces annelés et les applications morphes forment une catégorie;
par isomorphisme d’espaces annelés on enftendra wun isomorphisme dans
cette catégorie.

(Rappelons que la notion d’espace annelé que nous venons de définir est
due & Cartan [2],[3] et Serre[18]. Un point de wvue plus général est du &
Grothendieck [7]).

(*) Adresse: Facultatea de Matematicd, Universitatea Bucuresti, Strada Acade-
miei 14, 70109 Bucuresti, Romania.
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Les modeles (de variétés mixtes) seront définis comme espaces annelés comme
suit. Considérons I’espace numérique mixte 7 = R»x C* muni de la topologie
usuelle. Si U est un ouvert de E, on dit qu'une fonetion fe C*(U, C) est morphe
lorsque, pour tout point sepr, (U), la fonetion

Uis)az>f(s,2) e C

est holomorphe sur 'ouvert U(s) = {z € C"|(s,2) € U}. Les fonctions morphes
sur les ouverts de Z forment un sous-faisceaun d’anneaux (méme de C-algébres)
0, de €,, par suite (7, 0,) est un espace annelé. Un modéle de type (m, n) est,
par définition, un espace annelé (D, 0,) avec D un ouvert non-vide de
I = RnXxC" et 0,= 0y,.

Une variéte mizte de type (m, n) est un espace annelé X localement isomorphe
a des modéles de type (m,n). La catégorie .#, des variétés mixtes est, par
définition, la sous-catégorie pleine de la catégorie des espaces annelés ayant
pour objets les variétés mixtes. Kvidemment le type d’une variété mixte est
stable par les isomorphismes de .#, qu'on appelera isomorphismes de variéiés
miwtes.

Notons que les variétés mixtes considérées ici ne sont pas nécessairement
séparées.

On dit qu’une variété mixte X est purement réelle de dimension m lorsqu’elle
est de type (m, 0) et purement complexe de dimension = lorsqu’elle est de
type (0, n).

Par variété différentiable on entendra une variété différentiable de classe C.
Les variétés différentiables et les variétés complexes se réalisent canonigue-
ment comme souscatégories pleines de #,.

Tout modele de type (m, n) est une variété mixte de type (m, #). De méme,
si X est une variété mixte de type (m, n), tout ouvert non-vide U de X est une
variété mixte de type (m, n) avec faisceau structural 0, = g+ Si U est un
ouvert de la variété mixte X et D un modéle, on dira gqu’un isomorphisme de
variétés mixtes h: U — D est une carte locale de X.

Soient X et Y deux variétés mixtes et Z ’espace topologique produit de X
et ¥. Alorsily a un et un seul sous-faisceau d’anneaux 0, de €, tel que (Z, &,)
soit une variété mixte et tel que, pour toute carte locale p: U — D de X et toute
carte locale y: V — D' de Y, le produit ¢ Xy: UXV — D XD’ s0it une carte
locale de Z, ou DX D' est considéré comme modéle de maniére canonique.
On a alors (Z, 0;) == (X, O0x) X (Y, ¢,) dans la catégorie .#,.

Notons que si X est de type (m,n) et Y de type (p, q), alors leur produit
est de type (m -+ p, n -+ q).

Soient X une variété mixte, 4 un sous-ensemble de X et p et ¢ deux entiers
tels que 0<p<m, 0 <g<n. On dit que A est une sous-variété mizte de type
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(p; @) de X si, pour tout point @ € 4, on peut trouver une carte locale h: U — D
CR"XCr de X telle que ae U et que UN A = h(Rrx {0} x Cex {0}). Hvi-
demment, on a alors sur A une structure de variété mixte et une seule avec
le propriétés suivantes:

(2) Vinelusion 7,: 4 — X est une application morphe;

(b) pour toute variété mixte X’ et toute application p: X'— A4, ¢ est
morphe si et seulement si 7,09 Pest.

Lorsque p = 0, on dira que 4 est une sous-variété complexe de X.

Soit X une variété mixte fixée. Le faisceau structural Oy est certainement
un faisceau de C-algébres. Pour tout ouvert U de X, les fonctions fel(U, 0y)
seront appelées fonctions morphes sur U; ce sont exactement les applications
morphes de U dans C, ot C est considéré comme modele de type (0, 1).

D’une maniére analogue, on appelle fonction morphe réelle sur U toute ap-
plication morphe de U dans R, olt R est considéré comme moddle de type (1, 0).
Les fonctions morphes réelles sur les ouverts de ¥ forment un sous-faisceau
de R-algébres de Oy; on le désignera igi par 0.

Notons que la variété mixte X est purement réelle si et seulement si
0y Xi0, = 0y, et purement complexe si et seulement si 0; = R.

Soit « un point fixé de X. Les fibres de 0y et @; dans le point @ seront
désignées par Oy ot Q’m respectivement; la premiére est une C-algébre locale
& corps résiduel C, et la seconde une R-algébre locale & corps résiduel R.

Considérons l'espace vectoriel complexe Derg (0x ;) des dérivations de I'al-
gebre Oy.. Les dérivations qui prennent des valeurs réelles sur (O;m forment
un sous-espace vectoriel réel de Derg (0x,); on le désignera par 7(X),. De
méme les dérivations qui s’annullent sur 0 , forment un sous-espace vectoriel
complexe de Derg (Oy,) qui sera désigné par T,(M),; manifestement 7,(X),
est un sous-espace vectoriel réel de 7(X),.

Nous considérerons 7(X), comme espace vectoriel mixte de composante
complexe 7')(X), et nous dirons que cet espace vectoriel mixte est Pespace tan-
gent mizte & X dans le point #; la composante réelle de 7(X), sera désignée par
Ty(X)ey done Ty(X),= T(X)e/To(X)..

Notons que la variété mixte X est de type (m, n) si et seulement si Vespace
vectoriel mixte 7'(X), est de type (m, n), i.e. Pespace vectoriel réel T,(X), est
de dimension m et Pespace vectoriel complexe 7(X), de dimension n.

Soit maintenant g: X — ¥ une application morphe de variétés mixtes et
soit weX. La composition avec ¢ & droite définit une application

* .. - . . I ’ . PN
Py: Op gy Uz qui induit une application ¢*: row > O .. La premiére
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est un morphisme de C-algébres et la seconde un morphisme de R-algébres;
toutes les deux sont évidemment locales.

La composition avec (p: 4 droite définit une application R-linéaire
dp.: T(X)y—>T(Y),,, quiinduit une application C-linéaire d,,: Ty (X)—T1(Y)
et une application R-lineaire dygp,: T2(X), — T.(¥)

@z}

6]

Par suite, dp, est un morphisme d’espaces vectoriels mixtes & composante
complexe d,p.; on Pappelle Papplication linéatre tangente & ¢ aun point .

On dit que Papplication morphe ¢: X — ¥ est une immersion locale aw point
@ (resp. submersion locale aw point @) si les applications dg,, d,p, et d,p, sont
injectives (resp. surjectives). On dit que ¢ est une immersion (resp. sub-
mersion) si elle Pest dans tous les points. On dit que ¢ est un plongement si
@ est une immersion et un homéomorphisme sur l'image, et un plongement
fermé si ¢ est un plongement et @(X) un sousensemble fermé de Y.

Notons que ¢ est une immersion au point # si et seulement s’il y a un
ouvert U contenant «# dans X et un ouvert V contenant ¢(U) dans Y tels
que 'on ait une factorisation de la forme

gt U->UXD"V,

o D est un modéle, 0 € D, ¢ application = +— (z, 0) et 7 un isomorphisme de
variétés mixtes (théoréme de l'immersion locale). Analoguement, ¢ est un
submersion locale au point x si et seulement s’il existe un ouvert U contenant x
dans X et un ouvert V contenant ¢(U) dans Y tels qu’on ait une factorisation
de la forme

Pt U 2> XD 22, T,

ou D est un modéle et b un isomorphisme de variétés mixtes (théoréeme de la
submersion locale).

Moyennant le théoréme de I'immersion locale on voit que ¢ est un plonge-
ment si et seulement si p(X) est une sous-variété mixte de ¥ et Papplication
p: X — @(X), induite par ¢, un isomorphisme de variétés mixtes.

On dit que ’application ¢: X — ¥ est C-analytique aw point x lorsque
Papplication dup,: Ty(X),— To(Y),,, est injective, et C-analytique tout court
si @ est C-analytique dans tous les points de X.

Par exemple, les immersions sont des applications C-analytiques et elles
sont les seules lorsque X est purement réel. Notons que I’application morphe ¢
est C-analytique au point @ si et seulement s’il y a un ouvert U contenant z
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dans X et un ouvert ¥ contenant @(U) dans Y tels qu’on ait une factorisation
de la forme
Ppt UL VXD 2, 7

ot D est un modéle purement complexe et j un plongement fermé (théoréme
de Papplication C-analytique).

Sila variété mixte ¥ = § est purement réelle et p: X — 8 une application
C-analytique, alors on voit moyennant le théoréme de Papplication C-analytique
que les fibres X(s) = ¢~i(s) de @ sont toutes des sous-variétés complexes
de X. (Lorsque Y est une variété mixte quelconque, les fibres X(s) de ¢,
annelées dans le sens de Grothendieck, sont des espaces complexes !).

Notons aussi que, pour X de type (m, n) et Y==8 purement réelle, Pappli-
cation morphe ¢: X — 8 est une submersion C-analytique si et seulement si
Papplication d,p, est bijective en tout point & de X, et si et senlement si @ est
une submersion et dim § = m.

2 - Familles différentiables de variétés complexes

On a vu que, si X est une variété mixte, § une variété différentiable et
p: X — § une application C-analytique, alors les fibres X(s) = @~(s) sont
toutes des sous-variétés complexes de X. Par suite, la définition suivante est
tout & fait légitime.

Déf. Une famille différentiable de variétés complexes est une variété mixte X
munie d’une application C-analytique p: X — 8, ot § est une variété différen-
tiable. On dit que ¢ est Dapplication structurale de la famille et S la variété
des paramétres.

Une variété mixte X est dite d& suffisamment de fonctions morphes réelles
si, pour tout point # € X, il existe une application morphe ¢: X — R? qui soit
C-analytique au point «; évidemment il ¥ en a alors une avec p=m si X est
de type (m, ).

Notons d’abord Ia proposition suivante.

Proposition 1. 8¢ la varidié mizte X de type (m, n) est séparée, a base
dénombrable, et & suffisamment de fonctions morphes réelles, alors il existe une
application C-analytique ¢: X — R,

Autrement dit, toute variété mixte, de type (m, n), séparée, & base dénombrable
et & suffisamment de fonctions morphes réelles, admet une réalisation comme famille
différentiable de variétés compleves avec S = R,
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(Cetite proposition, démontrée dans[14], est liée au théoréme du plonge-
ment des variétés de Cartan).

On se demande maintenant si de telles réalisations existent sans hypo-
thése de séparation et dénombrabilité, et méme §’il y en a une préférée.

Soit Zy la catégorie des paires (S, @), out § est une variété différentiable et
@: X — § une application morphe; un morphisme de (8, ¢) & (8', ¢’) dans la
catégorie &y est simplement une application 6: § — 8', de classe C%, telle
que ¢'== foq. Soit, en outre, #% la sous-catégorie pleine de Z; constituée par les
paires (8, @) telles que Papplication ¢: X — § soit C-analytique; c’est done
la catégorie des réalisations de X comme famille différentiable de variétés
complexes.

Si T est un espace annelé et p une rélation d’équivalence sur 7, alors
Pespace quotient T'y= T'/p sera considéré comme espace annelé avec le fai-
sceau structural ¢, défini, pour tout ouvert ¥V de T, par

IV, 0,) = {f: V — Clfome I'n(V), Ox)} ,

ot w: T — T, est I'application canonique.

Si X est une variété mixte & suffisamment de fonctions morphes réelles, nous
considérerons ici deux relations d’équivalence, R et R’, sur X, ol (#,y) € B si
ot seulement §’il existe une sous-variété complexe connexe de X joignant @
et ¥, et (z,y) e R’ si et seulement si f(o) = f(y) pour toute fonction morphe
réelle f sur X.

Kvidemment R' est une relation d’equivalence et Rc R’; un contre-
exemple & 1'égalité est le modéle X=RX C\{0} X8, ot 8'={ze C||z|=1}.

Théoréme 1. Soit X une variété mizie, de type (m,n), & suffisamment
de fonctions morphes réelles. Alors:

(a) R est une relation @equivalence. Les classes d’équivalence mod R sont
les sous-variétés complexves connexes fermées de dimension n de X.

(b) Le quotient annelé X,= X|R est une variété mizte de dimension m et
Dapplication canonique mp: X —> Xp est une submersion C-analytigue

(¢) La paire (X g, 5tg) est un objet initial dans chacune des catégories Ry 6t R .

(C’est I’énoncé exact du théoréme 1 dans[13] dans le sens que le quo-
tient X, n’est pas en général séparé méme si X Uest. On trouve i¢i une motiva-
tion de considérer des variétés mixtes non nécéssairement séparées!)

Démonstration. Nous dirons quune carte locale h: U — D de X est
une carte spéeiale si D = D' X D" avee D' un modele purement réel et D" un
modéle purement complexe connexe, et la partie réelle ' de % est induite
par une application morphe f: X->Rm,
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Puisque X est & suffisamment de fonetions morphes réelles, il existe une
application F' = (f,),.,: X — R’, dont les composantes f, soient des fonections
morphes, et ayant la propriété suivante: pour tout point ¢ € X il existe des
indices 4,,...,%, eI et une carte spéeiale 7= (B, h"): U — D' X D" telle que
a€ U et que les composantes &, wooy by de B’ soient induites par les fonctions
Figyoeos fipye

Puisque les composantes de F' sont des fonctions morphes réelles sur X, il
est clair que, pour une telle carte, on a

F1F(a) N U = kY({/(a)} x D") .

Ceci signifie que la fibre -1 F(a) est une sous-variété complexe, de dimen-
sion #, de X. On en déduit immédiatement que R est une relation d’equi-
valence et que les classes de R-équivalence dans X sont exactement les com-
posantes connexes des fibres de ¥, et exactement les sous-variétés complexes
connexes fermées de dimension » de X, ce qui prouve P'assertion (a).

Nous démontrerons maintenant que Papplication zp: X — X, est ouverte;
on posera n = sz, En effet, soient W un ouvert de X, bean(W) et soit
ceW tels que 7(b) = m(c); on a done m{¢) = I, ol I" est la composante con-
nexe de F'-*F(c¢) qui contient les points b et e.

Soit I Pensemble des points z eI ayant la propriété qu’il existe un voi-
sinage ouvert U, de = tel que s( U.) cn(W). Alors I est ouvert relativement
a I'et cel”. Soit el un point adhérent & I et soit h: U — D' x D" une
carte locale spéeiale de X telle que ae U.

Puisque @ est adhérent & I, il existe un point ze U N IY et un ouvert
A" X A"cD’ X D" tels que hiz) € A’ X A" ot que (b4’ X 4"))ca(W). Bvidemment
W(@)=1N'(a), done a € h-1(A’xD"), et (Y4’ X D")) = (A" X A")) c n(W),
d’ott a1,

Par conséquent I"= I, et en particulier b € I". Ceci signifie que I'ensem-
ble 7~(m(W)) est ouvert dans X, c'est-d-dire que 7(W) est ouvert dans
Xp= X/R. Ainsi w est une application ouverte.

1l est facile de voir maintenant que toute carte locale spéeiale ii: U —> D' ¢ D"
induit un isomorphisme d’espaces annelés % : q(U) — D', ce qui prouve I’as-
sertion (b). '

Enfin (¢) résulte aisément de (a) et de (b).
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Corollaire 1. (8, @) est un objet initial de Ry st et seulement si @ est une
submersion C-analytique surjective et & fibres connewes.

Corollaire 2. Soit X une variété mizte séparée et a suffisamment de
fonctions morphes réelles. Alors les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) Lespace quotient Xy est séparé,
(ii) Il existe wne variété différentiable separée S et wune application
C-analytique @: X — 8 a fibres connexes.
(iii) R = R".

Démonstration. (i) = (ii) résulte du Théoreme 1, et (iii) = (i) est
banale.

Prouvons que (ii) = (iii). Soit (z,y) e R'. Puisque § est une variété dif-
férentiable séparée il est clair alors que @(®) = g(y). Par suite (z,y)€X(s)
pour un point s€ 8 et, comme ¢ est & fibres connexes, on en conclut que
(z,y) € R.

Exemple. Pour X = RXC\{0}x8, ou S*= {zeC||z| =1}, R+#R',
done X, n’est pas séparé.

Nous allons décrire maintenant une classe importante de variétés mixtes
séparées et & suffisamment de fonctions morphes réelles qui se réalisent comme
familles différentiables de variétés complexes connexes dont les varétés des
paramétres sont séparées.

Déf. TUne variété mixte séparée X, de type (m, n), est dite propre si:

(1) X est & suffisamment de fonctions morphes réelles.

(2) Toute sous-varété complexe connexe fermée de dimension n de X
est compacte.

Théoréme 2. Soit X wune variété miwte séparée et & suffisamment de
fonctions morphes réelles. Alors X est propre si et seulement st Pespace quotient Xy
est séparé et Uapplication canonique m: X - Xy est propre.

Démonstration. L’assertion si est immédiate. Nous allons démon-
trer Passertion seulement si.

Soient I" et I deux points distinets de Xjy. Considérons Papplication
F: X — R utiligée dans la démonstration du Théoréme 1.

Manifestement ' est constante sur I' et sur [, Si F(I") 7 F(I"), on prend
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deux voisinages disjoints, V et V', de F(I') et F'(I") dans R’; alors a(F-1V))
et w(F-}(V")) sont deux voisinages disjoints de I" et I dans X,.

Nous allons examiner maintenant le cas F(IN=F(I"); soit X°(t,)=F(I").

Puisque la famille des composantes connexes de la fibre F-1(t,) est locale-
ment finie évidemment, on peut écrire Yty =I"ul"N 4, avec A un en-
semble fermé de X tel que ANT"'= A NI"=¢. Comme I" et I sont des
compacts disjoints, on peut trouver deux ouverts relativement compacts U
et U' de X, tels que I'c U, I"c U, UNnU =0et ANT=4Nn T =g,

Soient B = U\U et B'= U'\U’; ce sont des compacts de X,

Si FyV)yn(Bu B’) # 0 pour tout ouvert V 51, dans R, alors les ensem-
bles F-{V) N (B U B') formeraient une base de filtre sur le compact B U B/,
done il existerait un point @ e N FYV)n(BuU B'), ou V parcourt le filtre des
voisinages de t, dans R’ 4

Mais alors on aurait nécessairement F(z) = {t,}, done =eF-(i,) =
I'vl"UdetzeBUPR, ce qui est une contradiction.

Il s’ensuit qu’il existe un voisinage ouvert V de t, dans R’ tel que
FYVYNB =FYV)N B = §.

Les ensembles Uy=F-Y(V)N U et U, = F-YV)N T’ sont ouverts, di-
sjoints et R-saturés dans X; par suite a(U,) et m( U;) sont des voisinages
ouverts disjoints de I" et I dans X,. Ainsi X, est séparé. Comme 5 esh
continue, ouverte, surjective et i fibres connexes compactes, on en deduit
7 est propre.

3 = Théoréme de la base

Une variété mixte séparée X est dite O-séparée au point v € X 8l existent
deux entiers non-négatifs P et ¢ et une application morphe f: X — RPXx Cs
qui soit C-analytique au point z et telle que z soit un point isclé dans la fibre
(f(@)). On dit que X est O-séparée si elle est en tout point z € X.

Notons que toute variété mixte @-séparée est 4 suffisamment de fonctions
morphes réelles.

H. Grauert[6] & démontré le théoréme suivant (pour une démonstration
alternative voir[11}):

8i X est une variété complexe O-séparée, alors X est a base dénombrable si et
seulement si Vensemble des composantes conmeves de X est au plus dénombrable.

Nous démontrons maintenant le suivant théoreme de la base.

Théoréme 1. Soit X une variété mixie O-séparée. Alors X est 4 base
dénombrable si et seulement si Uespace quotient Xp—= X|R est a base dénombrable.

Déf. Soit X une variété mixte. On dit qu'un ensemble fermé 4 de X
est un ensemble morphe si, pour tout point a€ 4, il existe un voisinage
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ouvert U de @ dans X, un entier non-négatif N et une application morphe
f: U — C¥ telle que 4 N U = {~40).

Si 7: X — 8 est une réalisation de X comme famille différentiable de va-
riétés complexes et si A4 est un ensemble morphe dans X, alors, évidemment,
pour tout point se S, A(s) = 4 N X(s) est un ensemble analytique fermé
dans la variété complexe X(s). Dans ce cas, on posera codim (4)=
inf -codim A(s).
sES

Remarque. Les théorémes de prolongement de Riemann s’étendent
au cas des familles différentiables de variétés complexes comme suit.

Soit z: X — S une famille différentiable de variétés complexes, 4 un
ensemble morphe dans X et f une fonetion morphe sur X\ A. Alors f admet un
prolongement morphe sur X dans chacune de deux situations gsuivantes:

(a) f est localement bornée relativement & X eb codimg (4)>1,

(b) codim, (4)>2.

Déf. Soit X une variété mixte et soit N un entier, N>1. Pour tout
f=(fi, ..., fx) € [(X, Ox)¥ et tout @ € X, on désignera par L.(f) Pidéal de Ox.
engendré par les germes (au point « des fonetions) f; — fi(%), ..., fo — In(®).

Lemme 1. Soit X une variété mizte et soit p e N. Alors

(a) Pour tout fe I'(X, Ox)¥, Uensemble
A,(f) = {w e X |dimg Ox o/ L(f) > P}

est morphe dans X.
(b) Pour tout « e X, Pensemble

Fp(w) = {f EF('XJ QX)Nldlmc @X,z/Ia:(f)>p}

est fermé dans I'(X, Ox)¥ pour la topologie canonique (i.e. la topologic de la
O -convergence compacte).

Démonstration. Poubt tout faisceau localement libre & sur X et tout
keN, on désigne par JH(F) le fibré vectoriel morphe sur X avec les fibres
JHF) = F jm" F, et avec les trivialisations locales évidentes, et par
7m: JHF) — X Papplication canonique.

Nous considérons ici le cas F = 0}, Soit

M, = {ue JY0F) |codim I(u) >p} ,
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ot I(u) est l'idéal de Oxo/mi™ engendré par les éléments Uy — Uy (@), ...,
Uy — Un(T).

On voit alors, de la méme maniére que dans le cas purement complexe
(c¢f. Forster[5]), que M, est un ensemble morphe dans J*(0F).

Nous choisirons un entier & tel gquon ait k -+ 1>p. Pour tout point @ € X,
considérons Papplication canonique

s (X, 0% JH )
pour tout fe I'(X, 04, soit
Jrf: X —JHOY)  Tapplication # - 7).

On  voit alors facilement, moyennant le lemme de Nakayama, que
A(f) = (§*f)~1(DL,). Comme, évidemment, Papplication j*f est morphe, on
en déduit que A,(f) est un ensemble morphe. D’autre part, pareillement,
F(x) = ()-3(M,). Comme Papplication j* est continue pour les topologies
canoniques de I'(X, 0;)¥ et de JE(03F), on en déduit que I, (#) est un ensemble
fermé dans ['(X, 0y).

Lemme 2. Soit 7: X8 une famille différentiable de variétés complexes
et soit Ac X un ensemble morphe avee codimg (4)>1. Alors Vapplication de
restriction

0: ['(X, Oy) — (XN 4, 0y)

est un plongement despaces vectoriels topologiques (pour les topologies canoniques).

Démonstration. Vu le caractére local de I’énoncé, on peut supposer
7 une submersion C-analytique. Evidemment ¢ est une application linéaire
continue injective. Soit ae 4 et soit h:l — T XD une carte locale de X,
avec U un voisinage ouvert de a, V un voisinage ouvert de S = z(a) et
D un ouvert de Cv, et telle que la premiére composante de % soit induite
bar sr; on supposera que 0 € D et que ha) = 0.

D’aprés Phypotheése faite sur A, on a néeessairement n>1. Fn outre, si
le voisinage ouvert U de « est assez petit, on peut trouver une fonction
Fel(VXD, Oyc.) telle que B, p=0, mais F(s,, 2) == 0 sur D. Aprés un
changement linéaire de variables dans C» et restriction convenable de U, on
peut supposer que D = D, X...xD, = D'XD, est un polydisque de centre
0 dans C» et que F(s,, 0, 2,) == 0 sur D,, olt O’ est Vorigine de C»-1,

11 en résulte alors qu'on peut trouver un voisinage compact K’ de (8, O')
dans VX D' et un disque compact K, de centre O dans C et contenu dans D,
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tels que F(s, 2/, 2,) 70 lorsque (s,2') € K’ et 2,€0K,, done (A)N(K' X 0K,)= 9.
Il s’ensuit, d’apres le principe du maximum, que

sup |f| = sup |f]  pour tout fe I'(V XD, Osucn), ete.
% E'XOK,

E'XE,

Dans la démonstration du théoréme de la base on utilisera aussi le résultat
suivant (de type Poincaré-Volterra-Stoilow)

Théoréme 2 [10]. Soit X un espace topologique connexe, localement con-
nexe, localement compact et localement & base dénombrable et soit ¥ un espace
topologique séparé (& base dénombrable). S’il existe une application continue
0-dimensionelle p: X — ¥, alors X est 4 base dénombrable.

(Rappelons que X est dit localement & base dénombrable si tout point de X
a un voisinage & base dénombrable. Pour X localement compact et Y séparé,
on dit d’>une application continue ¢: X — ¥ qu’elle est 0-dimensionelle lorsque
les fibres X(s) = ¢~Ys) de ¢ sont toutes totalement discontinues).

Démonstration du Théoréme 1. Tlassertion seulement si est tri-
viale. Nous démontrerons donc I’assertion si; 1'idée sera celle de [10].

La question étant de caractére local sur S= X, on peut supposer que S
est un ouvert connexe de R». Soit alors fi,...., fn les composantes de 7 = mp.

Soient ¢ € X un point fixé et s, = m(a). Puisque la variété mixte X est
0-séparée, on peut trouver un entier N>m et des fonctions morphes fui1y ..., fu
sur X telles que a soit un point isolé de la fibre ¢~*p(a) de Iapplication
C-analytique

@ = (fry ey fv): X — R X C¥—m;

on peut supposer évidemment que @{a) = 0.

Soit S (@) c Oy Pidéal engendré par les composantes fi, ..., fv de @, considé-
vées comme sections globales du faiscean Uy, et soit Z le sous-espace annelé
de X (dans le sens de Grothendieck) défini par I'idéal #(p). On a alors
Z = ¢~1(0) comme espace topologique et £, (p) = L), ot F.(p) est la fibre
de #(p) au point = et I(p)=1I.(g) pour ge I'(X, 0.)" constitué par les com-
posantes de g¢.

Puisque Papplication ¢ est C-analytique, on voit aisément que Z est un
espace complexe. Puisque a est un point isolé de ¢=*(0), lalgébre 0, [I.(¢p)
est artinienne (d’aprés le théoréme des zéros de Hilbert).

Soit p = dimg Oy ,/To() et soit A= {we X |dimg Ox./I(p) > p};

alors A est un ensemble morphe (d’aprés le Lemme 1) et a ¢ 4.
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Comme Papplication 7 est ouverte et & fibres connexes, on peut trouver un
voisinage ouvert connexe S’ de s, dans S tel que’on ait codim .A(s)>1 pour
tout point s € §'. Vu le caractere local par rapport & S du théoréme on peut
supposer que 8’ = 8.

Soient 7z, et g, les réstrictions & X'\ A des applications z et ¢ respectivement.
Alors my: X\ A — 8 est une famille différentiable de variétés complexes con-
nexes; comme S= m(X\4) est supposé connexe, la variété X\ .4 est connexe
anssi.

Tividemment, tout point me X\ A est isolé dans la fibre g tp(x), done
Papplication ¢, est 0-dimensionelle. Il en résulte, d’aprés le Théoréme 2, que
la variété mixte X'\ 4 est & base dénombrable, done I'(X\4; 0y) est un espace
de Fréchet séparable pour la topologie de la convergence compacte.

D’apres le Lemme 2, I'(X, 0y) est également un espace de Fréchet séparable.

Soient {f,|v €N} un ensemble dénombrable dense dans (X, 0y), tel que
fis..vs fm sOlent les composantes de 7 (ici fy, ..., f,, sont considérées comme sec-
tions globales du faiscean @), et soit f: X — C™ application de composantes fos
py e N.

Puisque la variété X est @-séparée, on voit & P’aide du Lemme 1 (b), que
Papplication f est 0-dimensionelle. Puisque lespace produit CV est séparé
et & base dénombrable, un nouveau recours au Théoréme 2 fournit le résultat.

4 - Une formule de type Kiinneth pour la cohomologie a supports compacts

Sauf mention expresse du contraire, toutes les variétés considérées doré-
navant seront supposées séparées et a4 base dénombrable.
On démontrera ici le théoréme suivant

Théoréme 1. Soit 8 wune variété différentiable, D = D,X...XD, un
polydisque dans C* et X = Sx.D. Alors on a

HYX, 0y) — 0 . o lorsque g #n
e T T8, €)@ HYDy, 0,)® ... R HYD,, 0,) lorsque q = n.
(Tei ¢ désigne supports compacts et & le produit tensoriel complété qui sera
défini ci-dessous. Le polydisque D peut étre remplacé par n’importe quel ouvert

de C* ayant la forme O = 0, X...xX2,).

Pour la démonstration nous utiliserons une formule de type Kiinneth pour
les complexes dans le catégorie LF établie dans[11]. Nous la rappelerons iei
en version bornologique. Naturellement le corps de base sera C.

Soit ebc la catégorie des espaces bornologiques de type convexe (cf. Hou-
zel[9]). Dans la suite les termes fermé, séparé et complet seront pris dans le
sens bornologique,
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Tout espace de Fréchet I’ sera considéré comme espace vectoriel bornolo-
gique avec la bornologie de von Neumann associée. Puisqu'une application
linéaire d’espaces de Fréchet est continue si et seulement si elle est bornée,
on voit que la bornologie de von Neumann plonge pleinement les espaces de
Fréchet dans la catégorie ebe.

Précisons maintenant deux termes utilisés ci-aprés et concernant les
limites inductives dans la catégorie ebe. Soit & = (B;y %5),e, un systéme
inductif dans la catégorie ebe, on I est un ensemble ordonné filtrant non-vide.
Soient B = lim B, dans ebc et u;: I, — B, i eI, les applications canoniques.
Nous dirons que le systéme inductif & est séparé si Iespace bornologique 7
est séparé (i.e. si Pespace #7%(0) est fermé dans I, pour tout ieI), et de type
dénombrable lorsque l'ensemble ordonné filtrant I admet un sous-ensemble
cofinal dénombrable.

Nous désignerons par LF (resp. LFN) la plus petite sous-catégorie pleine
de ebe qui contient les espaces de Fréchet (resp. les espaces de Fréchet nu-
cléaires) et est stable par limite inductive filirante séparée de type dénombrable.

(Notons que dans[11] ces deux catégories sont définies d’une manicre
intrinseque).

Par définition, LFIN est une sous-catégorie pleine de LF; on dit qu'un
objet de LF est nucléaire s'il est un objet de LFN.

Evidemment tout objet de LF est une espace bornologique de type convexe
séparé complet. De plus, la catégorie LS des espaces de Silva est une sous-
catégorie pleine de LF (cf. H. Hogbe-Nlend [8]).

Notons que, si F et I' sont des objets de LF (vesp. LFN) et si H est un
sous-espace vectoriel bornologique fermé de I, alors EXF, H et E/H sont
aussi des objets de LF (vesp. LFN).

I1 est aisé de voir qu’il existe un (et, & des isomorphismes fonctoriels pres,
un seul) foncteur &: LFx LFN — LF tel que

(a) 81 I et I' sont des espaces de Fréchet et I nucléaire, alors
EQF=EQ F=ER,TF.

(b) ® commute avee les limites inductives filirantes séparées de type
dénombrable, en chaque variable.

Pour tout e LF et tout #'e LFN, nous dirons que B® I est le produit
tensoriel complété de B et F.

Notons que, si I/ et I' sont tous les deux nucléaires, alors leur produit ten-
soriel complété B I est aussi. On a le théoréme suivant.

Théoreme 2 [11]. Soient B et ¥ deux complexes bornés et & cohomolgic
séparée d’espaces vectoriels bornologiques. On suppose que B e LF et F* e LFN
pour tout ne Z. Alors le complexe simple associé aw complexe double H & "
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est 4 cohomologic séparée et, pour lowl entier n, Uapplication canonigue

A @ 1) — @ H(I7) @ HY(I)

pHa=n
est un isomorphisme d’espaces vectoriels bornologiques.

Rappelons que, dans le cas de Fréchet, ce résultat est du & Grothendieck [157.

Soit maintenant X une variété différentiable. On désigne par e(X) les
compacts de X et par &y le faisceau des fonctions complexes de class C% sur
les ouverts de X, donc &y = O lorsqu’on considére X comme variété mixte,
Pour tout ouvert U de X, I'(U, &) muni de sa toiaologie canonique, est un
espace de Fréchet nucléaire,

Si A est un ensemble fermé de X, Pensemble

FA(Xy Ex) = ffEI'(X, (”01){ f!X\A: O}

est un sous-espace vectoriel fermé de I'(X, &%), done également un espace de
Fréchet nucléaire. En outre, si A et B sont deux fermés de X et A c B, alors
Iy X, &) c Iy X, &x) et Papplication d’inclusion iy, €St continue.

La bornologie canonique de I')( X, &) est, par définition, celle pour laquelle on a

Iy(X, &) =1m I'y(X, &),

—
HeelX)

dans la catégorie ebe; il est clair que I(X, &%) est alors un objet de LFN.
Notons que, lorsque X = R=», (X, &) n’est rien d’autre que ’espace
2(R™) complexe de L. Schwartz (cf. H. Hogbe-Nlend [8]).

Lemme 1. Soient X et Y deusw variétés différentiables ¢t Z =X XY la
varété produit. Alors, Vapplication canonique

‘FC(‘X7 gk’)@—rc()r} (9@1’) —>P0(Z7 (5’7)
est un isomorphisme d’espaces vectoriel bornologiques.

Démonstration. D’abord on connait bien que Papplication canonique
du Lemme 1, mais avec [” au lieu de I, est un isomorphisme d’espaces
de Fréchet (e.g., Tréves [197).

Pour tout fermé 4 de X on a la suite exacte A’espaces de Fréchet nucléaires

O*FJ(X, gx) %I‘(X,éux) '“’F(X\.A,, éax)-
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Par application du fonctewr B -—+H & I(Y, &), et compte tenu de
Pisomorphisme précédent, on obtient un isomorphisme canonique

TiX, )@ I(Y, 6,) 2> T2, &) .

Pour tout fermé 4 de X et tout fermé B de Y, on a le diagramme commutatif
d’espaces de Fréchet

0= TI(X, )R IYY, &) — (X, &) I®‘ Y, &) —Iy(X, )R I(YB, &)
; ]

v v \4
0 — I Z, &) C = L Z, &) = Iirnm (A X(YN\B), &)

dont les lignes sont exactes et les deux fleches verticales & droite des isomor-
phismes. On en obtient un isomorphisme canonique d’espaces de Fréchet

FA(“Y} éd}‘.) ® FB(}-f} édy) s FAXB(ZY gZ> .

Le lemme s’en déduit par passage 4 la limite inductive suivant 4 e ¢(X)
et Beo(Y).

Lemine 2. Soient S une variété différentiable, D = D;X...X D, un poly-
disque dans C" et X = § XD. Alors on ¢ un isomorphisme canonique de com-
plexze (dans LFN)

T(X, 6¢) =TS, 6)Q Dy, 65)Q ...  Tu(D,, 657,

ou &Y est le faiscear des formes différentielles de type (p,q) sur X.

Démonstration. Par application du Lemme 1 on obtient immédiate-
ment les isomorphismes de complexes

FC(X, é}?y’) = Fc(S) éo,g)@rC('D’ (5&;") b
TyD, 65) = I'(Dy, 63)® ... Q I'(D., €5), et

Démonstration du Théoréme 1. D’abord on voit que, pour tout 1,
le complexe

0 "?FC(Di, éo)_>' FC(‘Di, éﬂo,l) -0

est acyclique en degré 0 et & cohomologie séparée en degré 1. Pour le voir il
suffit d’appliquer le principe du prolongement analytique et la formule de
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Cauchy généralisée qui donne, pour tout 4 et tout compact K c D,, Pégalité

(Im 9) N Ig(D;, £91) =

{faze I'.(D;, &>Y)| [ Jf_—i% dzA\dZ = 0 pour tout (e D,\K}

I1 en résulte, d’aprés le Théoréme 2, que le complexe
I'y8, &)R I'(Dy, 6*)®...R IL(D,, 8™)
est acyclique en degré s4n et a4 cohomologie séparée égale
I'(8, &)Q HYD, 0,)® ...Q0 HYD,, 0, )

en degré n. Maintenant il suffit d’appliquer le Lemme 2 et le théoréme de
de Rham abstrait.

5 - Cohomologie 3 supports compacts

Soit X une variété mixte de type (i, n), fixée; on la supposera toujours
séparée et 4 base dénombrable, sauf mention expresse du contraire.

Un Oymodule F est dit cohérent si, pour tout point # de X et tout entier
d>0, il existe un ouvert U de X, contenant le point z, et une sunite exacte de
~ 0,-modules

Ot > O - F |, —0
avee O, = Oy, ot p, des entiers >0.

De méme, si 4 = 0y, pour un point # de X, un A-module M est dit
cohérent §'il existe une suite exacte

Lo o Ly S M 0

avec L; des A-modules libres de type fini pour ¢€N. Pour M =0, on dit
qu'une telle suite exacte est une résolution libre minimale de M lorsque
o;®ide = 0 pour tout entier i>1.

Pour tout 4A-module cohérent M 540, il existe une résolution libre mini-
male L. M, unique & des isomorphismes fonctoriels prés; on définit alors
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la dimension homologique de M par
dby(BL) = sup {¢|L; 50} .

On a toujours 0 < dh, (M) <m -+ n, dh, (M) = 0 si et seulement si M est libre et
Tory (M, C)s:0 pourd = dh, (M).

On pose, par définition, dh, (0) = — 1.
Si & est un Oy-module cohérent, on définit la dimension homologique de F
par dhy (F)= sup dh@x (F2).

z€X

On a done dhy (F) = —1 lorsque &F = 0, 0<dhy_(F)< m -+ n lorsque
F #0, et, pour X connexe, dhy (F) = 0 si et seulement si F est locale-
ment libre. (Pour les démonstrations on renvoit a[14]).

Déf. Pour tout Or-module cohérent F s£0, on définit la codimension
homologique de & par codhy, (F) = m + n— dhy, (F).

On a done O0<codhy (F)<m -+ n

et, pour X connexe, codhy, (F)=m + n si et seulement si F est locale-
ment libre.

Déf. [12],[14]. TUne variété de Cartan est une variété mixte X, qu’ on
ne la suppose pas & priori & base denombrable, telle que:

(¢,) Pespace quotient X/R est & base dénombrable;

(¢)) X est O-convexe, i.e. I'ensemble

K = {we X||f(»)| <sup [f| pour tout fel'(X, Ox)}

est compact pour tout compact I de X;
(c,) X est O-séparée (cf. 3).

Notons que, ’aprés le théoréme de la base, toute variété de Cartan admet
une base dénombrable; par conséquent la définition actuelle des variétés de
Cartan, quoique plus économique, équivaut & celle de[12],[14]. Notons aussi
que les variétés de Stein sont exactement les varétés de Cartan purement
complexes (d’aprés le théoréme de caractérisation de H. Grauert[6]).

Lorsque X est une variété de Stein et & un Oy-module cohérent, un théoréme
bien connu, d& essentiellement 3 Serre[16],[17], affirme que HYX, F) =0
pour ¢ < codhy (F).

Nous démontrerons ici le

Théoréme 1. Soient X une variété de Cartan, F un Or-module cohérent
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et @ X — 8 une réalisation de X comme famille différentiable de variétés complexes
{avee S séparée). Alors

HYX, F)=0 powr q< codh, (F)—dim S

La démonstration de ce téoréme utilise 4 ingrédients principaux: le théo-
réme du plongement des variétés de Cartan, la stabilité de la codimension
homologique par plongement fermé de variétés mixtes, le théoréme A’ et la
formule de Kiinneth établi dans 4. Pour le théoréme di plongement et le théo-
reme A’; on renvoit 4[14]. Nous démontrerons ici la stabilité de la codimen-
mension homologique.

Notons d’abord que, si ¢: X — ¥ est un plongement fermé de variétés
mixtes et & un Opmodule cohérent, alors s F est un O,-module cohé-
rent (cf. [14]).

Proposition 1. Soient p: X =Y un plongement fermé de variétés
miztes et F un Op-module cohérent. Alors

G g
codhy, (@ F) = codh, (F).
Démonstration. Par application du théoreme de Pimmersion locale et
une induction évidente, on se raméne & démonstrer I'assertion suivante
Soient B = R»x C* B = B0y t UnC des fonctions coordonnées t,, veey bt
de B et A= BjtB. Alors, pour tout A-module cohérent non-nul M, on

dh, (M)= dh, (M) } 1.
Pour la démonstration on fera induction sur d = dh, (M),

Lorsque d = 0, M est libre, disons M=A», et Passertion résulte de la suite
exacte de B-modules

0Bt B2 4 -0,

qui fournit une résolution libre minimale de 4 comme B-module; par consé-
quent la suite exacte

0 —DBr L. R % 31 g
fournit une résolution minimale de M comme B-module, done dh, (M) = 1.
Le cas d = 1. Soit

0475 de 2y M 50
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une résolution libre minimale de M comme A-module. Alors Papplication
A-linéaire « g’étend d’une maniére évidente & une application B-linéaire
f: Br—> B

Considérons la suite exacte de B-modules

0 —Br * BrXBi % Bt M -0,

g =eoflt, wu(fy= (tf,—p(), vlf,9) =B +tg

pour f € B? et g & B. On voit aisément que cette suite est une résolution libre
minimale de M comme B-module, donc dh, (M) = 2.

Le cas d>2. Soit
0> M —A?» > M -0

une suite exacte de A-modules telle que application ¢®id; soit bijecti-
ve (lemme de Nakayama). Alors M’ est un A-module cohérent non-nul et
dh, (M') = dh, (M) —1. Il s’ensuit, d’aprés I'hypothése de l'induction, que
dh, (M) = db, (M) 4 1 = dh, (M).

D’autre part, pour ¢>2, on a évidemment Tor? (4, C) = 0; on en déduit
que Tor? (M’, C) = Tor}, (M, C). Par suite
dh, (M) =dh, (M) +1 =dh (M)} 1.

Démonstration du Théoréme 1. Soit k= dim . On ramenera
d’abord la démonstration au cas ol § = Rk, Tn fait, puisque X est & base
dénombrable, on peut trouver un ouvert & base dénombrable S’ de § tel que
@(X) c 8’; on peut done supposer S & base dénombrable.

Soit (8S;),e, un recouvrement ouvert localement fini de § tel que chaque S;
soit diffbomorphe & Rt Soit (1,),,, une C-partition de Iunité sur S telle que
supp n; ¢ 8; pour toub ¢ e 1.

Soit X, == ¢~%8§;) et supposons qu'on sait que

HYX;, F;)=0 pour g<codh (F,)—k, o0 F,=5F]|,.
Soit ¢ < codh (¥#)—Fk. Nous allons démontrer alors que HYX,&F)=0.

En effet, il est clair que codh (&)= inf codh (&F,); on a donec
g < codh (&#,) — k pour tout iel. B
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Afin de caleuler le groupe HYX, %) nous utiliserons la résclution flasque
canonique de Godement de F; soit F— & cette résolution. Alors % est,
en particulier, un complexe de ¢.-modules.

Soit fe [(X, £ un cocycle, i.e. une section telle que df = 0, et, pour
tout 7 eI, soit f,= 5,f. Alors fie I X;, F); en effet, on a

supp f; € g~ H(supp u;) N supp f,

donc la section f, est & support compact contenu dans X,. De plus,
df; =n,df = 0.

Mais, pour tout ¢ € I, HYX,, &) = 0 par hypothése, done on peut trouver
une section e I (X,, %) telle que du,— f:3 on prendra u;= 0 lorsque,
fi=0.

Comme (8;),., est un recouvrement ouvert localement fini de S et comme !
est & support compact, on a f,= 0 sauf pour un numbre fini d’indices 7 € I,
done u;= 0 excepté un nombre fini d’indices. Soit wu — > uy;  alors

{€X
uel (X, L) et du = > du, = 2. fi=1, ce qui prouve que HYX, F)=0.
€7 i€l

Ainsi on peut supposer dans la démonstration que S = R¥,

D’apres le théoréme du plongement de variétés de Cartan [12],[14], il
existe un plongement fermé de variétés mixtes p: X - R¥XCY pour N un
entier convenable, par exemple N = m + 2n -+ 1. Le faisceau @y F btant
cohérent sur R*x CY, le théoréme A’ fournit, pour tout ouvert relativement

compact U de R*x C¥, une suite exacte de 0, ,modules
0 >Z, 28 .. > P2, % g (F)|,—~0,
ot d = dh(pyF ) et £;= 0% pour certains entiers non-négatifs p;, ¢ = 0,..., d.
On choisira U de la forme U = V' x D avec V un ouvert relativement com-
pact de R* et D un polydisque de C¥, Alors, d’aprés le Théoréme 1 dans 4

HY(U,0) = 0 pour ¢’ = N.
Soit F;=kero;, 1<i<d—1; on a F,_ L. Il en résulte que, si

g+ d<Jh,
HZ(‘P_I(U)’ 'g;) = Eg(U: D ‘9”-) = H:H(U: 'g’wo) = = H;H"d( U, g_d—l) =40.
Mais la stabilité de la codimension homologique donne

d::70+N—~codh(<p*ﬁ’)=k—{—N——codh(gV),
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done on a ¢+ d<< N si et seulement si ¢ < codh (#)—k. Par conséquent

HYX, F)= 11_n>1 He(p=y(U), #) =0  pour ¢ < codh (F)—Fk avec k= dim S,

U=V XD

ce qui achéve la démonstration du Théoréme 1.

Corollaire 1. Soient X wne variété de Cartan de type (m,n) et L un
Ov-module localement lbre. On suppose que X admet une réalisation comme
famille différentiable de variétés complewes au-dessus d'une variété de paramétres S
séparée et de dimension m. Alors HYX, ) =0 pour qs=n.

Démonstration. On a codh(#)=m +n et dim8S = m, done
HYX, Z) =0 pour q<n d’aprés le Théoréme 1. D’autre part la résolution
de Dolbeault mixte donne HYX, &) = 0 pour ¢ > #; on peut d’ailleurs déduire
ce dernier fait d’un résultat général (cf. Flondor-Pascu[4]).

Corollairé 2. Soient S une variété différentiable, Z une variété de Stein,
X = 8xZ, 9 un Oymodule cohérent et F = pr, (¥). Alors HYX, F)=0
pour g << codh (¥).

Remarque. On peut aussi obtenir le résultat précédent moyennant une
formule de type Kiinneth comme dans[11].

Comme application du Théoréme 1, on prouvera ici un théoréme de pro-
longement, de type Hartogs & paramétres. Le cas sans paramétres est traité
dansg Serre [167,[17].

Théoréme 2. Soient X une variété de Cartan de type (m,n), ¥ un ouwvert
de X, u: Y — T une réalisation de Y comme famille différentiable de variétés
complexes {avec T non néeessairement séparée), et A un sous-ensemble de Y,
propre relativement ¢ T. On suppose que n>2 et que Vensemble Y (1)\.A(l) est
connexe quel que soit t € m(Y). Alors, pour toute fonction morphe f sur ¥\ A, ¢l
existe une fonction morphe w sur Y el wne seule qui coincide avec f sur ¥~ 4.

(On dit dun sous-ensemble 4 de Y qu'il est propre relativement & T' si,
pour tout point t e 7, il existe un voisinage compact N de ¢ dans T tel que
I'ensemble A N 7z—*(N) soit compact; manifestement A est alors fermé dans Y).

Démonstration. Pour tout point ¢ de n(Y), Y(t) = =~1(1) est une sous-
variété complexe de dimension »>2 de X. Comme X est une variété de Cartan,
Y(#) est sans composantes connexes compactes. Comme A(f) est compact eb
Y(t)\A(t) connexe, on en déduit que Y(¢) est connexe. Ainsi, w: ¥ — T est



[28] VARTETES MINTES ET COHOMOLOGIE 77

une famille différentiable de variétés complexes connexes de dimension # >2.

Soient #n': ¥ — ¥, la réalisation de ¥ comme famille différentiable de
variétés complexes connexes donné par le Théoréme 1 dans 2. Alors 7z = oz’
pour une application 0: Y, — T, de classe 0 et évidemment injective. On
en déduit que ’ensemble 4 est aussi propre relativement 4 Y,. Ainsi on peut
supposer I' = Y.

Soit o: X — 8 = X, la réalisation de X comme famille différentiable de
variétés complexes connexes donnée par le Théoréme 1 dans 2. On a un plon-
gement évident

YcX

w Yo
Ya=TcK =X,

ou T est un ouvert de S. Puisque X est une variété de Cartan, p~%(V) est un
ouvert de Cartan de X pour tout ouvert séparé V de 8.

I’unicité de w étant manifeste d’aprés le principe du prolongement analy-
tique, on en déduit que la conclusion du théoréme est de caractére locale rela-
tivement & 7. On peut done supposer que la variété T’ est séparée et que 7 = S.
De plus, pour obtenir % au-dessus d’un voisinage d’un point s de S, on peut
remplacer la fonetion f avec «f pour une fonction «e C2(8S) telle que « =1
sur un voisinage de s. On peut done supposer .4 compact.

Soit alors 7€ 07(Y) avee n =1 sur un voisinage de 4. Considérons la
fonction g su Y définie par

g=1—nf sur YNA4; g=10 sur 4.

Manifestement g € 0*(Y).
Considérons de méme la forme différentielle w sur X défini par

w = -— gy sur Y w=0 sur X\Y.

Soit I le support de 9. Alors K est un compact contenu dans Y et, comme
g=1 sur Y\K, on voit que w=0 sur X\ K et, en particulier, que
we (X, &%), En outre gw = 0.

Puisque n>2 et dim § = m, on a Hy(X, 0y) = 0 d’aprés le Corollaire 1,
done la suite

8 3
T(X, &) = I (X, %)~ I'(X, 4%
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est exacte. Il en résulte qu’il existe une fonction v € I,(X, &) telle que gv = w.
La fonetion % = g + v|, donne la solution.

En effet, soit s un point fixé de S. Alors X(s) est une variété connexe non-
compacte, Y(s) un ouvert de X(s) et K(s) un compact contenu dans Y(s). Il en
résulte qu’il existe une composante connexe U de X(s)\ K(s) qui n’est pas rela-
tivement compacte dans X(s) et qui a une intersection non-vide avec Y(s).
Comme la fonction v est & support compact sur X et holomorphe sur
X(s)NK(s), on a »=0 sur U d’aprés le principe du prolongement analytique.

Comme Y(s)\A(s) est un ouvert connexe qui a une intersection non-vide
avec U, une nouvelle application du principe du prolongement analytique donne
u = f sur Y{(s)\.A(s), ce qui termine la démonstration.

Exemple. Soient Z une variété de Stein de dimension pure #>2, £ un
ouvert de Z et K un compact de £2 tel que Q<K soit connexe. Alors la con-
clusion du Théoréme 2 a lien pour X= 8XZ, Y= 8xXQ, A=8XK quelle
gue soit la variété différentiable séparée S.
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