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SILVANA MARCHI e CORRADO RISITO (%)

Generalizzazione del teorema di Markov

sulla stabilita forte (**)

A Luier Capriornt per il suo 70° compleanno

1 - Introduzione

Il concetto di stabilitd forte ¢ stato definito da Markov nelseguente modo [6]:
una funzione x: R — R» si dice fortemente stabile se per ogni ¢ > 0 & possibile
determinare un ¢ >0 tale che

@ lo(e) —w(B)|< 6 = ol + @) —alt + Hl<e VieR,

dove o ¢ f sono due qualsiasi numeri reali. La sua importanza ¢ dovuta al
teorema di Markov [6]: s¢ la funeione z: R — R* é continua, limitata e forte-
mente stabile, allora x(t) ¢ quasi periodica.

In un precedente lavoro [7], uno degli autori ha definito un tipo di sta-
bilitd pitt debole, nel quale si richiede che la condizione (1) valga soltanio per
i multipli interi di un numero reale 7 =0 (cioe per o = nT, f = mT, dove
n, m € Z, insieme degli interi relativi, e T’ & indipendente sia da ¢ sia da n,m):
precisamente, si dice che #: R— R & T-stabile nel passato ¢ nel futuro (cir. la
Def. 1 di[7]) se si ha

(3T #0) (Ve >0) (0 >0) (Yn,me Z: |a(nT) — a(mT)||<< 6) (Vte R)

(2)
lz(t + 2T) —a(t + mT)|<e,

(*) Indirizzo degli AA.: Dipartimento di Matematica, Universita, 43100 Parma,
Ttaly.
(¥*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 24-X-1983.
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ed ha stabilito il seguente teorema {Teor. 1 di [7]): s¢ la funzione v: R — R®
& uniformemente continua, Umitata ¢ T-stabile nel passato ¢ nel futuro, allora
@(t) ¢ quast periodica. Questo teorema non generalizza pero il teorema di Markov,
a causa dell’ipotesi di wniforme continuita (utilizzata per dimostrare che «(f)
¢ quasi periodica secondo Bochner). ‘

Il Tecrema 1 del presente lavore generalizza quest’ultinio risultato (e natu-
ralmente anche il teorema di Markov), eliminando Vipotesi di wniforme con-
tinuita e sostituendo la condizione (2) con una pit debole, 1a o-stabilita,
cosl definita: la funzione x(f) si dice o-stabile se esiste una successione o = {s,}
di numeri reali, relativamente densa in R, tale che si abbia

(Ve >0) (36 >0) (Yn,m e N: Ja(s,) — 2(s,) |< 0) (Vie R)
(3)
ot 4 8,) —a(t + sa)j<e.

Infatti, per la particolare successione o = {mI}, con m € Z, la o-stabilitd si
riduce alla Z-stabilitd nel passato e nel futuro. Il Teorema 1 viene dimostrato
mediante la costruzione, dovuta ad Amerio [1], di un ingieme relativamente
denso di e-quasi periodi (che assicura la quasi pericdicita secondo Bohr).

Infine, nell’'ultimo paragrafo del presente lavore, si forniscoro delle condi-
zioni sufficienti affinche una funziorne vettoriale, definita e continua in R, sia
asintoticamente quasi periodica secondo Fréchet [4], le quali sono basate sulla
ot-stabilith (che & una generalizzazione della T-stabilitd in futuro (cfr. la
Def. 2 di [7])) o sulla ot-attrattivita (che ¢ una generalizzazione del concetto
di ¢asperiodicita nel continuo in 4 co» (cfr. la Def. 14 di [5])).

2 - Condizioni sufficienti per Ia quasi periodicita

Il seguente teorema fornisce delle condizioni sufficienti per la quasi perio-
dieita. ‘
Teorema 1. Sie 2: R — X una funsione continua, a valori in uno spazio

di Banach X con norma ||-|. Se esiste una successione o = {s,} di numeri reali,
relativamente densa in R, tale che si abbia

(1) la successione {w(s,)} é relativamente compatia in X,

(ii) la funzione w(t) & o-stabile, cioé soddisfa alla condizione (3),
allera x(t) ¢ quasi periodica.

Seguendo Amerio ([1] - Oss. IIT, p. 152), si costruisce, Ve > 0, un insieme
relativamente denso di s-quasi periodi. Sia dunque assegnato £>0, e sia
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d = O(e) > 0 tale che risulti soddisfatta la (3). Per la condizione (i), esiste un
numero finito di punti: @(s; o)y ..., ¥(sy,), tali che si abbia

(4) w(s,)e U S(a(s;0),0) V¥Yrnel,

15y
avendo indicato con S(z, d) la sfera aperta di centro @ e raggio . Si pud allora
dividere {&(s,)} in » sottosuccessioni {#(s; )}, 7 = 1, ..., v, tali che si abbia

(5) f(s; ) —a(s;o)<d  Vj=1,..,9, ¥nelN.
Dalla. (5), tenendo conto della condizione (ii) di o-stabilitd, si ottiene
(6) la(t 4+ 8,0 —a(t +s;0)|<e  VieR, Vi=1,..,», YnelV,

da cui si riconosce che ogni 7,,:=8;,— §;o ¢ Ul e-quasi pericdo. Per la di-
mostrazione che la successione J {v; .} & relativamente densa, si rimanda al
lavoro citato [1]. 1Sy

Osservazione 1.

(I) Il Teorema 1 generalizza il criterio X dellibro di Amerio-Prouse ([2],
p. 10), innanzi tutto perché non si suppone la limitatezza della @(z) (si osservi
ehe neppure la continuita ¢ essenziale ai fini della dimostrazione del Teorema 1),
ed inoltre percheé la condizione (2.10) del suddetto criterio X (che sembra sia
dovuta a Bochner [3]) & pin forte della o-stabilita.

(IT) Se X & uno spazio euclideo a dimensione finita (X = R»), allora la
condizione (i) diventa: la successione {x(s,)} ¢ limitata, e in tal caso il Teorema 1
generalizza sia il teorema di Markov sia il Teor. 1 di [7], citati nell’introdu-
zione. Si osservi infine che se la funzione x: R— R» & continua e limilaia,
allora per la quasi periodicitd & sufficiente una condizione ancora pilt debole
della, o-stabilitd, cio¢ la successione relativamente densa o == ¢g(g) pud variare
con ¢ (se ci si limita per semplicitd alla T-stabilitd nel passato e nel futuro,
la definizione pilt generale si ottiene dalla (2) scambiando Pordine dei primi
due quantificatori: (Ye > 0) (37 54 0) ..., e quindi T dipende da ¢).

3 - Condizioni sufficienti per P’asintotica quasi periodicita

Nel presente paragrafo si forniscono delle condizioni sufficienti affinche una
funzione z: R* — X, definita e continua in R* e a valori in uno spazio di Ba-
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nach X con norma |- ||, sia asintolicamente quasi periodica secondo Fréchet [4](%),
cioe sia la somma di una funzione quasi periodica p(t), definita e continua
in R, e di una funzione ¢(t), definita e continua in R*, infinitesima per ¢ — oo

(7) o(t) = p(t) + q(t) W10
Si ha innanzi tutto il seguente

Teorema 2. Sie x: RY — X una funzione continua, a valori in wno spazio
di Banach X con norma |- |. Se esiste una successione ot = {s,} di numeri reali
positivi, relativamente densa in R*, tale che si abbia

(i) lo succossione {2(s,)} & relativamente compatta in X,

(ii) la funzione x(t) & ot-stabile, cioé soddisfa alla sequente condizione

(Ye >0) (36 >0) (Vn,me N: Ja(s,) — @(s,) < §) (¥t>0)
(8)
”.’E(t + Sn) -—ﬂf(t + sm)”< €,

allora x(t) é asintoticamente quasi periodica.

Si dimostra che la funzione z(f) gode della proprietd P (seguendo Yoshi-
zawa [8], Def. 3.3, p. 22), mentre nella nota originale [4] viene chiamata pro-
prietd P’), cioé per ogni & > 0 esistono due numeri l(e) > 0 e T'(g) >0, tali che
ogni intervallo di lunghezza I(g), contenuto in R+, possegga un T tale che si
abbia

(9) ‘ lz(t + 7) —at)|<e Vi>T(e)

(dove T(e) ¢ indipendente da 7). Sia dunque assegnato ¢ > 0, e sia d=0d(¢) > 0
tale che risulti soddisfatta la (8). Seguendo la dimostrazione del precedente
Teorema 1, si perviene alla (6), la quale é valida perd soltanio per :>0. Posto

(10) . | T(e):= max {s,}, Ue):=d+ T(e),

1<y

dove d >0 & la lunghezza di inclusione della successione {s,}, sia [a, a 4 I(¢)],
con &>0, un qualsiasi intervallo di R*. Si consideri lintervallo [a 4 T(¢),

(1), Fréchet ha sviluppato la teoria delle funzioni asintoticamente quasi periodiche
per le funzioni a valori in R*. Tuttavia é immediata 1’estensione della teoria alle fun-
zioni vettoriali a valori in uno spazio di Banach,
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@+ T(e) 4 d], e sia s;, un elemento della successione {s.} appartenente al
suddetto intervallo. Ricordando la (5), si ponga 7 :=s;,—s,,. Il numero
appartiene all’intervallo [a, ¢ - U{e)]. Rimane da dimostrare che la (9) risulta
soddisfatta. Infatti, col cambiamento di variabile: ¢ —t'==1 - s;,, dalla (6)
(valida Yt>0) si ottienc

(11) et + o) —2@)|<e YO>T(e),

e quindi la funzione x(f) gode della proprieta P, la quale a sua volta assicura
che z(f) ¢ asintoticamente quasi periodica (cfr. ad es.[8]- Teor. 3.9, p. 27,
dove la continuitd della funzione gioca un ruolo essenziale).

Per X = R», il Teorema 2 generalizza il Teor. 2 di [7], percheé la 7-sta-
bilitd in futuro (cfr. la Def. 2 di [7]) non & altro che la oF-stabilitd per la
particolare successione ot = {nT}, con T >0, Vn e N. Sussiste inoltre la me-
desima osservazione fatta per il Teorema 1 (cfr. I'Osservazione 1, ultima
parte di (IT)).

Un altro criterio per asintotica quasi periodicitd é basato, invece, su di
ung proprietd di attrattivita della a(¢) rispetto ad un sottoinsieme di traslate.
Si dice che la funzione x: Rt - X & o™-attrattiva se esiste una successione
ot = {s,} di numeri reali positivi, relativamente densa in R*, tale che si abbia

(12) lim Je(t + s,) —a@)|=0 wuniformemenie Yne N.

{-—->» o

N\

La definizione di ot-atirattivitd & una generalizzazione del concetto di «aspe-
riodicitd nel continuo in - oo, di asperiodo I’ > 0 » introdotto da Mambriani-
Manfredi ([5], Def. 14), al quale si riduce se si prende in considerazione la
particolare successione ot = {nT}, con T >0, ¥ne N.

Sussiste il seguente

Teorema 3. Se la funzione x: Rt — X ¢ continua ¢ ot-attrattiva (cioé
soddisfa alla (12), dove la successione ot= {s,} & relativamente densa in R¥),
allora x(t) & asintoticamente quasi periodica.

La dimostrazione & immediata, perché basta riconoscere che la z(f) gode
della proprieta P. Infatti, per la (12) si ha: (Ve >0) (3T(e) > 0) (Vt=T(¢))
(YrneN) ||z + s,) —2(1)|< & e quindi, essendo per ipotesi la successione {s.}
relativamente densa in Rt con lunghezza di inclusione d > 0, ogni intervallo
di lunghezza d, contenuto in R*, possiede un elemento s, della suddetta sue-
cessione tale che si abbia: |z(t + s,) — ()< e, Vi>T(e). Si osservi che T'(e)
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¢ indipendente da s, (come si richiede nella definizione della proprieta P),
perché si suppone che il limite (12) sia wuniforme vispefto ¢ ne N; inoltre,
Ve > 0, tutti gli elementi della successione ot seno degli e-quasi periodi asin-
totiei.

Osservazione 2.

(I) Si osservi che nel Teorema 3 non si suppone la limitatezza della
funzione () (e neppure che la successione {x(s,)} sia relativamente compatta);
la limitatezza della x(t) & invece una conseguenza del Teorema 3, perché la
continuitd e Pasintotica quasi pericdicitd implicano la limitatezza (cfr. ad
es. [8], Teor. 3.6, p. 24; ma si potrebbe addirittura dimostrare, seguendo [2],
Prop. IV, p. 5, che immagine della #() & un insieme relativamente compatto
in X). Questa osservazione permette di migliorare I'importante risultato di [5],
Teor. 4: () = (), dove si suppone la limitatezza della z(t). Dal Teorema 3
e dal risultato citato di [3], si ottiene infatti: se la funzione z: R+ — X & con-
tinua ¢ ot-attratiiva per la particolare successione {n1'}, con T >0, allora la sua
parte quasi periodica p(t) ¢ wna funzione periodica di periodo T.

(IT) Un’osservazione analoga a quella dell’ultima parte del punto (II)
dell’Oss. 1, ma relativa alla ot-attrattivita, conduce alla seguente condizione
pitt debole: (Ye >0) (Jo*(e) = {s.} relativamente densa in R*) (3T(e) >0)
(Vi=T(e)) (YneN) Jot -+ s,) —a(t)|<e la quale & equivalente alla pro-
prieta P, ed inoltre tutti gli elementi della successione ot(e) sono degli e-quasi
periodi asintotici.
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Abstract

The new concepls of o-stabilily, o*-stability and o*-attractivity for wector-valued func-
tions are introduced, which enable to give sufficient condilions for almost periodicity or
asymptotic almost periodicily, generalizing, among others, the well known Markov theorem
on strong stability.
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