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Atve HUuAUX (%)

Sur un systtme autonome du deuxiéme ordre (**)

A Luier CAPRIOLI per il suo 70° compleanno

1 - Introduction

La méthode directe de Liapunoff [15] permet, dans un certain nombre de
cas, de former des conditions suffisantes de stabilité ou d’instabilité de la solu-
tion banale ou des solutions constantes d’une équation différentielle ou d'un
systéme différentiel dont la solution générale est inconnue. Dans ce but, il
faut former certaines fonctions appelées fonctions de Liapounoff; un procédé
simple permettant de construire des fonections de Liapounoff figure dans des
travaux antérieurs (Haux [10],,,..).

Toutefois il y a lieu de rappeler un résultat oublié da & B. Vessiot [20]:
Ttant donnée Iéquation différentielle

dz ds
1) T 20 5+ ae=0,

on peut calculer sa solution générale par quadratures si, enlre p(t) et q(t), ewiste
la condition nécessaire et suffisante suivante .

d dRr
(1.2) q(t) = d—f + P — gy — B0

(*) Indirizzo: Institut Supérieur Industriel de Bruxelles, 22 XKasteellaan,
B-1641 Alsemberg, Belgique.
(**) Ricevuto: 2-X-1983.
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un systéme fondamental de solutions de (1.1} est
(1.3) 7,(8) = exp — [(p — R) &, @,(t) = x, [ exp— 2 [Rds dt.

Le résultat de Vessiot rend compte de la nécessité des méthodes numériques
ou des procédés indirects pour étudier les équations différentielles rhéolinéaires
et, a fortiori, les équations différentielles non linéaires.

2 - Sur P’équation autonome de Liénard

Soit 1’équation autonome de Liénard
(2.1) 2 -+ a(@)t + @) = 0.

Dans un intervalle (o, o), oq << 0, 2z > 0, @ € (04, oy), On suppose que: (a) des
conditions suffisantes garantissent ’existence, l'unicité et la continuité par
rapport aux conditions initiales de la solution générale de (2.1); (b) a(w) et
p(z) € C; (¢) ¢(0)=0.

On remplace (2.1) par le systéme équivalent suivant de deux équations dif-
férentielles du premier ordre

(2.2) t=y—Al@), y=-— @),
(2.3) A@) = Ja(s)ds (o <s<au).

On travaille dans le plan de Liénard des variables (z,%). On pose aussi
(2.4) D(w) = [p(s)ds (<< s < aty).

Premier cas: a(x) a un signe constant ou est nul.

Soit la fonction

(2.5) v = g (y— A@))*+ %ﬁ + 20(x); on caleule
. dv
(2.6) V=
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3 Paide des équations différentielles (2.2); on trouve
(2.7) % = — a(x)(y — A(@))*— A@)p(=) .

Moyennant les hypothéses
(2.8) alx)>0, ap@@ >0 (x£0), ae(fy,f), u<h <0< ooy,
v est définie positive et © est définie négative; d’aprés un théoréme de Liapou-

noff ([15], p. 261) la solution banale de (2.1) est asymptotiquement stable.
Moyennant les hypothéses

(2.9) afx)<0, ap@)>0 (£0), z€(f,fa), a<pi<0<fa<a,
» eb  sont définies positives; d’aprés un théoréme de Liapounoff ([15], p- 262),

la solution banale de (2.1) est instable.
Moyennant les hypothéses

(2.10) a(e) =0, ap@)>0 (@+0), @ € (Byy fa) u<fi<0< o<,

v est définie positive et © est identiquement nulle. D’aprés un théoréme de

Liapounoff ([15], p. 259), la solution banale de (2.1) est faiblement stable.
Avec Phypothése

(2.11) wpe) <0 (25£0), @€ (B, Pa), a<fh<0<fe<on,

soit la fonction

(2.12) v = sy — [A(s)ds .
[}
Compte tenu de (2.2) on trouve

a
(2.13) v = (—1-? = (y — A(x))* — 2p(@) .

Par suite de (2.11), 9 est définie positive tandis que v est indéfinie; d’apres
un théoréme de Cetaev [3], la solution banale de (2.1) est instable; remarquons
que le signe de a(z) est arbitraire.

Moyennant hypothése

214)  p@)>0 (@£0), wze(ff), a<hp<0<fi<wu,
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soit la fonetion

(2.15) v=uwy—[A(s)ds— Ay,
0

olt A est une constante réelle non nulle 3 fixer.
On trouve, compte tenu de (2.2),

do

(2.16) b= =y —4@)*+ A—a)p@);

en prenant A suffisamment grand, c'est-a-dire A tel que 1> Max {|8|, B},
¢ est définie positive tandis que v est indéfinie, z € (By, f.); alors, la solution
banale de (2.1) est instable.

Enfin, avec I’hypothése
(2.17) p@) <0  (25£0), we(fy,f), a<h<0<f<o,

on reprend v, ., et 9, ,;); on choisit 4 tel que
(2.18) A< min{f,,— B};

v est de nouveau définie positive tandis que v est indéfinie. A nouveau, la
solution banale de (2.1) est instable. Finalement on a le résultat suivant.

Théoréme 2.1. La solution banale de Véquation différentielle (2.1) est:

(a) asymplotiquement stable si la condition suffisante (2.8) est remplie;
(b) faiblement stable si lo condition suffisante (2.10) est remplie;

(¢) instable si Pune des conditions suffisantes (2.9), (2.11) ou (2.14) est
remplie.

Remarque 2.1. Avec les hypothéses (2.8), (2.9), (2.10) et (2.11), Ia
racine de I'équation g(x) = 0 peut étre multiple d’ordre impair. Avec les hypo-
théses (2.14) et (2.17), la racine @ = 0 de I’équation ¢(x) = 0 peut &tre multiple
d’ordre pair.

Remarque 2.2. On peut aussi établir le Théoréme (2.1) en tra,vallla,nt
dans le plan des phases (cf. par exemple Huaux [103).
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Deuxitme cas: a(x) change de signe en & = 0.

Le cas ol a(x) change de signe en o = 0 a été envisagé par Miss McHarg [16],
qui a obtenu le résultat suivant par une méthode indépendante de la méthode
directe de Liapounoff: soient a(z) et p(x) des fonctions impaires telles que a(x) > 0
et p(@)>0 pour »> 0. Soient k et a' des constanies positives telles que a(x)
< kp(@) pour 0 << a'. Alors Péquation différenticlle (2.1) admet une solution
périodique vérifiant les econditions initiales x(ty) == 0, &(t) = v, pour toute valeur

@
positive de v, inférieure au minimum des deuw quantités 1[k, [2 foo(s) ds].
0

MeLachlan ([17],, p. 251; [17 ]o) a donné une application de cette proposition
dans le cas partieunlier

(2.19) & + 2pua - av =0,

ol ¥ et a sont des constantes réelles positives. On vérifie aisément que (2.19)
admet une intégrale premicre.
On généralise immédiatement (2.19) avec Péquation différentielle

(2.20) & + 2yp(@)b(@) + k(@) =0,
ol y et & sont des constantes réelles non nulles. Si on pose
(2.21) T=1,

Ton forme immédiatement pour (2.20) Vintégrale premiére

v d * 4

(2.22) v{ 27)6;% + x{ @(s) ds = constante;

dés lors, une discussion qualitative compléte de la solution générale de (2.20)
est possible pour toute particularisation des fonctions ¢(z) et b(z). Toutefois,
dans cette note, nous n’admettons pas qu’il existe une relation entre a(x)
et ¢(@); pratiquement Pon ne peut pas construire une intégrale premiére
pour (2.1), ce qui exige le recours & l'une des méthodes de la Mécanique non
linéaire (cf. par ex. Forbat et Sansone et Conti [19]). Nous allons aborder les
deux éventualités suivantes, qui ne figurent pas au Théoréme 2.1,

(2.23) @(0)=0, @@ >0, 2 (fry Ba)y, a<fr<O0<fa<ots,
(2.24) @0y =10, axp@) >0, a(0)=0, z-alx)>0 oux-alx)<0

reE (ﬁly 132) !

toujours par la méthode directe de Liapounoff.
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On travaille dans le plan des phases et 1’on remplace (2.1) par le systéme
équivalent suivant de deux équations différentielles du premier ordre

(2.25) t=y, y=-—0p@)—a@)y.
Premiere éventualité: (2.23).

Soit la fonetion indéfinie
(2.26) v =1y + pzy,

o A et u sont deux paramétres que l'on déterminera plus loin. Compte tenu
de (2.25), (2.26) donne

d
(2.27) b= = — (A po)plo) + ¢

On peut disposer des parameéftres A et u pour rendre ¢ définie positive; on
prend x> 0, 1> 0 et si § désigne le plus grand des deux nombres [5;] et .,
on prend A tel que

(2.28) —A>up.

En vertu d’un théoréme de Cetaev [3], 1a solution banale de (2.1) est instable
et cela quel que soit le comportement de signe de a(z).

Avee Phypothése @(0) = 0, ¢(z) < 0, z€ (f;, f.), on prend A>0, u>0
et A > uf; ¥ est & nouvean définie positive et de nouveau, en vertu du théoréme
de Cetaev [3], la solution banale de (2.1) est instable.

Deuxiéme éventualité: (2.24).

Par généralisation de (2.22), on prend pour (2.1) ou ({2.25) la fonction
suivante

3 v .d .
.29 o= foont S o

0
Compte tenu de (2.25) il vient

. do  r(d/ds)[e(s)/a(s)] .
(2.30) V=T o [7 -+ @(s)/a(s)]? ridr;
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9 est semi-définie négative si la fonction p(w)/a(x) est non-croissante; si p(z)
est proportionnelle & a{x), ¥ est identiquement nulle et 'on retrouve le cas
traité par MeLachlan rappelé & Péquation (2.19).

Quant & v elle est définie positive si, ’hypothése (2.24) étant remplie, les
conditions initiales vérifient inégalité

(2.81) @(@)(a(®)y + ¢(@) >0 ou y+%g>o,

La continuité de toutes les fonctions envisagées et de leurs combinaisons
intervenant en (2.30) et (2.31) exige que # = 0 soit un zéro de méme ordre de
multiplicité pour a(z) et @(w); en vertu des hypothéses (2.24), cet ordre de
multiplicité est évidemment impair. Dés lors, suite & un théoréme de Liapou-
noft ([15], p. 259), la solution banale de (2.1) a la stabilité faible locale.

On peut conclure le deuxiéme cas comme suit.

Théordme 2.2. La solution banale de Véquation différentielle (2.1) a lo
stabilité faible locale si les conditions suffisantes suivantes sont remplies
Vix>i, > 0:

(a) Dewistence, Dunicité et la continwité par rapport aux conditions initiales
de la solution générale de (2.1) sont garanties x € (o, o), o << 0, oy > 0;

(b) @(0) =0 et zp(®) >0, v (b1, fa)y u<fr<0 < faae;

(¢) a(0) =0 ¢t wa(w)> 0, we (B, f);

(d) 2 =0 est un zéro dordre impair et de méme multiplicité pour a(x)
ot p(@);

(e) la fonction y = @{x)la(x) est non croissante, x e (fy, f2);

(f) les conditions imitiales x, et &= v, appartiennent & la région positive
du plan des phases par rapport & la courbe déquation

ple)
(2.32) y+a5~0,

c'est-a-dire & la région contenant Dorigine.

Remarque 2.3. Dans le Théordme 2.2 on peut remplacer les hypothéses
(c) et (f), simultanément, par les suivantes:

(cbis) a(0) =0, xa(z) <0, 2€ (B, fs);
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(f bis) les conditions initiales doivent appartenir & la région négative du
plan des phases par rapport & la courbe

p(®)
(2.33) ¥+ @)= 0,

dest-a-dire & la région du plan des phases conienant Porigine.
Remarque 2.4. On tire immédiatement des équations (2.25)

dy  — o) — a(z)y
(2.34) W= g

Par conséquent, si p(z) et a(z) sont impaires, on déduit de (2.34) que les
trajectoires relatives & (2.25), done & (2.1), admettent 0y comme axe de symé-
trie, d’olt la solution banale de (2.25) ou de (2.1) n’a jamais la stabilité asympto-

tique et n’a que la stabilité faible si a(z) et @(z) sont simultanément impaires,
les autres conditions du Théoréme 2 2 étant satisfaites.

3 - Sur un sysi®me autonome & deux degrés de liberté

Colombo [4], , et Banfi [1] ont étudié des systémes de van der Pol généralisés;
ils ont notamment étudié les vibrations du systéme différentiel suivant

&y 0 ()X - Oy - =0,
(3.1)
& == @o(@) Ty - C1oy - G =0 .

Dans la présente note, on suppose que:

(i) des conditions suffisantes garantissent lexistence, 'unicité et la
continuité par rapport aux conditions initiales de la solution générale de (3.1)
V(x, @), 1€ (ot Oua)y B € (Oayy 0tae)y 001 << 0y 02> 0y 065y << 0y 03> 03

(i1) €y, €1y o €6 05, sont des constantes positives; on suppose que
(3.2) C12 7% Oy
pour obtenir un résultat plus général.

On utilise la méthode directe de Liapounoff pour trouver un critére de
stabilité ou d’instabilité de la solution banale de (3.1).
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On pose
(3.3)  Ayle) =Jay(s)ds, (3.4)  Asw) = [au(s) ds;
4] 1]

on remplace (3.1) par le systéme équivalent suivant de 4 équations différentielles
du l-er ordre

B=h— Ai(®), $h=-— Ca®— s,
(3.5)
Xp = Yy — Ap(s) , Yo == — Oy @y — Co2s .

Soit la fonction
(3.6) 20 = 7~[021(?/1"‘ A1($1))2 -+ 012(?/2" Az(fve))z - 021011$f -+ 012022033
- 201900 T3] + UlCn @Y1 T Ca®ala + 021JA1(3) ds + CmfAz(s)ds]r
0 o

ot A et p sont des paramétres & déterminer plus loin.
A Paide des équations différentielles (3.5) on trouve

.
(3.7) v = % = — Alen () (4, — A (@05)) 2 4 10 05(5)) g — Ay(w2)) 2]

+ Juleny? + Coyi — (CunCu®? 4 €1228F + 201200 B2 %) — (OzxAi(le—CmAi(wz))] .

On vérifie que v est définie positive et que ¢ est définie négative si

(3.8) @) >0, € (fuy fra) s on<Pu<0 < Pra<ounn,
(3.9) ay(®2) > 0, o€ (Bory Poz) sy Oor <Par < 0 < Poa<otg s
(3.10) 011Can~— C€12C1 > 0,

A et p sont positifs; A est suffisamment grand pour que v soit définie
positive et que les inégalités suivantes soient satisfaites

(3.11) day(@ )y — Au(ay))2— Fpy; > 0,

(8.12) 7»%(532)(?/3_ Az(mz))z“ %‘/‘yg >0
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en prenant A suffisamment grand, les conditions (3.11) et (3.12) sont remplies.
Dés lors, en vertu d'un théoréme de Liapounoff ([15], p. 261 Rem. II) la solu-
tion banale du systéme différentiel (3.1) est asymptotiquement stable. Finale-
ment, on a le théoréme suivant.

Théoréme 3.1. La solution banale du systéme différentiel (3.1) est asymp-
totiquement stable st les conditions suffisantes suivantes sont remplies, Vi1, > 0:

(1) des conditions suffisantes garantissent Vexwistence, Dunicité et la conti-
nuité par rapport aux conditions initiales de la solution générale du systéme dif-
férentiel (3.1);

(2) Cu1y Cray Coy 68 Coy sOME des constantes positives, qui vérifient Dinégalité
Oy Gy — Cpp Cyy > 05

(3) foutes les indgalités (3.8), (3.9), (3.10) sont remplies.
Si, en particulier,

(3.13) (@) = a5(w;) = 0,

15

(3.1) devient

(3.14) B eyt =0, & G Cpzy= 0.
On remplace (3.14) par

(8.18) &=, Th=—Cu®i— Cp¥s, Fn=1Ys, Yo= — Cn&;— Cos .
Dans (3.6) on pose

(3.16) A=1, u=0,

d’ol (3.6) devient

(3.17) 2 = Gyl ® + Yl + CopCa®l - Ca¥l + 205050, .

Compte tenu de (3.15), (3.17) donne

. de
(3.18) ==
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Dans le cas des éguations (3.14) ou (3.15), v est une intégrale premiére, Aot
les théorémes 3.2 et 3.3. ‘ ' B

Théoréme 3.2. La solution banale du sysiéme différentiel (3.14) est
faiblement stable si les conditions suffisantes suivantes sont remplies Vi1, > 0,

"

Ci1y Cizy Oy Cop SORT des constantes vérifiant les B inégalités
(B19) >0, ¢:>0, 0¢,>0, 0> 0, C11Can — C1aCo; > 0.

Théoréme 3.3. La solution banale diu sysiéme différentiel (3.14) est in-
stable si une seule des inégalités (3.19) n'est pas satisfaite.

Si dans (3.1) on a
(8.20) G(@) <0, | a@) <0,

la solution banale de (3.1) est instable; la démonstration de cette affirmation
est la méme que pour le Théoréme 3.1; on doit cependant prendre,

(3.21) - A>0, pw<0
et 1 suffisamment grand pour que ¢ soit maintenant définie positive, done
pour que
(3.22) )"a’l(ml)(yl_" Al(wl))z_‘ uyr <0,
(3.23) Ag(w) (Y — Ao(a2))?*— Jpys < 0.
Alors, v et sa dérivée totale » par rapport & ¢ sont toutes deux définies posi-

tives; d’aprés un théoréme de Liapounoff ([15], p. 262), la solution banale
de (3.1) est instable, d’ott le Théoréme 3.4.

Théoréme 3.4. La solution banale du systéme différenticl (3.1) est in-
stable st les conditions suffisantes suivantes sont rempliesé Vi1, > 0: (1) cf. théo-
réme 3.1; (2) cf. théoréme 3.1; (3) ay(vy) < 0, @, € (/3117 Brz)y “11<1311 <0 < fra< oy,
As(22) < 0y @€ (Boxy Pas)y o1 < B << 0 < fop < ag

4 - Sur le caleul des fonections de Liapounoff

De nombreux procédés ont été décrits dans le but de calculer des fonctions
de Liapounoff; quelques-uns de ces procédés figurent & la bibliographie de
cette note. ‘

23
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La méthode suivante est trés simple et généralise la recherche des intégrales
premidres des systémes différentiels telle qu’elle est exposée dans Goursat [8].
Soit un systéme différentiel écrit sous forme normale

(4.1) @i [il®ry Doy ooy Bay 1) = 0 (t=1,2,..,m).

Soient n fonetions g,(,, Tu, ..., @s, t); formons les n? expressions
t
(4.2) A;,:j'(:v,-— fol@sy @y vony Ty t))!]i(wu Loy ooy Ty t)) dat,

to

et soient n® constantes a,; les constantes a,; et les fonctions g; seront déter-
minées plus loin. Formons enfin

(4.3) A= i QA= ”z “i;‘ji(fi’i“ fg;dt .
#y9=1 5i=1 ¢
La relation (4.3) peut d’écrire
(4.4) A(@yy Bay crny By t) == As(Dy,y Loy ooy By 1) + Ao{®r,y By oovy By 1)
dans 4, lintégration est exprimée sous finie tandis que dans 4, on peut seule-

ment indiquer l'opération et poser

4
(4.5) Ap( @1y By eeey Ty 8 = [B(@y, @ay ovy Bay 1) A1,

fo

dans laquelle B, est une fonction connue et continue de @, 2, ..., #,,7. On
pose enfin

(4.6) V= Ay(%y, Byy ooy Ty B)
. dv .
(4.7) V=7 = — B(®1, Ty ooy Ty B)

On choisit les » fonetions g;[#:, @, ..., %, t) ¢t les n? constantes a,, pour que
1a fonection B soit définie positive, ou définie négative ou identiquement nulle;
alors le calcul de v = A, n’est qu’une conséquence du calcul de v = dv/ds. Dans
le caleul de v on rencontre des constantes d’intégration que I'on égale systé-
matiquement & zéro.

De toutes fagons, les calculs sont laborieux dés que n>3.
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Résumé

On établit des conditions suffisanies de stabilité asymplotique, de stabilité faible et
d’instabilité de la solution banale de Uégquation autonome de Liénard; les résultais obtenus
sont étendus & un systéme de deuwm équations différentielles autonomes non lindaires du deu-
wiéme ordre. On applique la méthode directe de Liapounoff.
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