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GrAZIA ROMEO (%)

Sugli 1-ipergruppi (**)

Introduzione

NelPambito della tecria degh ipergruppi completi & stato dimostrato in [2]
che la classe degli ipergruppi di associativita, intredotti da M. Koskas [3],
coincide con la classe degli ipergruppi completi. Inoltre, si & osservato in [2]
che il cuore di un ipergruppo completo H ¢& il sottoipergruppo wy costituito
da tutte le identita bilatere di H, e il prodotto di due elementi & una classe di
equivalenza modulo f*, dove f* & la piu fine equivalenza fortemente regolare
di H[3].

In [1], sono stati definiti gli 1-ipergruppi, cioé ipergruppi tali che |wy| =1,
e sono stati trovati legami tra essi e gli ipergruppi completi.

In questo lavoro si studiano gli 1-ipergruppi e si esamina la loro struttura
pervenendo ad un metodo che ci permette di cogtruire tutti gli 1-ipergruppi
con sostegno un insieme H, a partire da un gruppo @ tale che |G|< |H]|.
Tale metodo permetie, nel caso di insiemi finiti, di determinare in maniera rapida
le tavole di Cayley relative aghi 1-ipergruppi con sostegno H.

1 - Premesse
Si richiamano aleune definizioni e proprieta che saranno utili nel seguito.
Def. Sia H un semi-ipergruppo, sia n un intero positivo, se z,y € H po-

niamo xf,y <> 32y, ..., 2. € H: @,y € 77;.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Via C. Battisti 90, 98100 Messina,
Ttaly.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.8.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 25-1-1983.
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Sia 8 = {J B, e f* la chiusura transitiva della relazione f§ [3].

nz1

Def. Sia H un ipergruppo, ¢ la proiezione canonica, gy H — H|S¥,
diciamo cuore di H, e lo indichiamo con wy, il ker gy [3].
T noto che H/f* & un gruppo [3].

Def. Un ipergruppo H si dice I-ipergruppo se |wy| =1 [1],.
8i indiehi con f*(w) la clagse d’equivalenza modulo f* dell’elemento wu.

Def. Un ipergruppo H & completo se e solo se Yo,y e H moy = f*(u),
dove u € xoy.

Teorema. Sia H un 1l-ipergruppo, allora posto wy= {¢}, si ha: (1) le
classi modulo B* sono i prodotii eoa, al variere di o in H; (2) I & regolare ¢ reversi-
bile; (3) Vo € H, Yo' € i(x) risulia i(x) = f*(x') (dove i(x) & Vinsieme degli inversi
bilateri dellelemento x).

Dim. Cfr.[1],.

Teorema. Sia H un l-ipergruppo; se |H|<4 allora H é un gruppo,

Y

oppure & un ipergruppo completo.
Dim. Cfr. [1],.
Teorema. Yan>5, esistono l-ipergruppi non completi di cardinalita wn.
Dim. Cfr.[1],.

Def. Sia H unipergruppo, diciamo che H & regolare se ha almeno un’iden-
titd bilatera e ogni elemento ha un inverso bilatero.

Def. TUn ipergruppo regolare H si dice reversibile se soddisfa alle seguenti
condizioni, Y, y,z€ H: (1) se y € gow, esiste un inverso o’ di ¢ tale che € a’oy;
(2) se z e xoa, esiste un inverso «” di « tale che x ezoa” [3].

Def. Sia H un ipergruppo regolare, Ym € N siano a,, ..., ¢, € H, e siano
ayy .oy @, inversi rispettivamente di a,, ..., a,; allora linsieme @o0a.0...0a,
7 ! . . . .
og,0...0a; si dice prodotto di tipo zero [1];.
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Teorema. Se H é un ipergruppo regolare ¢ reversibile, 4l cuore & Punione
dei prodotti di tipo zervo.

Dim. Cfr.[1],.

2 — Proposizione 2.1. Sia H un l-ipergruppo, s¢ a,bc H, aw¢+1b,
coa N eodh = @ si ha:

(i) Se aob = e, allora ((aoce)o(ace)) N (ace U {¢}) = 0.
(ii) @ob N (aoe U boe) = 8.

Dim. (i) Se aob = e, allora b & inverso di ogni «eaoe. Supponiamo
¢ € (aoe)o(aoe), esistono ¢,deaoe tali che cod = e; da [1], segue decile)
= ¢o¢’ == ¢ob, assurdo. Suppomiamo sia (@oe)o(ace) N aoe#£f, segue che
pu(a) = 1, assurdo.

(ii) Supponiamo per assurdo esista ¢ € aob M eoa, si ha @u(c) = pula)
= pu(a)px(b), da cui b€ wy= {e}.
Segue che Ya, b € H si ha aob = {¢}, oppure a o b N ({e} U ¢oa U eod) = @.

Proposizione 2.2. Sia H wn l-ipergruppo, Ya,beH si ha:
(iii) Se aob = e, allora (ace)o(boe) = e.
(iv) Se ceaob, Ya € aoe, VB €boe si ha aoff C coe.

Dim. (ili) Si ha (ace)o(boe) = (aob)o(eoe) = ¢oe = e.

(iv) Bia d e aoff sl ha gu(d) = pu(a)pa(f) = pu(a)pu(b) = pxlc), segue che
d € coe.
Segue che Ya,be H, se c¢eaob, allora ao(boc) = ¢o¢ = (aoe)of.

Siano H un insieme e G un gruppo tale che |H|> |G]; consideriamo una
partizione di H in |G| sottoinsiemi 4,, 1 <i< |G}, e la funzione polidroma [1],
f: G — H definita Yie @ f(i) = A,. Definiamo in H un’iper-operazione (o)
tale che Vi, je @, Ve e A,, Yy e 4, sia verificata la condizione

(T) wold ;= A = A0y;

* . > !
in particolare, se esistono ze 4;, yed;, ze A, tale che woy = A, ;c.4d; e
yoz = A, C Aj, supponiamo, inoltre, si verifichi

(11) Aoz = wody,

15
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Teorema 2.1. <(H,o)> & un ipergruppo.

Dim. La funzione f definita sopra ¢ un omomorfismo polidromo [1];;
infatti f(ij) = A,;= A,0A;= f{i)of(j).

Per vedere che Yo € H zoH= H basta dimostrare che Va,y € H esiste ze H
tale che y e wor. Siano » € 4., y € 4;; poiché G ¢ un gruppo esiste k € ¢ tale
che j = ik, da cui f(§) = f(ik) = f(@)of(k)= A0d; = A, = A; 2y, segue che
esiste z € 4, tale che y € woz. Che il prodotto (o) & associativo segue dalle con-
dizioni (I) e (II).

Teorema 2.2. Se

Ay =1, allora {H, oy ¢ un l-ipergruppo.

Dim. Sia 4,={¢}, Vied, Vec A, woe=cox = A,= f*(x)>w, segue che
¢ & un’identitd bilatera di H. Supponiamo esista y € 4; (j 1) tale che Vie @,
Voed,, semoyc Aod;= A,;. Certamente A4,N 4,50 e, poiche Vie @ gl
Ay formano una partizione di H, si ha A,= 4,;, cioé ¢ = 4j da cui, poiché ¢
& un gruppo, j = 1, assurdo. Segue che e & Punica identitd bilatera di H.

Facciamo vedere che H & reversibile. Va,y e H esiste {i,j} c & tale che
xed;, yed;, ed csiste ke G tale che i = kj, da cul k¢ =4. Sia & € aoy,
a € Ay, f & un omomorfismao quindi f(j) = f(k1)of(i), ciod A;= A4, 04, segue
che esiste a4’ € A, tale che yea’oxr dove ¢’ & un inverso di a; infatti a'oa
= goa’ = A, = {¢}. Poich® o, &'unione dei prodotti di tipo zero, si ha wy = {e},
vedi [1];.

Osserviamo che, Vie @, A,c H & una classe d’equivalenza modulo f*,
poiché Ve e H Jie G: woe = ¢ow = A,. Si ha H/f* ~ & Infatti, consideriamo
la funzione g: G—H/S* cosi definita: Vi€ G, g(4) = (puxof){¢). g & un omomor-
fismo: g(ij) = (paof)(if) = palf(i)) = pa(f5)of(}) = @ul D) pul () = (o))
“(@uof)(§) = g(4)g(3)-

Indichiamo con 1 — Q4(G) la classe degli 1-ipergruppi con sostegno H
costruiti, come sopra, a partive dal gruppo G.

Proposizione 2.3. Ogni l-ipergruppo (H, o> appartiene alla classe
1 — Qu(H/[BF).

Dim. Se {(H, o> ¢ un l-ipergruppo, le classi modulo f* sono i prodotti
eox al variare di xin H, vedi [1],, le quali formano una partizione dell’insieme H
in |H/f*| sottoinsiemi. Poniamo c¢ox = A_, dove @€ H/f* e vogliamo far
vedere che sono soddisfatte le condizioni (I) e (II). VA, A€ HIf*, Yae A,
e Vb €4, per la Proposizione 2.2 esiste 2 € woy tale che aocd.= A = A_ob,
dove A_= A_.. Inoltre, poiche H ¢, in particolare, un semi-ipergruppo vale
anche la condizione (IT).
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Osserviamo che una condizione necessaria e sufficiente affinché un iper-
gruppo H sia completo ¢ la seguente

(*) Vo, y € H esiste 2 € H tale che woy N wyoz 70 = voy = wyoz.

Sia Vi, jed, isj, |4 = |4,](d), consideriamo la funzione univoeca
p: H — G definita Voed,, @) =fY4d,) =1 v & swgettiva ed inoltre
p~iy(z) = A,;. Per[3] esiste su H una struttura di gruppo (H, x> tale che
Va, y € H pleXy) = pl@)p(y).

Teorema 2.3. Se vale la condizione (*) allora {H, x> & una selezione di
gruppo in (H, o> [3].

Dim. Se vale la condizione (*), H & l'ipergruppo d’associativity di qualche
gruppoide [2], quindi per [3] esistono su H selezioni di gruppo. Facciamo ve-
dere che (H, x) & una selezione di (H, o). Se x € 4,, y€ A, si ha p(») = i,
p(y) =71, p@)py) =i = pleXy), da cul Xy e yp~i(if) = 4, = xoy.

3 — Esempio. Di un l-ipergruppo non completo.

Sia H = {a, b, ¢, d, ¢, f, g, b, i, I}. Consideriamo la seguente partizione di H:
Ay = {e}, do= {a, ¢}, Ady={b, a, 1}, A,= {f,i}, 4;= {g, [}. Seriviamo la ta-
bella seguente tenendo conto delle condizioni (I) e (II).

o e o b c a f g h i l

e e 4, A, A, A A, A Ay 4, A
a | A, {b, d} A, h A, g e 4, l e

b | A, 4, Ay A, Ay e A, Ay e A,
c | 4, h 4, {0, d} A, 1 e Ay g e

d | 4, A, Ay Ay A e Ay 4, e 4,
f A, g e 7 e A, A, e A, Ay
g | As e Ay e A, Ay A, : A, Ay
h A, Ay Ay A, Ay e A, Ay e Ay
7 A, 4 e g e 4, A, e A, A,
l Ay e A, e A, A, Ay A, Aq 4,

{H, o)y & un l-ipergruppo.
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Abstract

One studies the 1-hypergroups and determine their struciure. Moreover one find a method
allowing us to construct all the 1-hypergroups.



