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ANNA ROSOLINI (%)

Un esempio sulla ¢-olomorfia (**)

Introduzione

Sia £ un dominio di C»; si dice che una funzione f: Q — C», fe 02(Q), &
g-olomorfa (¢ € N) quando verifica I’equazione 0fA (99f)7 = 0. Si dice che Q &
g-olomorficamente convesso quando per ogni compatto K di £ l'inviluppo con-
vesso di K rispetto allo spazio 0,(£) delle funzioni g-olomorfe su Q & a sua
volta compatto.

Introdotte queste nozioni, R. Basener in [2] ha dimostrato che se un do-
minio 2 di C* & a bordo differenziabile e limitato allora la convessitd g-olo-
morfa di £ implica la ¢-psendoconvessitd al bordo.

T noto (v.[5]) che se 2 & a bordo regolare allora la g-pseudcconvessita
al bordo & equivalente alla g-completezza (nel sensc di Andreotti e Grauert);
quest’ultima nozione ha senso anche quando 02 non & necessariamente rego-
lare. Si pone pertanto il problema di vedere se il teoremsa di Basener ¢ valido
anche per domini non necessariamente regolari al bordo, ciot se la convessita
g-olomorfa implica la g-completezza.

In queste pagine, dopo aver provato alcune proprietd di carattere functo-
riale relative alla convessitd g-olomorfa di varietd, mostriamo che la conget-
tura precedente & falsa. Infatti per ogni n > 1 definiamo un semplice dominio
di C»+2 che ¢ n-olomorficamente convesso ma non n-completo.

1 - Ricordiamc brevemente le definizioni di ¢-pseudcconvessita e di ¢-
completezza.

(*) Indirizzo: Department of Mathematics, Massachusetts Institute of Techno-
logy, Cambridge, Massachussetts, U.S.A.
(**) Ricevuto: 11-I-1983.
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Def. 1.1. Siano £ un aperto di C» f: Q — R, fe 03(Q). Si dice che |
& g-plurisubarmonica (risp. strettamente g¢-plurisubarmonica) in £ se per ogni
2, € 2 la forma di Levi di f in z,

n a‘.!f

L(f, zp)(a) = WL Bz 07, (%0) ;T aeCr,

ha almeno »n — ¢ autovalori non negativi (risp. positivi).

Sia £ un aperto di C» a frontiera di classe (2; siano 2, € 02 ¢ U un intorno
aperto di g,. Sia ¢ € C*(U) una qualsiasi funzione che definisce il bordo di 2
in 2, cioé tale che QN U= {ze Ulp(z) <0, (d¢), #~ 0}.

Def. 1.2. TL'aperto £ si dice ¢-pseudoconvesso (visp.: stretiamente g-
pseudoconvesso) al bordo in z, se la forma di Levi di ¢ in 2, L(g, %)(a), 1i-
stretta alliperpiano analitico complesso tangente a 00Q in 2, ha almenon — ¢ —1
autovalori non negativi (risp. positivi). Si dice poi che 2 & g-pseudoconvesso
(visp. strettamente g-pseudoconvesso) al bordo se lo & in ogni punto del bordo.

Le nozioni introdotte si estendono naturalmente al caso di varietd com-

plesse (v.[1]).

Def. 1.3. Sia £ una varietd complessa. Si dice che Q ¢ g-pseudoconvessa
(visp. strettamente g-pseudoconvessa) in senso esaustivo se esiste una funzione
f: 2 - R g-plurisubarmonica (risp. strettamente g-plurisubarmoniea) fuori da
un compatto K c 2 tale che gli insiemi B, = {& € 2|f(») < ¢} siano relativa-
mente compatti in £ per ogni ce R.

Si dice che Q & g-completa se K =0 e f & strettamente g-plurisubarmonica.

In {5] (Theorem 3.3.1) Vigna Suria dimostra che per aperti a frontiers
regolare le nozioni di g-pseudoconvessita al bordo e di ¢-completezza si equi-
valgono.

Le seguenti nozioni di ¢-olomorfia e di convessitdh g-olomorfa sono state
introdotte da Basener in [2].

Def. 1.4, Sia £ una varietdh analitica complessa di dimensione n. Una
funzione f: 2 — G, fe 0¥Q), si dice g-olomorfa, con gelV, 0<g<m, se
0fA(93f)e = 0.

L’insieme delle funzioni g-olomorfe su £2 si indica con 0,(2); questo insieme
risulta non essere un’algebra, dal momento che non & chiuso rispetto alla mol-
tiplicazione e alla somma, come & provato in [2].

Si pud introdurre in modo naturale una nozione di convessitd g-olomorfa.
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Def. 1.5. Siano £ una varietd complessa, dim Q= n, ¢ GJV, 0<qg < n.
Se K c Q si pone Koq(g) = {ze 2] |f(z)| <sup|f], Vf € 0(D)}.
K

Si dice che £ & g-olomorficamente convesso se per ogni K compatto di £,
Koq(g) & compatto.

In [2] ¢ dimostrata una relazione tra la nozione di convessitd g-olomorfa
e quella di ¢-pseudoconvessitd, in analogia con quanto accade per i domini
olomorficamente convessi. Vale infatti il seguente risultato.

Teorema 1.6. Sia Qc C* un dominio limitato a frontiera differenziabile.
Allora

1

(i) se 0 ¢ g-olomorficamente convesso, é ¢-pseudoconvesso al bordo;

(i) se Q ¢ strettamente g-pseudoconvesso al bordo, per ogni x € 082 esiste
un inforno aperto U di x tale che QN U é g-olomorficamente convesso.

2 - La convessitd g-olomorfa, cosi come altre proprietd degli spazi com-
plessi (quali la convessitd olomorfa e la ¢-pseudoconvessita) si conserva attra-
verso particolari procedimenti per costruire nuovi spazi. Dimostriamo allora
aleune di tali functorialita.

Proposizione 2.1. Siano 2, i =1,..., r, domini g-olomorficamente con-

n
vessi di Cr. Allora Q = 2, ¢ g-olomorficamente convesso.

i=1

Dim. Sia Kc Q compatto; per ogni i<r vale
Rogmc Kooy,  dist (Ko, 82,)>dist (Koep, 92,) >0,

poiché K'oq(pi) ¢ compatto. Sia ora z€ 0£2; esiste j., 1<j.<r tale che z2€ 92, ;
quindi

dist (Koye), #) >min dist (Ko ), 092,,) = ¢ >0.
wedN

Ne segue allora che nessun punto di 9£2 pud essere di accumulazione
per Kaq(_r)).

Proposizione 2.2. Siano X, Z varietd analitiche complesse ¢ ¥ una
sottovarietd aperta di Z. Sia u: X — Z una applicazione olomorfa. Se X ¢ ¥
sono g-olomorficamente convesse, allora anche X, = {xe X|u(x)e ¥} ¢ g-olo-
morficamente convessa.
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Dim. Sia K c X, compatto; allora «w(K)c Y é compatto. Siano e Koa(xu),
f€ 0 (X).
Poiché fou & g-olomorfa su X, (v.[2], Proposition 1) si ha

(w12 | = sup [ f(u(@) | = sup|f)|,
xER weu(x)
o
quindi %({) e K':= w(K)o .
Indicando con € la chiusura di Koq(Xu, in X si ha, poiché Y & g-olomorfi-
camente convessa #(C) c K'c Y e quindi ¢ c X,; dunque Koq(xu) ¢ chiuso in X
e pertanto & compatto, essendo contenuto in Koqm.

Proposizione 2.3. Siano R una varietd analitica complessa q-olomorfi-
camente convessa ¢ € 0,(R); sia A = {ze Q]f(z) = 0}. Allora V=>4 ¢
g-olomorficamente convessa.

Dim. Sia Kc V compatto. Basta provare che Koq(p) & chiuso in 0. Ve-
diamo dunque che nessun punto di 4 & di accumulazione per Koq(p).
Poiché f(w)s=0 per ogni xeV, si ha che u=minf(z)> 0. Sia ye 4.

aEE
Poiché f & continua, esiste un intorno U di y tale che sup f(z) < u.
z€T

Sia g(x) = 1/f(z); g ¢ definita e g-olomorfa su V; inoltre se we U\ A4,
lg(w)|>1/p = max g(z), quindi w ¢Koqm.

2EX

Poiche Koq(mﬂ (UN4) = ¢, y non & di accumulazione per Koq(v)»

Proposizione 2.4. Siano £y, Q, due varietd complesse. Sia £, p-olomor-
ficamente eonvessa, 2, q-olomorficamenie convessa. Allora Q2,x 80, é s-olomorfi-
camente convessa con § = IMaX {p, q}.

Dim. Siano sy 2, X802, — 0,, m: QX Q, — O, le proiezioni canoniche.
Se f e 0,2y, g€ 0,2, siano f'= fom,, ¢'= gom.; per la Proposition 1 di [2]
8i ha che '€ 0,(02, X £2,), g'€ 0,(£2; X £2,).

Sia K c 2, xQ, un compatto; m,(K) e m,{K) sono quindi compatti di £,
e {2, rispettivamente. Si ha |f'|x= |flruw © 19|z = 19]wm-

Posto s= max {p, ¢} siano (zo,wo)e]fosmlx%) e fe0,(£,); poichd f'e
0,(2, X 2,) C 0,(2,x2y) si ha |f(z0) | = [f' (20, o) | <[F' Nl = |l yemr -

Analogamente si ottiene |g(w,)|<<[g] . Dunque

PN N
Ko 0,0, C 1K) o0 X oI oy, C 21X 25 .

Allora Kos(glxoz) & compatto.
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Proposizione 2.5. Siano X, Y varietd analitiche complesse. Sia ¢: ¥ - X
olomorfa, suriettiva, propria. Allora se X é gq-olomorficamenic convessa anche
Y lo é. '

AN

Dim. Sia K c Y compatto; ¢p(XK) ¢ compatto in X e quindi qfl((p(K)oq(x,)
¢ ecompatto, poiché ¢ & propria. Inoltre se weffoq(y) e g€ 0,(X), risulta

lg(p(2)) | < sup|(gog)(y) | = sup|g(2)| .

vEK zep(R)

FaN
Quindi Koa(y)c (K)o ) © percid Koq(y, & compatto.

Proposizione 2.6. Siano X una varieta complessa g-olomorficamente con-
vessa ¢ Y ¢ X una sottovarieta chiusa; allora ¥ é g-olomorficamente convessa.

Dim. Se Kc Y & compatto, Koq(y,c Koq(x, ¢ chiuso in Y e quindi anche
in X.

3 — Diamo ora per ogni n un esempio di dominio (n — 1)-olomorficamente
convesso.

Esempio 3.1. Sia D = {ze C*||2;|< 1, j =1, ..., n}. Posto D* = D\J{0},
D* ¢ (n— 1)-olomorficamente convesso.

Infatti, siano 2 = C"\ {0}, K un compatto di 2 ¢ K = Kon_l(g). R & chiuso
in Q e limitato; vediamo che 0¢ K e quindi che K & compatto.

La funzione f(2) = (2, + 2.+ ... + Z)(|a]® + |2]2 + ... + |2 ]?) 2 & (0 — 1)-
olomorfa (v. Example 5 in [21).

Se per assurdo esistesse una successione {#™|ne N} in K, con lim z™= 0,

n—>0

si avrebbe [f(z™)|<sup|f|< - =o, per ogni nelV, che & assurdo, poiché
x

Hm (™) = 4 so. Quindi Q & (» — 1)-olomorficamente convesso.
n—>o

I1 policilindro D & certo (n — 1)-clomorficamente convesso. Ne segue dun-
que che D* = DN L & (n — 1)-olomorficamente convesso per 2.1.

Esempio 3.2. Sie n>2; con le notazioni dell’Hsempio 3.1, D* X D* é un
dominio di CG** limitato, (n — 1)-olomorficamente convesso ma non (n — 1)-com-
oleto.

Dall’esempio precedente e dalla Proposizione 2.4 segue che D*xD* &
(n — 1)-olomorficamente convesso. Mostriamo ora che D*x.D* non & (n —1)-
completo, '

14
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Posto P=DxXDc G, P;=P\{r€C|t,y=".= 2s =0}, Pp= P\
{ze C*|z,= ... = 2,= 0}, si ha che P*:=P\{0} = P, U P,, P,N P, =D*XxD*
=P \({or=1..= 2 =0} U {Zuys = ... = 2pn = 0}).

Per ogni fascio analitico coerente & su P possiamo considerare la succes-
sione di Mayer-Vietoris applicata alla terna (Py, Py, D* x D¥)

. > TPy, F)® HI(P,, F) — H{(D* x D¥, F) - H+(P*, F) —

— H**Y(P,, )@ HH (P, F) —...
per i>0.
Poiché P, e P, sono (n— 1)-completi vale Hi(Py, F) = H (P, F) =0
per ¢>n; ne segue un isomorfismo di connessione

H{(D*x D*, F) = H+(P,, F), i>n.

Sia ora Q2 il fascio dei germi di forme olomorfe di grado 2n su P*; si ha
che H=1(P* Q2)=£0. Infatti P* & (2n — 1)-completo (per (2.6) di [4]) quindi
Hin1y(P* Gy ~H?»2~1(P* C) per (4.1) di [4], dove H”(X, C) & 'insieme degli
£ e Hr+( X, ) rappresentabili nell’isomorfismo di de Rham con una forma di
tipo (p, ¢).

Poiché P* & contraibile alla sfera 841, si ha Hi»(P*, Q)= H (St
C) ~C.

Hemeo-y(PE Q) ~ H-1P* C) ~ C & un quoziente di Hn—1(P#* Q)
quindi H=-1(P% Q) =2 0,

Ne segue allora che H**(D*xD* Q)£ 0 (poiché H2(D*xD*, Q)
~ 1P Q) dunque D* X D* non pud essere (n — 1)-completo.

Osserviamo che la dimostrazione precedente prova in realtdh che D* x.D*
non & nemmeno ¢-completo per ogni ¢ << 2n — 2. Di pilt, poiche (v. (1.5) di [3])

Iy

in un ambiente di Stein la g¢-pseudoconvessita esaustiva ¢ equivalente alla

g-completezza, si ha che D*xD* non & g-pseudoconvesso in senso esaustivo
per alecun ¢ <<2n — 2.
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Abstract

In this paper we prove some properties of g-holomorphically convem complex manifolds
and give an ewample of a domain in C™-2 with a nonsmooth boundary which is n-holo-
morphically conves bul not n-complete, for any n > 1.

F & X






