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G. IsAac (¥

Sur Pexistence de P'optimum de Pareto (

1 — L’optimum de Pareto a été étudié les derniéres années par plusieurs
auterurs [11-[5], [8]-[12], [14], [15], [16], 5, [18], ., [22], [25], [26], [28] [29],-[31]
[33],-[36], Pétude étant imposée par 1'économie mathématique, par la program-
mation multicritére et par la théorie du contréle optimal multicriteére.

Le concept qui a é6é beaucoup utilisé dans 'étude de Poptimum de Pareto
¢’est la compacité ou certaines généralisations de la compacité.

On remarque que certaines particularités des cdnes convexes dans les espaces
de dimension finie ont été aussi utilisées.

Récemment, les constructions proposées par T. Tanino et Y. Sawaragi [31],
par C. Malivert [18], et par H. W. Corley [10], prouvent que pour construire
une théorie de la dualité pour Poptimisation multicritére les théoremes d’exi-
stence jouent un réle trés important si on veut généraliser cette théorie aux
espaces de dimension infinie.

Dans cet ouvrage on étudie existence de I'optimum de Pareto dans des
espaces localement convexes.

La méthode qu’on utilise est basée sur un théoréme général d’existence
des points ecritiques pour les systémes dynamiques multivalents au sens de
M. Maschler et B. Peleg [19], mais considérés sur des espaces localement
convexes.

En relation directe avec ce téoréeme on considére une classe remarquable
de cbnes convexes, les cdnes appelés nucléaire (ou supernormaux).

(*) Indirizzo: Dépt. de Math., College Militaire Royal de St. Jean, St. Jean sur
Richelieu, Québee, Canada.

(**) Les résultats de cet ouvrage ont été exposés au « International Symposium
on Semi-Infinite Programming and Applications », the University of Texas at Austin,
8-10 Sept. 1981, — Ricevuto: 18-I1-1982.
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Utilisant les cbnes nucléaires on démontre quelques critéres d’existence
pour Voptimum de Pareto dans des espaces localement convexes.

On obtient aussi une généralisation aux espaces localement convexes du
critére d’existence démontré par Tanino et Sawaragi[31] dans Pespace E» et
qui est fondamental pour leur construction de la dualité pour I’optimisation
multicritere.

On remarque que les résultats de cet ouvrage n'utilise pas la compacité,
mais la complétitude, ce qui ouvre une autre direction dans Pétude de
Poptimum de Pareto.

2 — L’origine de l'idée utilisée dans cet ouvrage se trouve dans les concepts
et les observations suivantes.

(a) Soit X(7) un espace topologique, R le corps réel et m: X xR — X
une application.

Si (X (), 7) est un systéme dynamique c’est-a-dire si sz vérifie les propriétés
suivantes: (s,) m(x, 0) = @, Yo € X, (s;) a(n(w, t,),t,) = nl@, t, -+ 1,) Yoe X, Vi,
t, € R; (s;) m est une application continue, alors pour chaque v € X ’ensemble,
k(@) = {m(@, 1)} .r S'appelle la trajectoire de .

On dit que le point z, € X est un point critiqgue pour le systéme dynamique
(X(r), 7) si k) = {z,}.

La notion de point critique joue un réle important dans I’étude des systémes
dynamiques, en particulier dans ’étude des mouvements périodiques et dans
Pétude de la stabilité.

Mais, on observe que la notion de systéme dynamique multivalente [ou
généralisé] au sens de Maschler et Peleg [19] est suffisant pour étudier I'exi-
stence des points critiques.

On dit que Papplication I": X — 2% egt un systéme dynamique généralisé si
Vee X, I'(x) # 0.

Le point z, € X s’appelle point critiqgue pour I' si I'(w,) = {az,}

Remarque 1. On observe que si (X(z),#) est un systéme dynamique
au sens classique, alors Papplication multivalente

X X
woow
& — (@) = {7(@, 1)} cr

‘donne une structure de systéme dynamique généralisé sur X.

Remarque 2. Les systémes dynamiques généralisés sont utilisés dans
la théorie des jeux, dans la théorie des négociations itératives ete. [19].
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(b) Le concept suivant a été défini par R. R. Phelps [24].

Soit F un espace de Banach et S ¢ F un sous-ensemble fermé. On dit que
x, € 8 est un point & support cénique pour S §'il existe un céne convexe fermé
KcE tel que, Int K == @ et S 0 (K 4 @)= {®}. Les points & support co-
niques on été utilisés par Phelps dans I'étude des points support pour les en-
sembles fermés d’un espace de Banach, par F. BE. Browder dans I'étude des
alternatives de Fredholm pour les opérateurs non-linéaires [6], dans 1'étude
du caractére de la densité dun espace de Banach [le théoréme Ledue-Whitfield
et dans la théorie du «range» numérique d’un opérateur linéaire T': K — K
[le théoréme de Bollobas].

Dans cet ouvrage nous considérons la notion suivante.

Si B(r) est un espace localement convexe, S c F un sous-ensemble fermé
et K c E un cbne convexe, on dit que z, € 8 est un point ¢ support K-cénique
si, 8N (K + @) = {g}. V

Remarque 1. Dans plusieurs ouvrages [4];, [10],, [36] ete. les points &
support K-conigue s’appellent points K-efficients.

Remarque 2. Sion considére I'application multivalente,

IS —8
w w

z—=>T@x)=8n K+ a),

alors on observe que x, € S est un point & support K-conique pour S si et seule-
ment si #, est un point critique pour le systéme dynamique généralisé (S, I').

(¢) Soit E(t,) un espace localement convexe et F(z,) un espace localement
convexe ordonné par le céne convexe Kc I
Si f: X > F est une application (ot X c E est un sous ensemble), alors
on dit que le point x, € X est un point Pareto-optimal si f(@,) est un point &
support K-cénique pour Pensemble f(X). On obtient donc la conclusion sui-
vante: pour trouver un théoréme générale d’existence pour Voptimum de Pareto
il est suffisant de trouver un théoréme général @ existence pous les points critiques
des systémes dynamiques généralisés.

3 — Dans ce paragraphe on précise quelques notions qui seront utilisées
dans cet ouvrage.
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On utilise la définition de l'espace localement convexe proposée par F.
Treves [32].
Un espace localement convexe est un couple (H, Spec E) ol

(a) I est un espace vectoriel (sur R ou {);
(b) Spec E' est un ensemble de semi-normes définies sur Z tel que:(s,)
(VAe R,)(VpeSpec E) = Ap eSpec E, (s,) si peSpec F et ¢ est une semi-
norme telle que g<p alors ¢ € Spec F, (s;) (Vp,, p. €Spec B) = sup (py, p.)
€ Spec I,
Si Spec F est donné alors il existe sur Z une topologie localement convexe 7
telle que, une semi-norme p est r-continue si et seulement si, p € Spec E.
I’ensemble B C Spec E s’appelle une base pour le Spec B si Vp e Spec F,
dgeB,34 >0, p<ig. On dit que la base B du Spec B est Hausdorff si,
Ker B = {z€ E|p(x) = 0,V¥p e B} = {0}. Si le Spec E a une base B Haus-
dorff, alors la topologie v définie par le Spec & est une topologie Hausdorf.
8i M cFE est un sous-ensemble et F wun espace localement convexe
alors, on dit que la fonction ¢: M — R est inféricurement semi-continue si
Pensemble S, = {7; eM ](p(m)<2} est fermé dans 'ensemble M pour tout A € R.
Soit (F, 8pec F) et (F, Spec F') deux espace localement convexes; on dit
que Yapplication f: M — F (ol M c B) est fermée, si pour chaque suite géné-
ralisée {mi}iac M telle que {w},., —axe M et {f(@)} e,y € F il résulte que
f(@)=1y. Si McE est un ensemble non-vide alors on dit que I': M — 2%
est un systéme dynamique sur M si, (Yo e M)(I'(x) 5 ).

4 — On démontre maintenant le théoréeme fondamentale de cet ouvrage.
Tous les espaces localement convexes sont supposés Hausdorff,

Théoréme 1. Soit (B, Spec E) un espace localement convexe, {p“} une
base pour le Spec Bl et M c B un ensemble non-vide.

Le systéme dynamique I': M — 2% a un point critique si- et seulement si 4l
existe un espace localement convexe (I, Spec F'), une base {qﬂ} pes POUr le Spec T,
un ensemble complet Myc M, une fonction f: M,— F ot pour chaque couple
(a, B) € A X B il existe une fonction pag: f(M,) — R, et deuw constantes ca, c5 > 0
telles que

1%) Vo e My, I'(x) C My;

oEA

29 f est formee et f(M,) est complet;

4% Yo e My, Yu e I'(x), max {0“ Pal® — ), es qp(f(z) — f(u))} < pap(f(w))

(19
(29
(3°) @ap ost inf. semi-cont;
(4°)
"“‘Paﬁ(f (u) )

Dém. Evidemment si I” a un point critique w, € M alors les conditions
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du théoréme sont vérifiées si on pose:M,= {a:} , ' = B, Spec E = Spec I
({06} pes = {Pa} yes)s = I, €t pour tout («, f) € A XA, ca= ¢p=1, et pag= 0.
On suppose maintenant que les conditions du théoréme sont vérifiées.
Puisque V'espace F est supposé Haussdorff et 3, complet il résulte que 3,
est un ensemble fermé.

La correspondence ['|, : M,— 2% est un systéme dynamique sur M, et
evidemment un point critique de I'|, est un point critique de I

On considére sur I'ensemble M, la relation binaire suivante xRy (=) max
{eava(® — y), esga(f(®) — f(¥))} <@as(f(@)) — pas(f(y)), pour tout (a,p)e dxB.

On peut prouver que la relation R est une relation d’ordre sur 'ensemble M,
(on utilise ici que les bases {Pa},eqy {45} pep SOt Hausdortl).

On note la relation d’ordre R par <.

Soit {#:},, un ensemble totalement ordonné d’éléments de 'ensemble M.
On peut supposer que (I, <) est aussi un ensemble totalement ordonné tel
que, ;< @; si et seunlement si i<,

8i i<g alors #; < ; eb la définition de la relation d’ordere < implique

CaPal®;— @) <<}9aﬁ(f(wi)) - ¢aﬁ(f(f’?f)) ’

ce qui donne que la suite généralisée {pap(f(x:))},, (Pour « et § fixés) est une
suite décroissante dans R, . Donecil existeras € R, tel que {pas(f(#:))},e; | Ts-
Soit ¢ > et (o, f) € A X B, il existe 4, €I tel que pout tout i>4, on a

Tap < @ap(f(#:)) <rap+ min (ca, ¢p) e .
Alors, pour tout j>i>i, on a

CaPalt;— ;) <‘Paﬂ(f($i)) —(Paﬁ(f(wi)) <min (Ca, Cp) e<Ca€
CﬁQﬂ(f(wi) - f(w:)) <‘Paﬂ(f(90i)) - ‘Paﬁ(f(fvi)) <min (¢, ¢p) e<Cse.

Si on applique le méme raisonnement pour chaque (e, f)€.4 X B et si on
tient compte que{pa} . ,(resp {¢s} 5;) est une base pour le Spec E(resp. le Spec F)
il résulte que {:v,.}ia est une suite de Cauchy dans Pensemble M, et {f(z.)}
est une suite de Cauchy dans l'ensemble f(M,).

Comme M, et f(I,) sont complets et fermés il résulte qu’il existe @ € M,
et 7 e f(M,) tels que, lim z,= F et lim f(z,) = 7.

€l terl
La fonction f ayant le graphe fermé on a f(ZT) = 7.

Puisque pour tout ¢4, on a @as(f(2:))<74p+ min (ca, ¢z) & et pap est sup-
posée inf semi-cont, il résulte

el

Pap(f(Z)) <7ap+ min (ca, ¢g) e pur tout & > 0, d’olt (pag(f(i))<mﬂ.
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Si 4, j e I vérifient, i< j alors on a

(6:) CaPal@; — ;) <@ap(f(@:)) — @as(f(2)) < pap(f(2,) — 7as

(62) epta(f(@:) — F(a;)) <@ap(f(2))) — 1ap .

Comme les semi-normes pa, ¢s sont continues, si on passe & la limite par
rapport & § dans les inégalités (0,), (6,) on obtient
CaPal®; — T) <(Paﬁ(ﬂwi)) —Tag <(Pc\'ﬁ(f(a?f)) - Wﬂa(f(?f))
(65)
caga(f(2:) — H(Z)) <@ap(f(@:)) — rap <@as(f(2:)) — pasl(f(F)) -

Comme les inégalités (0,) sont vérifibes pour tout («, f) € A X B, il résulte
quez; X% Yiel.

Done on obtient que chaque ensemble totalement ordonné par rapport &
«<X » 3 un élément majorant.

Utilisant maintenant le lemme de Zorn il vésulte qu’il existe dans I'ensem-
ble M,, par rapport & la relation d’ordre <, un élément maximal z.(sM,).

Mais, utilisant la relation (4°) des hypothéses, on obtient

(Y € I'(2,)) [max {eapal@s — u), cagolf(2,) — F(0)]} <@on({(@,)) — @aa(f@)) ,

pour tout («, f) € A X B, ce qui implique, =, < % pour tout » € I'(w,,).

Comme w, est un élément maximal de ensemble M, il résulte que z, = u
pour tout w € I'(x,), donc I'(z,) = {74} ¢’est-a-dire 1" a un point critique dans
Pensemble M.

Remarque. Le Théoréme 1 est une généralisation pour des systémes
dynamiques sur des espaces localement convexes du théoréme de point fixe
de Caristi [7].

Corollaire 1. Soit (H, Spec ) un espace localement convexe, {p,,‘}v@l une
base pour le Spee B et M ¢ I un ensemble non-vide complet. Le systéme dynami-
que I's M — 2% @ un point critique si et seulement si il existe un espace locale-
ment convexe (I7, Spec F'), une base {Q/x} pes POur le Spec Fy une fonction f: M — I
fermée telle que f(M) est complet, pour chaque o € B il ewiste une fonction inf
semi-cont gu: f(M) — R 1y Une constanie ¢ > 0 et pour chaque f € B une fonction
@s: () — R . inf semi-cont ¢t unc constante ¢z > 0 telles que

Caal — 1) <@a(f(@)) — palf(w))
(4)’ Yee M, Yuell(r) <
csa(f(w).— f(u)) <gs{f(2)) — @s{f(w)) .
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Dém. L'hypotheése (4)' implique Phypotheése (4) du Théoréme 1 si on pose
Pas(t) = @a(t) + @olt); Vi€ f(M); V(o B) € AXB.

Du Corollaire 1 on obtient

Corollaire 2. Soit (E, Spec F) un espace localement convexe, {pa}““ une
base pour le Spec B et M c B un ensemble non-vide complet, soit I': M — 2%
un systéme dynamique. Sil ewiste une fonction f: M — B fermé telle que f(M)
est complet et pour chaque acA il existe deua constantes ca, ¢, > 0 et une fonction
inf. semi-cont gu: f(M)— R, telles que Vo e M, Yu e I'(z), max {¢a palw —u),
c:pa(f(w)——f(u))} <@a(f(@)) — @s(f(n)), alors I' a un point critique dans Uen-
semble M. ' '

Corollaire 3. Soil (E, Spec I) un espace localement convexe {Pa}aed une
base powr le Spec B, M c I un ensemble non-vide complet et I': M —>2¥ un
systéme dynamique.

On suppose que pouwr chaque o€ A 1l existe une fonction inf. semi-cont
Ou: M — R, et une constance ¢a > 0 telles que

Yee M, Yuell(z), CaPal® — 1) < Ba(w) — Balnt) ,
alors I @ un point eritiqgue dans Uensemble M.

Remarque. Le Corollaire 3 est une généralisation du critére d’existence
des points critiques démontré dans Pouvrage [19] oi1 on demande la compacité
de Yensemble M, la semi-continuité de I" et Pexistence d’une valuation con-
tinue ('analogue de la fonction 0.).

Utilisant les résultats précédents on démontre quelques critéres d’existence
pour les points & support K-cOnique. On a remarqué déjad que la notion de
point & support K-cénique contient la notion d’optimum de Pareto, plus pré-
cisément la notion de décision Pareto-optimale utilisée dans les problémes de
contrdle optimal multicritére et aussi la notion de point efficient.

Proposition 1. Soit (E, Spec ) un espace localement convewe, {p“}
base pour le Spec I, Sc E, 850 ¢t Kc I un céne convexe,

L'ensemble 8 a un point a support K-conique si et seulement si il existe un
ensemble 8y c 8 complet, un espace localement convexe (I, Spec F') une base {qﬁ} gen
pour le Spec I, une fonction fermé f: Sy — F telle que f(8,) est complet et pous
chaque (o, ) € AXB une fonction inf, semi cont gags: f(Sy) — R, et deux con-
stantes cx, cg > 0 telles que

&EA une

(1) Yz e Se; SN (K -+ x)cSy;

(2) Voes,, Yue SN (K-+a) mas {eapa(v—u), ¢ogs(f(@)—1(u))} <gasl(f(@))— paalf(w))-
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Dém. On considére la correspondance I: § — 8§ définie par, I'(x) = 8
N (K- x); Vze 8. On observe que [ est un systéme dynamique sur S et
un point critique du systéme I" est un point & support K-conique pour S. La
proposition est alors une conséquence du Théoréme 1.

Il existe un cas intéressant quand les hypotheéses de la Proposition 1 peuvent
étre vérifides facilement; c’est le cas d'un edne qu'on appelle nucléaire (ou super
normal).

La notion de ¢one nucléaire (ou supernormal) a été définie dans 1’ouvrage [16];
et utilisée dans[16],.

Pour faciliter la lecture de cet ouvrage on reprend les résultats sur les cones
nucléaires mais on ajoute quelques nouveaux résultats.

5 — Soit (E, Spec E) un espace localement convexe Hausdorff et E’ le
dual topologique de E.

Déf. 1. On dit que le cone convexe K c H est un cédne nucléaire (ou super-
normal) §'il existe une base B pour le Spec E telle que

VpeB, 3f,ek, VeeK, p)<f,l@).

Soit 7 la topologie définie par le Spec EF sur I'espace E. On dit que le cone
convexe K C & est v-normal si et seulement si, quel que soit deux suites géné-
ralisées {&:},o;) {¥:}e, telles que 0 <z, <y, pour tout s € I (la relation d’ordre <
étant la relation définie par le cone K) et telle que {¥}e; =0, il résulte que
{3, = 0.

La notion de cone normal est fondamentale dans la théorie des espaces vec-
toriels topologiques ordonnées [16];, [17], [23].

Proposition 2. Dans un espace localement convexe (B, Spec H) chaque
cone convexe nucleaire K c F est t-normal.

Dém. En effet, soit {v}., {y},, deux suites généralisées telles que
Viel, 0<@;<y; et que {y.},, 0.

Puisque le cone K est nucléaire il existe une base B pour le Spec E telle que
VpeB, 3f,e B, Vo e K, p(x)<f,(z).

On a alors pour chaque p € B, 0 <p(2,) <f,(®:) <f,(¥:) et comme lim f,(y,) = 0

il résulte que, lim (z,) = 0. er
i€l
B étant une base pour le Spec E il résulte que {w,-}m;o et done le
cone K est r-normal.
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Proposition 3. Soit (E(r), Spec B) un espace localement convexe et K c B
un cone convexe. Si K est t-normal alors il est o(E, B') nucléaire.

Dém. Soit p une semi-norme o(#, E')-continue; alors il existe une cons-

stante € >0 et f, f,, ..., fo€ B’ tels que pour tout zeF on a, px)<C sup

(]fzi("v)) =t
Le cone K étant v-normal pour chaque ¢ = 1,2, ..., % il existe h,;, g, € B

positives sur K telles que f,= h;—g,. Donc pour tout ze K on a

p@) < O sup (|7:](@)) < € sup ((h] - g:])())

=1 =1

n

<0 sup (hy(@) + gi@) <0 3 (hi+ g.)(e) ,

i=1 =1
ce qui donne que le cone K est o(E, E')-nucléaire.

Corollaire. Les propositions 2 et 3 impliquent que le céne convere Kc B
est o(B, B')-nucleaire si et seulement si il est o(E, E')-normal.

Remarque. La conclusion du corollaire précédent est trés importante
parce qu’elle introduit la complétitude faible dans Iétude de I'optimum de
Pareto.

Soit (E(z), Spec ) un espace localement convexe Hausdorff.

On dit que le cone convexe K c E est v-complétement régulier si, et seulement;
si, quel que soit une suite généralisée {mi}ie , € K monotone croissante et z-bornée
il résulte qu’elle est z-convergente. Pour les cone complétement réguliers il
faut voir {16]; ,.

Dans Youvrage [16], on a étudié existence des points & support K-conique
pour un ensemble fermé dans un espace localement convexe utilisant les cones
complétement réguliers.

On précise aussi que Pespace localement convexe F s’appelle quasi-complet
si chague sous-ensemble borné et fermé de E est complet.

Proposition 4. Dans un espaces localement convexe (B, Spec B) quasi-
complet chagque cone convexe ferme et T-nucleaire K C B est T-complétement regulier.

Dém. En effet, soit {mi}mc K une suite généralisée monotone croissante
et 7-bornée. On peut supposer que {xi}ie,cBocK, ol B, est un ensemble
T-borné et z-fermé.
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Soit B une base pour le Spec I et p € B; il existe alors f, € B’ telle que
Vo e K, p(a) <fyl®).

La fonctionnelle f, étant positive sur K et continue il résulte que la suite
généralisée {f,,(:z:i)} de nombres réels, est monotone croissante et donc con-
vergente.

Puisque pour chaque & > 0 il existe i, €I tel que pour tout 4, j>1, on a

i€l

D@ — @) <P(@— Byy) + P(@5— @0) <Jpl@; — Ti9) + fpla;— Tp) <ef2 + £/2 = ¢,

il résulte que {z.},, est une suite de Cauchy par rapport & la topologie v et
comme B, est 7-complet il résulte que la suite {x;} ., est r-convergente.

Les résultats suivants prouvent que la classe des ednes nucléaires est non-
vide.

Soit (F, Spec F) un espace localement convexe Hausdorff et K c ¥ un cone
convexe. On dit que ensemble convexe B c ¥ est une base pour le cone K si
Vo € K\ {0}, 32 € R\ {0} unique, 3b € B, unique, # = 1-b, et on dit que P'en-

semble convexe 4 c K engendre le cone K si, K = |J - A.
2eR

On dit que le cone K est bien basé s'il est engendré par un ensemble con-
vexe eb borné A tel que 0 ¢ 4.

Proposition 5. 8i (I, Spec ) est un espace localement convexe Hausdorf,
alors chaque céne convexe K c E bien basé est nucléaire.

Dém. Le cone K étant bien basé il existe un ensemble convexe et borné 4
tel que 0 ¢ 4 qui engendre le cone K.

Utilisant un téoréme connu de séparation il résulte qu’il existe une fonetion-
nelle f e £’ telle que

(1) (Yaed)(f(a) >1), (2) f(0)y<<o.

L’ensemble B = {m e K|f(z) = 1} est une base pour le céone K parce que
sizeKonaws=~AaolacdetleR, d’ol on obtient que » = A-;f(a)(a/f(a))
et (a/f(a)) € B (et la représentation est unique).

L’ensemble B est borné parce que B c M = conv ({0} U A) et M est borné.
En effet, soit b € B alors b = Ja, ot Ae R +\{0} et a; € A. Dans cette relation
il faut avoir 1€ ]0, 1[ parce que si 2>1 il résulte qu'on a f(b) = Af(a;) > 1 ce
qui contredit la définition de Pensemble B. On a alors, b= (1 — )0 4 Aa, € M,
c’est-a-dire, Bc M.

Soit B une base pour le Spec E, weK\{O} et peB. On suppose que
p(x) %= 0; puisque B est borné il existe un nombre S, > 0 tel que pour tout z e B,
p(#)<f,. Comme (w/p(x))eK il résulte qu’il existe A, eR +\{0} tel que,
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(1/%)(x/p(2)) € B. On a alors,

1 =z 1 1
P(Z(m))=z]</3py f(}:; (

ce qui donne f(z/p(x)) = A>1/8, Ao, p(z)<f, f(x) relation qui est vérifibe
aussi si p(z) = 0, d’olt la proposition.

Remargue. Dans un espace localement convexe n’est pas vraie qu'un
c¢dne nuecléaire est bien basé.

Corollaire 1. 8i Pespace E est un espace normé alors wn céne convexe
K c E est nucleaire si et seulement si K est bien basé.

Corollaire 2. Un céne convexe localement compact ou faiblement locale-
ment compact dans un espace localement convexe est nucléaire.

Corollaire 3. Dans Uespace R» chaque ebne convexe fermé et saillant est
nucléaire,

La notion de coéne nuecléaire nous a été inspirée par la proposition suivante
qui utilise les espaces localement convexes nucléaires.

Let espaces nueléaires et leurs propriétés se trouvent dans les ouvra-
ges [217, [35].

La caractérisation des espaces nucléaires qui sera utilisée dans cet ouvrage
se trouve dans [35].

Proposition 6. Soit (F, Spec E) un espace nucleaire. Alors chaque céne
convexe normal K de Vespace B est un cone nucleaire.

Dém. Soit B une base pour le Spec B et p € B,
Puisque 7 est nucléaire il existe une suite équicontinue {f,,}"eNc E' et une
suite {A,},oy CUF telles que pour tout » € B, p(a) <3 An|<a, fu> |.

Si Kc F est un cone normal il existe une partie équicontinue M c K’ et
deux suites {g,,}ney, {hn}nm C M telles que pour tout ne N on a f,= g,— h,.
Enposant uyn = planss = Any T2n = Guy ¥enp1= h,, o0 obtient

(

*

) p(w)<z)’nl<$)fn>[:zlni<m7gn“_‘hn>]<zﬂnl<w,"’n>i Veek.

n

On observe que {ra},.,C K' est équicontinue, {u.} .. cli et comme VoecK
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on a 7,(z)>0, si on prend f,= > pu,r, de la relation (x) on obtient p(a)

n
<faz), Vo e K ce qui donne que le cémne K est nucléaire.

On dit quun espace localement convexe (E, Spec £) Hausdorif ordonné
par un cone convexe saillant K c B est un espace de type (L) si B est un espace
réticulé et il existe une base B du Spec F formé par des semi-normes solides
et additives, ¢’est-a-dire pour toute p € B on a

(1) Yo,y e B, (x| <|y| = pl@)<p(y); (2) Vo,ye K, p(@ + y) = p(@) + p(¥y).

Les espaces localement convexes de type (L) on été étudiés dans les ou-
vrages (18], [16],, [17].

On sait [13] que dans certains cas les espaces localement convexes de type (L)
sont des espaces de fonctions localement intégrables sur un espace localement
compact.
Proposition 7. Soit (B, Spec B) un espace localement convexe Hausdorff
de type (L) et K le cone des elemenies positifs. Si Uespace I est un espace borno-
logique et K un (b)-cone strict [28) séquenticllement complet ou si I est un espace
de Fréchet, alors K est un céne nucléaire.

Dém. Soit B une base pour le Spec ¥ telle que chaque semi-norme p € B
est solide et additive.

Puisque F est réticulé, pour chaque p € B la fonction f(z) = p(zt) — p(z7)
est bien définie pour chaque z e I parce que s8i @ = &, — &= Y¥; — Y., alocs
p(@1) — p(@) = P(4) — P(Ya)-

On observe que f, est positive et on peut prouver qu’elle est linéaire. En
effet,

@+ ) = L{@"+ ) — (@ -+ y7) = plat + oF) —pla—+ ¥
= plat) —p(e~) + ply") — o) = L@) + 1,4) -
Si 1 > 0 est un nombre rationnel et « € K alors on a f,(x) = p(iz) = Ap(w)
= AMy(®).

Soit A RN\{0} et w e K et {1}, ., {ta} ey deux suites de nombres ration-
nels telles que {r,}42 et {t,}|A. On a alors,

ala(®) = rap(@) = P(r.2) <P(Aw) <P(ta@) = L,P(¥) = 1.[,(@)

(r. et £, sont positifs).
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Comme R vérifie la propriété d’Archiméde il résulte que Af,(z) = f,(An).

On obtient ainsi la linéarité de f, et on observe aussi que le prolongement f,
est unique (pour p).

Utilisant le théoréme Nachbin-Namioka-Schaefer [23] il rvésulte que pour
toute p € B Papplication f, est continue et donc le edne K est nucléaire.

Un autre classe de ednes qui sent nuecléaires sont les cénes semi-complets
au sens de Mokobodzki [28].

Dans l'ouvrage [20] les cones. semi-complets sont considérés dans un ecadre
plus général utile pour la théorie axiomatique du potentiel.

On présente ici les cones semi-complets dans un cadre plus restrictif avec
des démonstrations directes mais suffisant pour la théorie des cOnes nucléaires.

Soit (Z, Spec E) un espace localement convexe Hausdorff, Kc I un cone
convexe et {f,,}naY une suite de formes linéaires, continues et positives sur K.

Déf. 2. On dit que le cone K est semi-complet pour lu suite {f"}nEN si, pour
toute suite {w,,,}me_vc K telle que Y f.(®,) <4 co pour tout ne N il résulte
qu'il existe 2 = Y @, et ze K. ™

m

On dit que 'application f: K — R (pas nécessairement linéaire) est relative-
ment bornde si pour tout x € K il existe p e R, tel que siw = w 4 » ot u, v € K,
alors f(u)<o.

Remarque. Il est évident que si f est une application linéaire et positive
sur K alors elle est relativement bornée.

Lemme 1. Soit KcE un céne convere semi-complet pour la suile {f,,}
et f: K — R relativement bornée. Il existe o >0, e >0 et » € N tels que

ney

(6, zxeK et f.(x)<e Ym<r = flr)<o .

Dém. Si pour un ¢>0 et €N lensemble Mg, r) = {meK{f,,,(:v)gs,
Vm<7‘} est vide, on admettra que le lemme est vérifié,

On suppose done que Mg, 7) = 0, VroN et Ve >0 et que la relation (6,)
n'est pas vérifiée. ;

Alors, pour tout » € N il existe @, € K tel que f(z,)>r et Yme N, m<r,
fmle,) <1/27.

Pour 7>n on a f,(2,)<1/27 et si r > n on peut écrire Y f,(2,) = > Faltn)

+ z f"(mm)ﬁ d’Oﬁ z fn(wm)<z fn(il',n) + 1. s s

n<m<r m<r m<n

Puisque le cdne K est semi-complet pour la suite {f,,}
Yn= 2 Tm €6 & =Y w,, alors # =y, + «, et 2,y, e K.

m#En m=>1

wex 1 TéSUlbE que si
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Mais par construction f(z,)>n ce qui est en contradiction avee le fait que f
est relativement bornée.

Lemme 2. Soit Kc FE un cone convexe semi-complet pour la swite {]‘,.}na.
de formes linéaires continues et positives sur K. Si p: I — I, est une seminorme
relativement bornée sur K alors, il existe une constante g, > 0 et » € N tels que
VYo e K, p(x) <o, sup f.(z).

n<r

Dém. Le Lemme 1 implique qu’il existe p >0, e >0 et »r € N tels que

xeKetf,(v)<e, Ym<r = p(a)<p. Onpose (@) = sup f.(x) et oo= p/e.

m<r

Si @, (x) = 0 alors pour tout 1>0 on a ¢.(lr) = 0<e et done p(iz)<p ol
p(x) = 0, ce qui donne p(a) <o, SuP fu(x).

m<r

Si @.(x) = o >0 alors (pr((e/oc)m) = ¢ d’oll p((a/zx)w)<g, ce qui implique
Z’(fl;) <(Q/£)‘Z == Qg SUP fm(a")'
m<n
Proposition 8. Soit (E, Spec I) un espace localement convexe Hausdorff
et K c B un céne convexe semi-complet pour une swite {fn} de formes linéaires
continues et positives sur K. Alors le ebne K cst nucléaire.

neN

Dém. Soit B une base pour le Spec ¥; on prouve que pour chaque semi-
norme p € B il existe n, € N tel que

(0) Vee K, p(@)<n, 3 o).

r<np

On sait que pour chaque n e N, f, est relativement bornée.
Soit A; = {{ot},ey € 17| 0= 1}. On remarque que si {mn}m\, c E est une

suite qui a la propriété qu:z pour toute suite {ux,},.,€lF la famille {x,2,}
est sommable dans Pespace F alors {wn}neﬂ est une suite bornée.
Soit p € B; on prouve que p est relativement bornée sur K. .
En effet, soit 2 € K et {w,,}nEN une suite telle que Yrne N, z,€ KN (x — K)

et {o:,,}”eﬂelf .
On peut supposer que {e,}

ney

neN

€.4,. Puisque pour chaque me XN, f, est
©

relativement bornée on a Yme N, Z fuloa,) << -+ oo, et comme K est semi-
n=1

complet il résulte que Y o,z, € K.

Done {azn}nEN
pour tout = € K.

On a alors que ’ensemble {y e Blp(y) <1} absorbe I'ensemble K N (v — K)

n=1

est bornée ce qui donne que 'ensemble K N (x — K) est borné
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pour tout x € K d’ou il résulte que p est relativerment bornée sur X. Le Lemme 2
implique qu'il existe g, > 0 et r € N tels que Ve e K, p(x) <o, sup fu(x).
m&Er

Puisque pour tout m e N, f,, est positive sur K il résulte qu’on peut choisir

1, € N tel que oo sup f,(2) <n, 2 fr(@) pour tout @ € K et donc K est nucléaire.
‘ mEr kE<np

Corollaire. 8i (¥ Spec H) est un espace localement convexe Hausdorff et
KcE un céne convexe saillant faiblement complet, faiblement normal dowt le
sommet posséde un systéme fondamental dénombrable de voisinages faibles, alors K

est wn cone nucléaire.

Remarques. (1) Examples de cOnes semi-complets se trouvent dans la
théorie axiomatique du potentiel, par exemple le edne 2+ des fonctions harmo-
niques positives sur un espace localement compact £ dans de nombreuses
théories (Bauer, Brelot, Constantinescu-Cornea) est semi-complet pour une
suite {,un}ney de mesures de Radan positives sur £2 & support compact [20].

(2) On sait que si F(7) est un espace nuecléaire et K c B un cdne convexe
normal et fermé alors sur K la topologie 7 coincide avee la topologie faible.

Dans I'auvrage [16], on a prouvé que cette propriété n’est pas vraie tou-
jours sur un cdne nucléaire.

(3) Dans Pouvrage [16], on a prouvé aussi que si Pespace F est ordonné
par un cdne nucléaire alors chaque suite généralisée (0.4)-Cauchy [16], est
absolument sommable.

(4) Les cOnes nucléaires jouent aussi un réle important dans 'étude de
la, propriété d’absolue sommabilité pour les applications positives [16],.

(5) On remarque aussi que les eénes qui possedent la propriété de Pangle
au sens de Cesari et Suryanarayana [9], et utilisés dans I'étude de Vexistence
de Poptimum de Pareto pour les problemes de contrdle optimal vectoriel sont
des cOnes nucléaires.

6 — Les résultats suivants utilisent les cObnes nucléaires dans 1'étude de
P'existence des points & support K-cOnique pour des ensembles arbitraires dans
un espace localement convexe, et done dans Pétude de Poptimum de Pareto.

Théoreme 2. Soit (I Spec E) un espace localement convexe, {pa}“e , ume
base pour le Spec B, Sc B, S0 ¢ Kc E un céne convexe nucleaire,
8l ewiste un ensemble borné et complet Sy c S tel que

(¥ VeeS,, SN (K-+a)cs,

alors Venseemble S a au moins un point 4 support K-conique.
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Dém. On considére le systéme dynamique, [t S, — 2% définie par ['(w)
=8N (K -+ a); Yz € 8, et on prouve qu’il existe un point critique pour I dans
T’ensemble S,.

On prend F = I, Spec I' = Spec I/ et f=1I.

Puisque le eone K est nucléaire, pour chaque o € 4 il existe f,e B’ telle
que pour tout € K on a pa(x) <falx).

Comme S, est borné il existe ms= sup fa(®).

TESo

On pose pour tout « € 4, pa(®) = ms— falx), Yo € 5,.

Siwel, et wel(x) alors wue SN (K + «), done il existe v € K tel que
u=0-+xel,.

Pour chaque € 4 on a

Pal — u) = Pa(tt — &) = Pa(v) <[a(v) = falv + & — )
= falv 4 @) — fa(@) = [Ma— fa(@)] — [Ma— fa(v + 2)] = @al@)— @alu).

Comme pour chaque o€ 4, ga: Sy — R, est une fonction continue on peut
appliquer le Corollaire 3 du Théoréme 1 ce qui prouve le théoréme.

Corollaire 1. i les hypothéses du Théoréme 2 sont vérifiées et s'il existe
un point &, € S tel que 8 N (K-+-m,) est borné et complet, alors Uensemble S a au
moins un point & support K-cénigue.

Corollaire 2 [Browder [6]]. Si E est un espace de Banach, 8 ¢ E un ensemble
borné et formé alors pour chaque cone convexre K ¢ B qui a une base borneé et fermed,
il ewiste dans Uensemdle S un point d support K-conique.

Soit maintenant F l'espace R" avec sa topologie naturelle et X c B» un
ensemble convexe non-vide.

L’ensemble RC(X) = {g/ eR|VieR, ,VoeeX, o+ lye A} est un cdne con-
vexa qui s’appelle le cdne de recession de 'ensemble X.

On sait que si {X i} e, €56 une famille de sous-ensemble convexes, et fermés
de Despace R telle que ()X, alors RC((X;) = N RCX)).

€1 i€l iy ¢

Corollaire 3 [Bitran-Magnanti] [4],. Soit K c B" un ¢éne convexe saillant
et fermé.

Si X ¢ B* est un ensemble non-vide convexc et fermé alors X a un point d
support K-conique si et seulement i KN RCO(X) = {0}

Dém. 8i KN RC(X)= {0} alors il existe 0 %y € KN RO(X» et comme
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x+ye @+ K)n X pour tout @ € X il n'existe aucun point & support K-cb-
nique dans I'ensemble X.

Soit K N RO(X)= {0} alors si 2, € X on a RO[(z,-+ K) N X]= K N RC(X)
= {0} d’om il résulte que 'ensemble (x, 4 K) N X est borné.

Le cone K étant nucléaire le Corollaire 1 du Théoréme 2 implique existence
d'un point & support K-conique dans 'ensemble .

Remarque Si: Kf={yeR"| (x>0, YeeE\ {0} et [RO(X)}*
={yeR"|{y,») <0, Vr e RO(X)}, alors la relation, Ki N [ROX)]*s0 im-
plique, K N RO(X) = {0}.

La notion suivante a été définie par Hartley [15].

Soit K c R* un cbne convexe et X c B” un ensemble non-vide.

On dit que Vensemble X est K-compact si, pour chaque z e X I'ensemble
(@ — K) N X est compact.

On remarque aussi que la notion de poini efficace au sens de Hartley [15]
est en réalité la notion de point & support (— K)-cdnique.

On a alors,

Corollaire 4 (Hartley [15]). Si Kc R" est un cone convexe et X C B* un
ensemble non-vide K-compect, alors il existe dans Uensemble X un point efficace.

Soit K c R un cdne convexe fermé qui a P'intérieur non-vide.
On dit que I'ensemble X c R est fortement K-semi-borné si RC{co(X))
c {0} UInt K.

. . 4 , 4
Corollaire 5. Soit Kc B* un céne convexe fermé tel que Int Ks£0 ¢

X c B® un sous ensemble non-vide, fortement K-semi-borné et fermé.
84l exviste x € X tel que X ¢ » — K, alors il ewiste dans Uensemble X un point
& support (— K), conique (c’est-a-dire efficace).

Dém. Le Lemme 2.9 de Pouvrage [34] implique que ensemble X N (¢ — K)
est borné et on applique le Corollaive 1 du Théorém 2.

Le résultat suivant généralise aux espaces de dimension infinie un critére
d’existence pour Poptimum de Pareto démontré par T. Tanino et R. Sawaragi
dans Pouvrage [31] dans le cas de Pespace R

On remarque que la démonstration proposée par T. Tanino et R. Sawaragi
utilise le fait que dim R*= n < 4 co et que Int R% #0.

Aussi, ce critére est fondamental dans la consfruction de Tanino et Sawa-
ragi de la dualité pour Poptimisation multicritere.

Soit (B(z), Spec F) un espace localement convexe et K c I/ un econe convexe
saillant.
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Siz,yell on pose, <<y si et seulement si y —~xeKet w4y ctsi AcH
on pose eff (4) = {alae 4 et [a 4 (— K)]N A = {a}}.

Déf. 3. (1% On dit que Pensemble 4 c B est K-borné §’il existe «®e I
tel que Aca-} K[31].
(2°) On dit que I’'ensemble 4 c B est K-fermé si 4 -+ K est fermé [31].
(3°) On dit que Pensemble A c B est K-semicompact 8’1l est K-borné et
K-fermé en méme temps.

Théoréme 3. Soit (E(z),Spec B) un espace localement convere quasi-
complet et K c Bl un cone convexe fermé et v-nucléaire.
Si A c I est un ensemble K-semicompact alors eff (A) = 0.

Dém. On considére 'ensemble, A'= (4 -+ K)N{@—K) oua e d est un
élément arbitrairement choisi. Puisque 4 est K-fermé et K fermé il résulte
que A’ est un ensemble fermé.

L’ensemble A’ est aussi un ensemble borné.

En effet, 4 étant K-borné il existe ate F tel que, 4 - Kca'+- K+ K
ca'4 K, donc, A'c(ay+ K)Nn (@—K) dout il vésulte que A'c[a @]
= {re E[a°<w<d}.

Mais le céne K étant nucléaire il est normal et done [a®, @] est un ensemble
borné.

Le cone K étant nucléaire il existe une base {p“}“m pour le Spec F telle que
Vaec A, fae B, Yxe K, pa(x) <fs(x), mais comme on a ps(— &) = pa(@) <fal)
= — fa(— ), Yo € K, il résulte que le cone — K est aussi nucléaire.

Puisque, Vo e A’, A’ N (— K -+ 2) c A’ et Pespace E est quasi-complet, on
peut appliguer le Théoréme 2 & Pensemble 4’ et on obtient que eff (A') 5= .

Pour terminer la démonstration il reste & montrer que eff (A') ceff (4).

Pour prouver cette inclusion on prouve que si a* €eff (A') alors,

(i) a¥eAd, (il) a* € eff (A).

(i) On suppose que a*¢ A, mais alors comme a*c A’ il résulte que
a¥=gqa-+rourekK, r#0 et ac A et donec a << a*.

Puisque a4 on a
(1) acd+ K.

D’autre part, a*=a —r,, ou r, € K, d’ol il résulte que a = a* —r =@
— (r, 4 r) et done,

(2) . eaca—K.
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Alors les relations (1) et (2) 1mphquent qu’il existe a € A’ et ¢ << a™ ce qui
est en contradietion avec la relation a* € eff (4’). Done la relation (i) est vraie.

(ii) On suppose maintenant que a* € eff (A') mais que a* ¢ eff (4). Il existe
alors a” € A tel que a’ < a*; mais dans ce cas ¢” € 4’ parce que, ¢’ € a* — K
cia—Keta"edcd+ K.

Done il résulte qu’il existe ¢’ € 4’ tel que " < ™ ce qui est impossible parce
que a* € eff (4’) et le théoréme est démontré.

Corollaire. Soit (E(t), Spec B) un espace localement convexe quasi-complet
et Kc Bl un céne convexe fermé et t-nucléaire.
Si A c E est un ensemble K-semicompact, alors A ceft (4) + K.

Dém. Soit @ e A arbitrairement choisi et si on considére l'ensemble
= (4 4+ K) N (@ — K) on sait qu’il existe a®e E tel que 4’ [a, @].

Du Théoréme 3 il résulte qu’il existe ¢* g eff (4') tel que ¢* <@ d’olt on ob-
tient, @ ceff (4') + Kceff (4) 4+ K.

Soit (E(7), Spec B) un espace localement convexe et (F, K) un espace vec-
toriel ordonné par la cone convexe K.

On dit que P'application f: B — F est t0-bornée si pour tout ensemble
z-bornée B c E il résulte que f(B) est borné en ordre, ¢’est-a-dire il existe u,,
u, € F tels que f(B) C [y, u,] = {y € Flay <y <t}

Corollaire 2. Soit (E, Spec E), (I, Spec ) deux cspaces localement con-
vexes. On suppose que F' est quasi-complet et ordonné par un céne convexe fermé
¢t nucléaire.

Soit B ¢ 1 un ensemble borné et f: B — F une fonction telle que f(B) est K-fermé.

Sl ewiste une fonction t0-bornée g: E — I telle que, (Yo € B)(g(x)<f(x))
alors, eft (f(B))+# 0.

Dém. On observe que f(B) est un ensemble K-semicompact et on applique
le Théoreme 3.

Remarque 1. Les hypothése du Corollaire 2 sont vérifiées si F = R,
K=R", BCE et f: B — R’ une application e-sous-différentiable en , e B,
cest-a-dire il existe T: B — R» linéaire et continue telle que T(k)<f(ao+ k)
— f(xo) + &; Vh € B, et si f(B) est R7-fermé. Dans ce cas T est 70-bornée parce
que 'espace ordonné (R, R}) est un espace de Banach qui a une unité forte.

Remarque 2. Dans Pouvrage [31] il est démontré que si f: £ — R* ot
f = (f1, fay ovey fu) est inf semi-cont c’est-a-dire f; pour tout i =1, 2, ..., n est
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inf semi-cont, alors pour chaque B ¢ ¥ compact il résulte que f(B) est K-semi-
compact.

Remarque 3. Si Bc H, f: B — F et f(B) est compact, F' étant un espace
localement convexe ordonné par un codne convexe fermé K alors f(B) est K-fermé.

Le résultat suivant est obtenu considérant Poptimum de Pareto comme
un point a support K-conique.

On n’utilise pas les cbénes nucléaires mais la différentiabilité et le résultat
obtenu est une généralisation d’un résultat démontré par S. Smale dans
I'espace R»,

Un cas particulier de ce résultat a été aussi remarqué par C. Malivert [18],.

Soit H(z) un espace vectoriel topologique, U ¢ F un ensemble ouvert et
zeU.

Si (¥, Spec F) est un espace localement convexe, f: U — F une fonction
et si pour chaque h € B, il existe, lim ((f(m + th) — f(x))/t), on considére Pap-

120,
plication, D} f: B — I' définie par D} f(h) = lim ((f(= + th) — f(2))/t); Vhe E.

t—>04

Proposition. Soit Uc I un ensemble ouvert, (F, Spec F) un espace locale-
ment convere ordonné par un céne convexe K F qui a Int K=40et f: U — F
une fonetion.

8t x € U est un optimum de Pareto (c'est-a-dive f(z) est un point a support
K-conique powr f(U)) et s’ ewiste DFf, alors DFf(H) nest pas dense dans
Vespace I'.

Dém. On suppose que f(x) est un point & support K-conique pour f(U),
done f(U) N (K + f(#)) = {f(x)} don il résulte que,

(%) HU) N (It K + f(@)) = 0.

La proposition sera démontrée si on montre que DFf(F)c F\Int K. On
suppose le contraire, c’est-a-dire qu’il existe he B tel que DFf(h)eInt K.
Puisque, D} f(k) == lim ((f(= + th) — f(x))/t) il résulte que pour tout >0

>0 4

suffisamment petit on a, ((f(x -+ th) — f(@))ft) € Int K et done f(x + th) — f(z)
€ Int K pour tout ¢ > 0 suffisamment petit.

Alors pour ¢ > 0 suffisamment petit on a a4 the U, f(z 4 th) e {(U) et
fle 4 th) e Int [K + f(x)] = Int K + f(x), dout f(@ + th)ef(U) N (Int K+ f(@)),
ce qui est en contradiction avee la relation (%), et la proposition est démontrée.
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