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MARIA CORINNA MARINO o LUIGIA PUCCIO (%)

Sul parametro 4.(®) di un grafo planare (**)

1 - Introduzione

La definizione di eolorazione di specie superiore d’un grafo G = (V,8) &
stata introdotta da F. Speranza, [5];. In una tale colorazione L, la minima
distanza tra vertiei di uguale colore & s--1. In modo ovvio si definisee il
numero s-cromatico v, di G.

Successivamente S. Antonucei[1] e M. Gionfriddo [3]12,5 si sono occupati
di problemi relativi a queste colorazioni. In [3], indicata con d, la s-densitd
d'un grafo & (cio¢ la densitd di G¢) e posto A, —_—'ys_ d, (& sempre A,>0) si
dimostra che

[(s —1)[2J* (b + 1)y,
2 b

(1) Vs>3 VYheN 3@ planare tale che A(G)>[
ove [r]* per r reale, indica il minimo intero non minore di v, mentre [7] indi-
cherd il massimo intero non maggiore di ». In [3], si dimostra che

(2) Yhe N 3G, tale che  4,(G;) =h.

Per h>3, i grafi G, che figurano nella (2) non sono planari. Inoltre, dalla (1)
e dalla (2) segue che

3) sup 4,(G) = + oo, (8)"  _sup AG)=+ oo,

=2 128, geF

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Via C. Battisti 90, 98100 Messina, Italy.
(¥*) M.C. Marino ha eseguito il lavoro nell’ambito del G.N.S.A.G.A.(C.N.R.); L. Puc-
cio ha eseguito il lavoro nell’ambito del G.N.I.M.(C.N.R.). — Ricevuto: 22-XI1I-1980.
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dove Z indica la classe dei grafi planari. In [3]; si segnala il problema della
determinazione del sup 4,(G) per G planare, problema di particolare interesse
se si confrontano i risultati ottenuti in [3], per s>3 (cfr. la (1)) con guelli ben
noti per s = 1.

In questo lavoro, dopo aver dato una generalizzazione di un teorema otte-
nuto da M. Gionfriddo in [3],, ed utile per il seguito, si dimostra che per ogni
heN esiste almeno un grafo planare G con A,(G) =h, e quindi

(4) sup 4,(G¢) = -+ co.
Ge?
Per il caso s = 2 si hanno, dunque, risultati analoghi a quelli ottenuti in [3],
per $>3 e non a quelli che si hanno per s = 1.
Nel seguito, dato un grafo non orientato ¢ = (V, 8) s’indichera con G+ il
grafo tale che V(G*) = V(@), {z, y} € S(G*) se e solo se d(z, y)<s in G. Inoltre,
se eV sard Ty(z) = {veV:d=zv)>s -+ 1}.

2 - Un risultato sulle colorazioni L,

Sia @ = (V, 8) un grafo non orientato, finito e C un insieme qualsiasi i cui
elementi saranno detti colori, Se K & un’applicazione di V in O, si dird che
K & una colorazione L, di G se

V(z,y) e V* TFY, K(z) = K(y) = d(z,y)>s +1.

Se in ogni componente connessa di G non vi sono vertici di ugual colore, si
dird che K & una colorazione L., di G. Si supporra, tuttavia, che i grafi con-
siderati nel seguito siano tutti connessi, poiché ¢ido non lede la generalitd dei
risultati ottenuti. Il numero s-cromatico di G sara il minimo numero y, di colori
necessario per poter definire in G una colorazione L,. Sara, inoltre, d, = Max
{|X|: XCV, diam X <s}; d, si dird la s-densita di G.

Sia F,= {X:XCV,diam X <s}. Si ha il seguente

Teorema 2.1. Sia G = (V,8) un grafo nel quale esiste wna partizione
P={X,,X,,X,} di V tale che
(iy X,,X.eZF, e diamy X;<8 (Y);
(i) Xy |=]X,|=ds;
(iif) Y(u,v)eX: T(u)NX,=T(v)NX;5%0 con i =1, 2;
iv)

(iv) YueX, diam (T,(w) N (X, U X)) <s.

(1) diam; X rappresenta la massima distanza tra i vertici di X nel grafo G.
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Si ha

| Kol+1

446 >1=2

1.

Dim. 8ia K una colorazione I, di ¢. Osserviamo, intanto, che per il
Teor. 3.1 di [3], si ha 4,(G)=1.

Dimostriamo, dapprima, che se W = {v,v,,v,} & una qualsiasi terna di
vertici distinti di ¥ non si ha in alcun caso K(v,) = K(v,) = K(v;). In altre
parole, se O(x) = {w€ V: K(») = a} allora per ogni « € K(V) si ha |0(x)] < 2.
Infatti, per la (i), la tesi & immediata se & verificata una delle condizioni
[WNX,]>2 per i=1,2,3.

Sia, dunque, |WN X,;|=1. Pilt precisamente sia, per fissare le idee, v,€ X;
per ¢==1,2, 3. '

Se v, € Xy — T,(v) [risp. v, € X, — T(v;)] allora d(vy, v,) <s [risp. d(v,, v;) <s]
e quindi K(v,) # K(v,) [risp. K(v;)# K(v,)]. Necessariamente ¢, dunque, v, € X;
N T(v;) e v,€ X, N T(v;). In tal caso & perd d(vy, v,)<s, da cui K(v;) 5= K(v,).
Per cui si ha |C(e)| < 2 per ogni o e K(V). Segue allora y,>[(|V|-+1)/2].

Inoltre, poiche A,=y,—d, e |V|=2d, +|X,|, si ha

[Xs|+1

1—d, = [ds+—2-._.._] _d3=[lX3]+1

|VI+1
SR

2

A4,=[

Da cui la tesi.

3 - Determinazione del parametro 4, per grafi planari
Dimostriamo il seguente

Teorema 3.1. Hsiste una successione di grafi planari {G)}yen tali che
A(G)n=h, per ogni he N ¢ per ogni s>2.

Dim. Siano he N, s>2, qualsiasi. Sia &, = (V, 8) il grafo planare cosi
definito: posto k = 2k —1 siano

2s+1
V= UA,UB,

i=1
dove: A; = {@y, Gisy ey @iz y} Per i=1,2,..,25, 1525+ 1; A= {Qsy, Ay,

23
ey @iy POT i =8 4 1, 28 + 15 B = {by, by, ..., bsy .} ed § = |J (A {bs, biya})s
U (Aoogr X {1y Doaya}) U {(8s, bi10), $=1, ..., 285 525 1}, =2
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P{X, Y, Z} costituisce una partizione di V verificante le ipotesi del Teo-
rema 2.1 se

2 28
X o= {byy by ey o} U (UA), T={brsgy s boasad U(UA), Z=4,..,.
i=1

{=3+1
Si ha infatti

(1) diam X = diam Y = d(by, bes) == @011, byspa) = 8, diamg Z= 2<s,
(iii) VeeZ T)NX=1{b}UA, T(NY=A4,,,
(iv) diam (4,U A4,V {d,4}) =2 < s.

Osservato che | X |=|Y|= sk -+ 1, dimostriamo la (ii), ossia che d,= sk-1.
Sia We #, (ovviamente W 5= 0). Se J = Z [risp. J = 4,,,], proviamo che nel
caso JN W0 si ha |[W|<sk+1 Se WNX=WnNnY=46¢ la tesi &
immediata. Sia, dunque WN (X UY) 0.

Se max {d(J, z):x € X N W} =m>0 (m<s) (dove s’intende m =0 per
XN W=0), allora max {d(J,y): ye ¥ N W} = ¢ — m. Ne segue

Wil Udd +m+17+]1 U ] +s—m

=1 i=s+m+2

=m—1)k—+m4+Ek4+8—m—1)k—1)4+8—m
=(sk+1)+1—k <sk+1.

A questo punto si perviene alla tesi osservando chese WNZ=Wn 4, =0,
e posto W, = WU Z, W,= WU 4,,,, necessariamente si ha W, € &, oppure
W, e &,. In conclusione, se W,e {W,, W,} N #,, allora |W|<|W,|< skJ1.
Per cui risulta d, = sk 1.

Per il Teorema 2.1 si ha pertanto

E+1

5 k.

A, >

Dimostriamo che esiste nna colorazione L, di G, mediante d, -+ h colori
distinti. Procediamo nel seguente modo:

(a) attribuiamo sk 4 1 colori distinti ai vertici di X ed altri h ad h ver-
tici di Z;

(b) ai rimanenti vertici Z assegnamo h—1 dei colori giad dati ai ver-
tici di A,;
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(¢) ai vertici di 4,,, associamo gli % colori assegnati ai vertici di Z
in (a) ed A —1 dei colori assegnati ai vertici di Ay

(d) per j=1,2,..,s—1, assegnamo ai vertici di Agy ;2 h—1 colori
non ancora utilizzati tra quelli dati ai vertici di 4,_,,, e h —1 colori assegnati
ai vertici di 4, ; (per j = ¢ — 1 s’intende che gli & — 1 colori di A, sono quelli
rimasti dopo aver effettuato la colorazione descritta in ©);

(e) per i =1,2,...,s assegnamo a b,,,,, il colore attribuito a b,.

Si ottiene cosi una colorazione L, di @, con d; + h colori e pertanto
A,(Gh) = h.

Dal Teorema 3.1 segue che per G planare ed 82
sup 4,(d) = + co.

Si risolve cosi il problema 1 segnalato in [3],.

Osserviamo, inoltre, che i grafi descritti nel Teorema 3.1 sono tali che la
successione dei valori del parametro 4,(G), per s fissato, coincide sempre con
la successione dei numeri naturali. Cid non accade, invece, per i grafi descritti
in [3];; infatti gid per s = 6 si ha che i valori di 4,(G) sono 3n e 3n + 1 per
n e N,
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Summary

We prove that for every s > 2 and for every h € N there exist planar graphs G such that
A44(G) = h.
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