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SmmvaANA MARCHI (%)

Condizioni necessarie di equi-as-quasi periodicita (**)

Introduzione

In questa nota si danno due condizioni necessarie di equi-as-quasi periodicita
[2] per una famiglia & di funzioni vettoriali (di variabile reale te [0, + 00)).
Precisamente in 1 si dimostra che le funzioni estremi, superiore cd inferiore,
della famiglia % risultano as-qﬁasi periodiche (Th. 1-2).

In 2 si dimostra che se la famiglia .# & costituita da soluzioni di una equa-
zione diff. vett. ord. del primo ordnie in forma normale, allora & risulta sta-
bile (Th. 3).

In 3 si da infine un esempio di una famiglia cui possono applicarsi le
affermazioni ottenute.

1 — Considereremo una famiglia & di funzioni reali f(f), definite e continue
in I =1[0, 4 co).

Diremo che & gode della proprieta & quando, communque si fissi ¢ > 0,
esiste I(s) > 0 e, per ogni f(¥) di & esiste T(e, f)>0, tali che, per ogni ael,
Pintervallo [a, a - 1] contiene almeno un 7 = 7(g, I, @) in corrispondenza al
quale ogni funzione f(t) di & soddisfa la relazione |f( -+ 7) — f(t) |[<< & per ogni
t>T(e, f).

Si dimostra (efr. [2], Oss. 3.1) che se & verificata tale condizione, allora la
scelta di T'(e, f) puo farsiindipendentemente da f. Pertanto nel seguito, parlande
della proprieta & supporremo sempre (e, f) = T(e).

Gli elementi di tale famiglia risultano funzioni as-quasi periodiche [3]
onde, posto f(t) = p(t) - ¢(t), con p(t) quasi periodica e ¢(t) infinitesima per
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t = 4 oo, indicheremo con P Pinsieme delle funzioni p(¢) e 2 Pinsieme delle
funzioni ¢(t) oftenute da tale decomposizione al varviare di f(¢) in 5.

Si dimostra in [2] che le funzioni p(t) sone equi-quasi periodiche (1), mentre
le funzioni ¢(t) sono equi-infinitesime per ¢t — + oo, come risulta se si procede
come in [1], p. 27, tenendo conto di quanto sopra asserito.

Nel presente paragrafo intendiamo dimostrare quanto segue.

Teorema 1. Se¢ & soddisfa la proprieti P e se per ogni t e I esiste finito

sup f(t), allora v(t) = sup f(2) é as-quasi periodica.
reF reF

Teorema 2. Se 5 soddisfa la proprieta P ¢ se per ogni t € I esiste finito
inf f(?), allora w(t) = inf f(t) ¢ as-quasi periodica.
1eF e

A tale scopo, fissata arbitrariamente una famiglia ¢ di funzioni g(t) reali,
t € R, premettiamo le seguenti definizioni e i seguenti lemmi.

Def. 1. Per ogni funzione g¢(t) di @&, per ogni reR, definiamo
2,(7) = sup |g(t + 7) —g(?)|.
4

Def. 2. Per ogni funzione g¢(¢) di &, per ogni &>0, definiamo
T(g,¢e) = {re R|v,(r) < &}.

Def. 3. Per ogni e >0, definiamo I (@, ¢) = NI (g, ¢).
gEG

Def. 4. Per ogni ve R definiamo §(z) = sup (7).
gER

() Invero & (v. [2], 2.1-(A)) Ve > 0 3l (e/4) > 0 Vael Ir(e/4) € [a, a+ 1] per cui
[p(t 4+ ) — p(t)| < &/4 per ogni p(t) e P, per ogni ¢>0. Inoltre, fissata comungque
p(t) € P, in corrispondenza ad & I,(¢/4) Ya € R Jx(e/4) e [a, a + 1] per cui Ip(t + )
—p(t)] < &/4 per ogni te R, essendo p(t) quasi periodica.

Bia ora o< 0 e sia 7, il quasi periodo di p(f) appartenente a [— g, — o + 1],
1 = 1LVl,, tale che o + 7,> 0.

Avremo allora [ plo + 1) — p(a)| < | plo + 7)) — plo + 7, + 1) + | plo + 7, + 1)
+ plo -+ )] + |plo + ) — plo)| < e < e

Dunque Ve > 0 3l(e) > 0 Va e I v €[a, a + 1], tale che, per ogni p(t) e P |p(t + )
—p) < e, per ogni te R.

Sia ora a< 0, 7 un quasi periodo in [—a—1,—a] ¢ oceR arbitrario,

Posto 7 = — 17 sardh Tela,a+1] e, posto 6 =1+ 7 sard t = o -+ %.

Dungue [p(o) —p(o + )| <& Yoe R, Vp(i)e P, e questa relazione prova l’equi-
quasi periodicitd delle funzioni di P.
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Def. 5. TUn sottoinsieme 8 di I (risp. R) si dice relativamente denso in I
(visp. R) se esiste un numero positivo ! tale che {a, a 4-1] N S5 ¢ per ogni
a el (risp. R).

Osserviamo che, in base alle definizioni precedenti la famiglia &7 soddisfa
la proprietad & sse Ve > 0 'insieme I (#, ¢) & relativamente denso in I, e che le
funzioni di P risultano equi-quasi periodiche sse Ve > 0 Vinsieme J (P, ¢) &
relativamente denso in R.

Lemma 1. Per ogni ¢ >0 ¢ 7(g,¢)CcT (G, e).

Dim. Sia teZ(F,¢). Dunque |§(z)]=]F(z + 0) —F(0)|< & (3), da ecui,
essendo §(t) >0 perognit € R (3), si ha §(7) < e.

Allora v,(7) << ¢ per ogni g(¥) di G e quindi v €5 (g, ¢), per ogni g(t) di &,
ovvero T €7 (@, ¢).

Lemma 2. Le funzioni g(t) di G sono equi-uniformemente conlinue sse,
per ogni e > 0, T (G, &) contiene un intorno dello zero.

Dim. Siano le funzioni ¢(?) equi-uniformemente continue, cioé

(I) Ve > 030 >0Vt,t"e RVge @, se |t —1t"|<< dallora |g(t') — g(t") | < e.
Sia, per fissare le idee, t' > ¢". Poniamo allora t"=1¢ e v =1t'—1? cosl
che t' =1+ 7 e la (I) si serive
(I1) Ye>0 36 >0 VieR Vged, se |r|< 0 allova |g(t+ 1) —g{t)|< e
ovVvero

(IIT) Ve >0 36 >0 se |r]< 0 allora T €T (G, ¢) cioé, per ogni ¢ > 0,
T (@G, ¢) contiene un intorno dello zero. Ripctendo ora le implicazioni precc-
denti da (IT1) a () si ottiene che (111) implica (I) e cosi il lemma ¢ dimostrato.

Corollario 1. Sia g(t) funzione reale, te E. Si ha g(t) uniformemente
continue sse 7 (g, ) contiene un intorno dello zero, per ogni € > 0.

Lemma 3. Se 5 soddisfa la proprieta & allora le funzioni p(t) del cor-
rispondente insieme P sono equi-uniformemente continue.

Dim. Fissato arbifraviamente ¢ > 0, ¢ per ipotesi (P, ¢) # ¢. Sia per-
cid T €T (P, ). Allora, per ogni p(t) € P & v,(7) < ¢ e quindi P(r) < ¢. Ne segue

() v,(0) = 0 per ogni g(t) di G, da cui g(0) = 0.
(*) »,(t) >0 per ogni te R, per ogni g(t) di G.
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che 7 (P, ¢) & relativamente denso in R, e pereid, se P(t) ¢ continua, p() &
quasi periodica. In tal caso essa risulta uniformemente continua e quindi
T (P, ¢) contiene un intorno dello zero.

Ma T(P, ¢) cT (P, &), per cui (P, ¢) contiene un intorno dello zero, e si
ha quindi Ia tesi. Dimostriamo ora che P(¢) & continua. Si ha che 7(t) & continua
sse essa ¢ continua nella origine. Infatti siha B(f -+ s) <P(t) + P(s) (1), ¢ quindi

=0 t—=>0 ]
> lim (B(s) — (1)) ¢5) = Pls) .
f=>0

Se ora {a;} ¢ una successione reale tale che a;—,\ 0 per n — -~ oo, e plo,) >¢
per un certo & >0, prendiamo {«,} € {e } tale che {p(t -+ «,)} converge uni-
formemente in ¢ per ogni p € P [2]. Per ogni p € P, {p(t + «,)} converge uni-
formemente a p(?), e quindi v,(x,) tende a zero e H(«,) tende a zero. Si ha allora
una contraddizione.

Def. 6. Dato un insieme B C R e data una successione {c,} di numeri
reali, diremo che la successione {g(t + o)} converge wuniformemente rispetio
a te X e rispetto alla funzione g(t) di @ se Ve >0 In, Va', 2" >n,, Vge G Vie B
l(/(t Jf_ 0571’) ""g(t ’)L “n") < &

Lemma 4. Se le funzioni g(t) di G sono equi-quasi periodiche, allora ogni

successione {o,} di numeri reali ammette una sottosuccessione {o,} tale che
{g(t + @,)} converge uniformemente rispetto a te R ed alla funzione ¢(t) di G.

Dim. g(¢) & quasi periodica (cfr. Lemma 1), quindi {x } ammette una
sottosuccessione {c,} tale che {G(¢ - «,)} converge uniformemente, cioe
Ve >0, dn(e) Vn, m>N(e) VieR |§(t+ o) —F(t + «,)|<< e ovvero, per
cambiamento di variabile, |F(¢ 4 o, —e,,) —§(t)|<< ¢ per ogni te R. Ne segue,
per t = 0, g(a, — a,,) < &, e quindi v,(ec, — e,)<< & per ogni ¢g(t) € . Ma ¢id equi-
vale a sup |g((t + o, — «,) — g{¥)|<< & per ogni g(t) € @ e quindi, per cambia-

t

mento di variabile, |g(t 4+ «,) — g(t + «.)|<< & per ogni t € R ed ogni ¢(t) € &,
ovvero la tesi.

Lemma 5. Se & soddisfa la proprieta & allora ogni successione {9'711} di
numers reali positivi tale che a; — 4 co per n — 4 oo contiene una SUCCESSIONE
{an} tale che {f(t -- )} converge uniformemente rispetto a t €1 ed alla funzione
f(t) di 7, e viceversa.

(%) v,(t -+ s) <w,(t) + v,{s) per ogni peP, per definizione. Quindi P 4+ s)
<sup {v,(t) + v,(s)} = supw,(t) + supv,(s) = B(t) + Bls).
» »

P

(®) P(—7) = —7B(r) per ogni .
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Dim. Se & soddisfa la proprieta &, allora le funzioni p(t) del corrispon-
dente insieme P sono equi-quasi periodiche. Per il Lemima 3 csiste percid una
sottosuccessione {x,} di {«.} tale che {p(t- «,)} converge uniformemente in ¢
e in p(t), cicé Ye=>0 IN(e) Vn,m > N(e) YieR Vp{)eP |p(t-c.)
— p(t + &) |< /4. Daltra parte le funzioni ¢(¢) del corrispondente insiemc 2
sono equi-convergenti a zero per t— -+ oo, onde Ye >0 I, V', 1" Vq(t) € 2, se
t', 1" >, allora |q(t') — q(t")|<< ¢/4 e quindi, per ognit, se o,, o, >1t, |q(t- o)
- (l(t + O‘m) \< &.

Se ora M(g)e ¥ & tale che M(e)>N(e) e che «,, o>t per n, m> M(e),
allora, se n, m> M(e) si ha contemporaneamente Yie R Vp(i)e P Vq(t)e 2
Ip(t 4 o) — D + )| < efd, | @t + o) — @t + )| < /4 onde VieR
Vi) e F 1 f( + an) — f( + o) | << g/2 < e

Dim del Teorema 1. Dimostriamo anzitutto che () & continua.

Invero [o(t) —o(ty) | <sup |f(1) — ()| ¥, %€ I (%).
reF
Ora avendosi, per & —t,, f(t) — f(3,) per ogni f(2) di 7, sard sup |[f(t) — f(f) |
FeF

-0 per t =1, e quindi |v(t) — (%) |->0 per ¢ —1{,. Cid premesso, sia {oc;}
una successione divergente di numeri reali positivi. Per il Lemma 5 esiste una
successione {«,} C {o,} tale che {f({ + «,)} converge uniformemente rispctto a
t eI e rispetto alla funzione f(t) di #. Vale a dire, per la (6), che {v(¢ + «,)}
converge uniformemente in I, per cui il teorema & dimostrato (efr. [3], p. 27).

Dim. del Teorema 2. Si ottiene procedendo come nella dimostra-
zione precedente (7).

Corollario 2. Se F soddisfa la proprieta P e se, per ogni t €1 esistono
finiti o(t) = sup f(t) ¢ w(t) = inf f(t), allora le funzioni f(t) di % sono equi-
timitate. 77 1eF

(5) Per ogni ¢, foel si ha |v(t) — vy} <sup [f(1) — f(fo)].
Invero, fissata una qualunque funzione ;‘?t) di & si ha f(t,) = f(ty) — (1) + f(&)
<sup |f(t) — ()] + SuP f(1), quindi sup f(f,) < sup |f(t) —f($)] + sup f(t) onde wv(t)

reF reF reF* 16F
— () < sup |f(t,) — (t)[
reF
Scambiando ¢ con f, si ottiene la fesi.
(") Per ogni t, {ye I si ha jw{t) — w(t)|< mf ]f —fil< sup /@) — f(ty)]. Invero,

come nella nota precedente, si ottiene w(ty) < mf |f o) — @)} + mf f(t), onde w(t) — w(t,)
<inf [f(1) — f(t)]- 1eF
1eF
Scambiando ¢ con i, si ottiene la tesi.
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Dim. o) e w(t) sono as-quasi periodiche ¢ quindi limitate. Dalla loro
definizione segue la tesi.

2 ~ Consideriamo una equazione differenziale
(1) &= f(t,z),

dove z ed f sono funzioni reali (vettoriali); la funzione (¢, #) & definita e con-
tinua in IXxQ, dove 2 ¢ un insieme aperto e connesso di R e I = [0, 4 co),
ed ¢ tale da assicuare la continua dipendenza dal dato iniziale per la soluzione
in I del problema di Cauchy con punto iniziale ¢ = 0 associato all’equazione (1).
Dato z,€ R, la soluzione in I di (1) per (0, z,) sard denotata G(%, 0, z,) con
G(0, 0, @) = @,. La funzicne G(2, 0, 2) & continua in IXx {0} X Q e uniforme-
mente continua in JX {0} XK per ogni coppia di insicmi compatti Jcl
e K c Q, onde, indicata con y una famiglia di soluzioni di (1), se l'insieme
{#(0); x € y} ¢ limitato, allora

(2) Ve>0 36>0 Va,yey, se [2(0) —y(0)|< ¢ allora |z(t) —y(t)|< e Vied.
Consideriamo ora il seguente tipo di stabilitd per una famiglia di funzioni.

Dei. 7. TUna famiglia # di funzioni reali, definite in I si dicc stabile
(nel futuro), se Ve>0 I6>0 Vf,f,el, se |[f(0)—/(0)]<<d allora
[h(t) — ()< e Viel

Vale allera la seguente proprietd

Teorema 3. Sc la famiglia y soddisfa la proprieic & e Dinsieme dei valori
iniziali {2(0)fx € x} & limitato, allora la famiglia y & stabile.

Dim. Si procede analogamente a [4], p. 414, tenendo conto della pro-
pricta (2) di dipendenza continua dal dato iniziale delle soluzioni di (1) e della
condizione ‘

(3) Ve >0 3T,=T4(e) >0 3 = I(e) > 0 tale che Vi > Ty--1 It' € [Ty, Ty 1]
per cul |z(t) —a(t)|< ¢f3 Vo< y ottenuta, sempre seguendo [4], (p. 414),
in virth della nota (1).
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3 - Un esempio di insieme che verifica la proprieta @

Consideriamo dapprima la seguente definizione.

Def. 8. Una famiglia & di funzioni (reali) vettoriali, definite in
I = [0, 4 oo) si dice fortemente stabile in I (nel futuro), se Ve >0, 36>0
Vo, feIVge @ se |g(a) —g(B)] < & allora Vtel lglt+ o) —g(t + B)] <e.

Vediamo subito un esempio di insieme fortemente stabile in I; conside-
riamo l'equazione differenziale (1) dove x(¢) ed f(¢,«) sono funzioni (reali)
vettoriali definite rispeitivamente in I ed in IxQ dove QCR & aperto e
connesso, e N> |[f| > M con N ed M costanti positive.

Sia y un insieme di soluzioni di (1). In virth delle ipotesi fatte, si ha:
Ve >0 d0=0M (0 =0(e) & quello relativo alla equi-uniforme continuita delle
soluzioni di (1)) tale che Vo, fe R Voey, se |o(w) —z(f)| < 6 (e quindi
le —f] < (/M) = o), allora, Viel, |o(a +1)—a(f +t)|<e. Onde y &
fortemente stabile.

Sia ora G un insieme fortemente stabile in I di funzioni equilimitate
vettoriali. ‘

Se @ ¢ finito o numerabile supponiamo le funzionidi & solo
limitate. Sia {exn} una successione divergente di numeri reali positivi. Fissata ad
arbitrio ge@, la successione {g(«,)} & limitata, per cui 3{o,} C {e,} tale che {g(«.)}
converge. Se G ¢ finito o numerabile, al pin sfruttando il procedimento diagonale,
si puo alfermare Iesistenza di una successione {ﬂ,,} C {a,l} tale che {g(8,.)} con-
verge (uniformemente rispetto a g e @).

Fissato ¢ > 0, sia ora 6 = d(e) > 0 il valore che corrisponde ad ¢ per la forte
stabilita di G(d<e). In corrispondenza a ¢ esiste 5 tale che Vn, m > 7,
Vge G |g(B.) —g(Bn)| < 6. Ne segue, per la forte stabilith di &, [g(t + B,)
— gt + Bu)| < e Vtel onde G soddisfa la proprictd & per il Th. 2.

SeG@é pit che numerabile, allora G contiene almeno una sot-
tofamiglia pit che numerabile che gode della proprietd . Tnvero, essendo le fun-
zioni di & equilimitate, I'insieme X={g(t),t eI, g€ G} & limitato e quindi to-
talmente limitato (essendo contenuto in R). Allora Ve > 0 esistono m(e) vettori
Y1y Yoy -ooy Ym, tali che ogni vettore di X appartiene a un intorno di raggio d/2
di uno dei vettori yi, ¥», ..., ¥ dove § = 8(¢) corrisponde all’e della forte
stabilitd di @. Scelti ad arbitrio m+-1 numeri 4, ¢,, ..., ¢+, distinti, per ogni
g€ G esiste almeno una coppia t;, ¢, con 4,7 =1,2, ..., m + 1, per cui g(t.),
g(t;) stanno nello stesso intorno. Quindi, poich¢ una infinitd pit che numerabile
divisa per 2"+ ¢ ancora una infinitd pit che numerabile, per ogni coppia [Z 78
esistc almeno una sottofamiglia @;; pill che numerabile di @ tale che per ogni
g€y, g(t:) e g(t;) stanno nello stesso intorno, onde |g(t,) — g(t;) < & e quindi
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lgtt + 1) — gt 4+ &)< e per ogni >0, cioe ¢, —1%; (supponendo i, > t;) &
un as-quasi periodo cemune a tutte le g € ¢;;. Poiché ripetendo una infinita
numerabile di volte questo procedimento si oftiene ancora una famiglia pia
che numerabile, la fesi & provata.

Osservazione 1. Le funzioni dell’insieme G ora considerato sono
inoltre equi-quasi periodiche (tutie se ¢ ¢ finito o numerabile, oppure a meno
di considerarne una sottofamiglia piltt che numerabile se ¢ é piu che numera-
bile): basta sostituire I con R e considerare successioni reali {o,} qualunque.
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