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Dimostrazione elementare della unimodalita

dei polinomi di Gauss (**)

1 - Introduziene

Per il calcolo delle e¢.d. somme gaussiane, Gauss [4] ha introdotto per i nu-

meri interi non negativi » e k i polinomi [7;] € Z[X], a cui & stato dato il

k

suo nome. Si ricorda [Z] =0 sen<k, [:;] =1e [7] =[] (1— X»+)[(1 — X
J v l==1

se 0 << k< n. Se scriviamo » = &k - » con #>0, secondo la formula di ricorrenza,

r+k  r+k— ,T+k

L .
con le condizioni iniziali [ ]—[ 1=1 si ha che il polinomio [ + ‘] di

grado rk con coefficienti positivi interi, e [ + k]( 1) = (r—]t ). Cayley [1] e

Sylvester [10] fecero uso dei polinomi gaussiani per enumerare taluni invarianti:
+ k Tk
= ¥ a,X* la differenza ¢, —a,,, in cui 1<s<rk/2 in-

=0
dica il numero de1 semiinvarianti linearmente indipendenti di grado » ¢ peso s

di una forma binaria di grado & (cfr.[3]). In seguito alla reciprocitd dei poli-

cioé serivendo [

(*) Indirizzo: Mathematisches Institut der Technischen Universitat Mimnchen,
Germany.

(**) Sono grato al professore sig. W. HEisE che mi ha ispirato il presente lavoro
¢ 1 cui consigli sono stati in ogni fase di grande aiuto. — Ricevuto: 21-1X-1981,
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nomi gaussiani, di faeile prova), ossia a,= a;,—, (0<<s<kr) dal predetto risul-
tato ne deriva in particolare che i coefficienti «, formano una successione uni-
modale, €08 a, <t < .. <>y >0 >0y, GO UNa L appropriata.

Detti coefficienti presentano un interesse per il calcolo combinatorio, perche
si ¢ verificato, fra 1'altro, che a, ¢ il numero di partizioni di s che consistono al
massimo in # parti, la eui grandezza non superi il numero k. Da allora si é alla
ricerca di una prova combinatoria della unimodalitdh dei polinomi gaussiani.
Per cid che riguarda la teoria degli invarianti non & stato possibiledi interpretare
sinora in senso combinatorio né le veechie riprove (efr. [3], [5], [8], [10]) né le
nuove (es. [9]). Nel mentre ad es. Elliot, Hilbert e Schur operavano colle equa-
zioni differenziali di Caley-Aronhold, Springer si valeva della completa riduci-
bilita di ogni rappresentazione razionale di SL(2, C) e della esplicita cognizione
dei componenti irriducibili. Hughes [6] ha fornito una prova basantesi sulla
teoria delle algebre di Lie specialmente sui risunitati di Dynkin [2], [7]. Tutte
queste prove sono technicamente laboriose. Per tale motivo vogliamo indicare
ora una prova, in cui il teorema di Steinitz rappresenta 'unico elemento non
combinatorio.

2 - Terminologia

Salvo indicazione contraria le lettere latine minuscole rappresentano in
questo e nei paragrafi seguenti numeri interi. Inoltre siano fissati k>0 ¢ »>0.
Le partizioni A del numero s al massimo in + parti non superanti & formano
Tinsieme

k k
Api={A = (Rgy e, 1) e NE*: S D=1, 5 mld,=s} .
n=0 n=0

Se s <0 oppure s> kr ovviamente A,= 0 e se 0<s<lkr si ha [4,|< co.

. cex s . : T A o .
L’unimodalita dei polinomi gaussiani [ + ] si ritrae semplicemente dalla
”»
asserzione
kr
Meal <4l se 1<s< o
-

A base della dimostrazione sta I’idea di trovare una applicazione lineare iniet-

tiva di uno spazio vettoriale su @ con base .., in uno spazio vettoriale su Q

con base /..

Alluopo V sia lo spazio vettoriale su Q che . viene generato dall’insieme
k .

Li={AeZ+: Y A, =r}. V lo si pud descrivere come linsieme di tutte le

=0
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somme formali Y ¢,2, in cui ¢, € Q per ogni A€, dove I percorre tutti i
AEF
sottoinsiemi finiti di L. V & costruito in modo che L rappresenti una base

di V. (A sia il sottospazio generato dall’insieme A,C L. Tale sottospazio &
di dimensione finita e ha 4, come base.

3 « Dimostrazione
Biano 1<n<k e f,, g2 L — L le applicazioni definite da

Aoy voey Aumr—1, Au-+ 1, oory Ae)

10
Aoy eoes 2ty Auy eeny A

1
oy ey s - 1y A1, o, J) -

Essendo 1<#n, m<k ne segue ovviamente

(1) fmgn == gn:fm (2) fngn: I(ZL
¢ per ogni A€/, vale
(3) In#=0 = foledmy, AuF 0 =g hedy.

Inoltre siano F, G: V — V endomorfismi definiti da

I k
Fhi= > nd,fal, Ghi= Y (k+1—n)l1gah

=1 n=1

¢ da prolungamento lineare.

In questa definizione, a seguito di (3), i fattori 4, e 4,—; danno luogo rispet-
tivamente a I'{A>C<A—> e GAD>C A4 e in questo modo otteniamo
generalmente per t>0
(4) A CCd-py  GHADC L) -

Irasserzione decisiva della presente dimostrazione ¢

(8) Yoedd) (GF — PGy = (2s —kr)o.
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Basta verificare 'affermazione per i vettori 1 apparte-

nenti alla base A,. Si ottengono le equazioni

GF)» = Z Wl)nm(k’ _*" 1 —In)(fm;‘-%z“lgn f:yx}*y

nyM

FGL= 3k +1—n) duey (G ) .

nym

Per (1) la differenza risulta

Z [}‘m fmz n*l n 1(./11 )m]/'n(k’ "}"‘ 1 - n) fmgn )ﬁ .

n,m

Studiamo I’espressione nella parentesi quadra

n=m—1:
n = m:

n=m-41:

[---] = }~n+1)'vn-1"“ )vn—lihz—*'l: 0 ]
=4+ 1) — 2l + 1) = 1,— L~ R

L] = AuetlAnms— 1) — Ape(Any — 1) = 0O,

wFEmMm—1,mm4 1:[]= A, o1 — ApiAdn=10.

Siccome, nel caso in cui ¢ n#m tutti gli addendi sono nulli e poicheé
frg:.24 = 2 in fine resta

(6)

k

z (An— An—1)n(l 4+ 1 —mn)2

= (3 Aun(k -+ 1 —n) — i Apat(l 1 —m)) A
= (i Al + 1 —n) — i Aa(n + 1)k —mn)) A
i (e +1—n) — (0 + 1)k —n)) A, A = i 2n—k)A, A

= (2 Zn;{n —k Z Aa) A= —kr)2.

n=0

n=0

r .
Sia 1—<s<§, v€ (A N Kern G e 0<t<s; allora esiste un 7,540 sod-

disfacente a G*Ftv = L,v.
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Dimostrazione per induzione rispetto a t.
t= 0: banale. Sia allora 1<f<s. In questo caso

GFty = (GFt— Ft@)v (G = 0)

¢
(Fi-1GR =41 — FiGF )y = ¥ Fi-1(GF — FG) Pt~y

i=1

f
I

t
= 2 P2 (s — 1 — (t—1)) — W] P,

i=1
come segue da (5)e da Fi-ive {A,_y-n> per (4).

L’espressione fra parentesi quadra & negativa, poiché, secondo la premessa,
t

i<t e 2¢—Jr<0. Quindi si ha GFio = S2s—1—t+1)— k) Ft-1p e
=]

(3 ...) %= 0. Applicando Gt g questa equazione, per Iipotesi d’induzione,
si ha il risultato cereato.

Se 1 <s<kr/2, v > Gv & una applicazione lineare iniettiva di {Ag—ry in (A,
Infatti, se ve{d,—> N Kern ¢ da un lato si ha G*Fsv =10 con [, 0 e
dall’altro si ha Fsve (4> = (¥) = {0} che significa G*Fsv =0 ¢ quindi
v=0. -

Allora |Ay-|= dim {A,~,)<dim (4,> =|A4,| & valido (teorema di Stei-

r+k
3 I

nitz) e quindi segue 'unimodalitd dei polinomi gaussiani |

4 - Annetazioni

(1) Invece di Q ovviamente avremmo potuto adoperare gualungue corpo
di caratteristica nulla. Con rispetto ai puristi, persino Z sarebbe bastato.
Tutto resta valido, se intendiamo V come gruppo abeliano libero su L. In
questo caso (/> ¢ un gruppo abeliano libero di rango |A,|. Infatti, i nostri
caleoli coinvolgono solo numeri interi.

(2) Con qualche calcolo in pit la dimostrazione pud essere data anche
tramite la suriettivita dell’applicazione v+ Fo di (A,> su (A, 1<s<kr/2.

(3) La reciprocitd dei polinomi gaussiani si riconosce immediatamente
dalla biiezione @: A, — Ay—s, (Aoy Aiy Ayy oeey Ax) > (Aiy evey Aoy Ay Ag). @ forni-
sce un isomorfismo tra gli spazi vettoriali corrispondenti o anche un automor-
fismo di V, e inoltre si ha @ = @, F = OGP, G = PFP.
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Da questo riconosciamo che nel caso kr/2 < s<kr le applicazioni v Iy
forniseono iniezioni di <4,> in {(A.;> o anche v+ Gov forniscono suriezioni
di (A, su {A,>. Naturalmente questo & ¢id che ei si aspetta da F e G.

A.

2z

S oo
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