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RoporLFo S ALVI (*)

Disequazioni variazionali

per i fluidi viscosi incomprimibili non omogenei (**)

1 - Introduzione

Nei lavori di 8. N. Antonzev and A.V. Kajikov [1] e di A.V. Kajikov [3]
sono state studiate le equazioni del flusso dei fluidi viscosi incomprimibili che
sono non omogenei nel senso che la densitd non & costante, ovvero & stato stu-
diato il sistema

2
o (% + (wV)w) —pdu=of—Vp,
(1.1)
g—f-+(u-V)@= 0, divu=0.

I risultati di tali lavori sono stati, in seguito, esposti da J. L. Lions in [5]; ,
ove & stata data una completa dimostrazione della esistenza di una soluzione
debole del sistema (1.1) nel caso tridimensionale con densita 0 < a<p(z,1)<f
(un teorema di esistenza per 0<p(z,t)<pf ¢ stato dato da J. Simon in [7]);
in [3] con le stesse tecniche usate in [1] & stata dimostrata Vesistenza di una
soluzione forte nel caso bidimensionale. Osserviamo, inoltre, che nel caso bidi-
mensionale, Pesistenza ed unicitd di nna soluzione classica del sistema (1.1)
¢ stata dimostrata da A.V. Kajikov [3] e da O. A. Ladyzhenskaya and V.A.
Solonnikov in [4].

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica del Politecnico, Via Bonardi 9, 20133 Milano,
Ttaly.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 24-1I-1981,
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Per il sistema (1.1) possono essere considerati problemi che sono stati stu-
diati per il sistema di Navier-Stokes classico (g(w, ) = costante), dato che
questo ultimo sistema & un caso particolare del primo.

In particolare possono essere considerate disequazioni variazionali associate
al sistema (1.1) (per le disequazioni variazionali associate al sistema di Navier-
Stokes classico cfr. [2], [5];, [6]).

In questo lavoro si studia, nel caso tridimensionale, una disequazione varia-
zionale associata al sistema (1.1) con 0 < p(w, t) < relativa ad un convesso indi-
pendente dal tempo.

in 2 si precisa il quadro funzienale e si di la nozione di soluzione debole
della disequazione variazionale. ’

In 3 con una approssimazione di tipo Galerkin, si dimostra Iesistenza di
una soluzione debole della disequazione.

2 - Forma debole della disequazione variazionale

Sia £ un insieme aperto limitato di R® con contorno I Nel cilindro
Q= 0x(0,T), I'< oo, le equazioni del flusso dei fluidi viscosi incomprimi-
bili non omogenei sono

ou

(2.1) @(—(37+(u'V)u)—MAu=9f-VP,

oo . . s
(2.2) En + (u-V)p =0 (equazione di continuita),
(2.3) divu =0,

ove u = (u;, 1<i<3) ¢ la velocita, o la densitd e p la pressione. In (2.1)
(w-Vu = 3 u,(0u/oz;).

Si introducono i seguenti classici spazi funzionali 7 = {v|ve(£2(!)))3,
div v = 0}, V={chiusura in ((Q))* di 7}, H={chiuswra in (L(Q))* di ¥ 1,
dove Z(£2) = funzioni €« in Q a supporto compatto e H(2) spazio di Sobolev
di ordine uno.

Si pone, inoltre, ((u, v)) = [(2u,/0x;)(dv,/0;) dw, |u] = ((u, v)), a(u, v)

Q

= ((u, v)), [ulo = |u|=Ju,u,dz, (si usa la convenzione della somma rispetto

agli indici ripetuti). ¢

Si considera il seguente spazio vettoriale

& = (oo e L0, T; V); R e (0, T; L#(Q)); 22

gt e L°(0, T; Lv2(2))} .

ow;
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Sia, inoltre, K un convesso chiuso in H con int K =40 (1), 0 € K.

Consideriamo il sistema

(2.4) (9%1—;, v—u) +J@@47§$ (v —u);do+ pa(u, v—u)>(of, v—u) vek
Q i

0 .
(2.5) a~§ + div (pu) = 0,

con le condizioni iniziali

(2.6) u(z, 0) = u,(w), (2.7 o, 0) = go) ,

e le condizioni al contorno

(2.8) u=0 su 2, X=TIx(0,T).

Diamo la nozione di soluzione debole: si dice che (u, o) & soluzione debole del

sistema (2.4), ..., (2.8) se verifica le sequenti relazioni

29) (g, v—w+feu 5 (0—udo + ua(u, v—u) — (of, v —w}
>—[V0(0) (v(0) — u(0)) |2,
% 4 g =0
(2.10) =z T div (ou) =0,
ueL?(O,T;V),' uck, poel~(Q), Yved, vek.

La disequazione (2.9) si deduee dalla (2.4) (formalmente) nel seguente modo.
Moltiplichiamo (2.5) per u(v — u), integriamo in ¢ e sommiamo il corrispon-
dente risultato alla discquazione (2.4), cosl otteniamo

ou)

(2.11) f{( —u) j'ou Ry aa (v—u); do—+pa(u, v—u)—(of, v—u)} di> 0.

(*) L’ipotesi int K 54 ¢ & fatta per semplicitd, ma non & determinante.
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r
Aggiungendo e togliendo alla (2.11) [(Jov/0t, v—u)di si ha

of{(agtv,v I@u s aa (v —u); dw + pa(u, v —u) — (of, v —w)} dt
(2.12) - (2 ”“u),v—u)dt.
Ora
f(ao('v—-—u) v—u)dt
7 av——- ) ag
Df( —v—u)dt+ % f((v—u

¢ dalla equazione di continuita si ha

T 7
[0 2, v —w) @ = — [(Joi 224 o —u), av) at,
0 0 Q 0;
T 2 T a 3
0((1)——u)%—§,v-——u) at=— J(J( 5;‘ )0 — w), (v —u), dz) di

per cui la (2.12) diventa

ov S0, _
(2.13) j{(g w1 V) — — 0,22 (), de + waguf(

Fel 0;

~

__Qj 0U;U; é%' (v —u);de + pa(u, v—u) — (of, v — u)} dt

>3V o(T) (w(T) — (1)) |2 — % |V e(0) (v(0)
Ora

aou

o—u);de + L [ = ou,
' 0z “a

= (v—u)’dw —[ou,u; a% (v — ), dw
Q i

v, u; ou —v);
= fou & - dw— j"gu By 2, ' de —}—fgu,(v——u) Tdfn

39—”—"(100,

“;!:Qui ; % dm-{—gj‘ oUA; % da :Qj‘ ou;(v—u); o,

[4]

) 5y ¥ —u) dt—{—-.}f((v—u)?—g, v — w)dt,
ot 2 at
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per cui la (2.13) diventa

~

[ 5 =)+ Jou 22 0=y + e, v — ) — (o, v — w)}

>—|v/5(0) (2(0) — u(0)) |*.

3 - Esistenza di una soluzione debole del problema (2.6), ..., (2.10).
Dimostriamo il seguente

Teorema. 8¢ assume che fe L0, T; H), u,e H, g, € L=(2), 0 <o.(x) <f,
wy € k. Allora esistono funzioni u, p tali che

wel¥0,T;V), o0el®@), uck

e soddisfano (2.6), ..., (2.10) Yo e @, vek.

Sia P, 'operatore di proiezione su % e si pone
(3.1) pv) =v—P,v.
L’operatore f & monotono ed emicontinuo ed inoltre valgono le relazioni
(3.2) (v—P.v, Pv)>0, (3.3) (v—Pw, P,o—h)>0 Yhelk.

Si considera, ora, una famiglia di «approssimazioni interne» 7, di V.
Si assume che

(3.4) V. © un sottospazio di ¥ di dimensione m,
(3.5) Yve V esiste una successione v,, € V,, tale che v, - v in v,

(3.6) tutte le domponenti delle funzioni v in V,, appartengono a CYQ).

Poiché 7V & denso in H ed u,cH, & possibile trovare u,,eV, tale che
Wy, — W, In H per m — co.

30
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Sia w,, w,, ..., w, una base di V,,; consideriamo il seguente sistema

Bum auim
(Qm vl wy) +f@m74i —— Wy do - ;ua(um7 w;) -+ m’(ﬁ(um); wk)
ot ¥e) am}'
(3.7)
- (Qmﬁ wk) y
an 0 m

(3.8) 5 T Wim 5—9— =0,
(3’9) um(O) = Uym ove Uy € Vm 9 Wy, - U, in H7
(3'10) Qm(o) == Qom ove Bonm € CI(Q_)

1/m<om<f, Qom—>0 in L2(2).

11 sistema (3.7), ..., (3.10) ammette una soluzione almeno in un intervallo
(0, t,,) sufficientemente piccolo (cfr. [5];).
Con stime a priori standard si mostra lesistenza della soluzione in (0, 7).

Tali stime si ottengono nel seguente modo. Posto u,, = 3 ¢,,(t)w,, moltipli-
k=1

cando (3.7) per ¢;,(t) e sommando per k da 1 a m, si ottiene (si usa la nota-

zione (w)? = u-u)

0 0
Qme % "a'“t (um dw '+' j@n1253111 a ( m)zdw + /ua‘(um} um) + m(ﬁ(um)g um)

(3.11)
= {0 ], Un) .

Moltiplichiamo (3.8) per (u,)2/2 ed integriamo su £, si ha

_m( m) an (um)2 .
(3.12) _Qf ~ dw +f Ui —5— 4 =0 .

Aggiungendo la (3.12) alla (3.11) si ha

a (U5 m)

E .QJQ d +J‘ a (om qu ( 2 ) ) dw—i"lu/a(um; uvrl)+777/(um_—Pk um: w,,— Pk um)

+ m(u '~_Pkum) —Pkum)

(3.13) = (onf; tn) -
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Integrando la (3.13) rispetto a ¢ si ha

T
I(Jon ( ’") dw) dt—{—,u_[a(um, u, dt—{—mﬂum P.u mlzdt—}—m_f u,—P.u,, P.u,)dt

0

lu()mlz

¢
(3.14) j (Q'mf m dt + QOm 2
0

Dalla (3.14) si deduce

r
WV 0, 000,21 < 01, Of” u,|*dt<e,

T by
m_”um_"—Pkumlzdt<csy ,'nf(um_'-Pkuma -Pkum)dt<04 ’
[ 0

C1, Cg, Cg, €4 SONO costanti indipendenti da m, da cui

(3.15) limu, = u nella topologia debole ,
m—»m L¥0,7; V)

(3.16) lim Vo,u, = « nella topologia debole (¥),
m—>co L0, T; H)

(3.17) lim (u,, — Pyu,) = 0 nella topologia forte,
m—rm L*(Q)

dalla (3.17) si ha u—P,u=0 ovvero uck.
Dalle stime sopra ottenute si ha

lim g,u, = 1y nella topologia debole (*),
m—rco L0, 7; H)

m g timtsm = Ny nella topologia debole .
m—>c L¥0,7; L33 (2))

Consideriamo, ora, la parte principale del teorema che consiste nella dimostra-
zione delle seguenti relazioni

(3.18) Y =ou, (3.19) Nis = 0UU; .

Dalla (3.8) si ha che 9g,,/0t appartiene ad un insieme limitato di LZ(O, T;
H-(Q)) (indipendentemente da m) per cui

(3.15)" lim g,, == ) nella topologia forte,

Q
m—>o  LH0,7; H7HDY)

allora la (3.15) implica la (3.18).
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Mostriamo la (3.19). A tale scopo diamo 'enunciato di un risultato di com-
patiezza dimostrato in [7]. ;

«Siano By,c B c B, tre spazi di Banach (le immersioni sono continue) €
Bo, By riflessivi e Uimmersione By— By é compatia; sia inoltre 0 una funzione
da R, o R, tale che 8(h) — 0 per h — 0. Si pone

W= {v|veLr(0, T; B,); supess ——

lon— 2|l 220,715 5y < 0}
O<h<T (

ove w{t) = ot + h), 1< p<<oo, ¢ si munisce W della sus norma naturale;

allora Pimmersione di W in L0, T'; B) ¢ compatia. »
Mostriamo, dapprima, che esiste una costante ¢ tale che

I—n

(3.20) 0J" IV ot F 1) (il 4 ) — m,(B)) |2 At < ch

Vi con 0 < h<< T ¢ ¢ indipendente da m ed h.
t
Sia uy, = 1/hfu,(s)ds, dalla (3.7) si ottiene
t~h
7 8um auim
(3.21) ];"{(Qm _5;7 uhm) +!J;Qmuim "gz WUinm da" + fua'(um) uhm)

-+ 7n<um_-Pkum, uhm) - (Qm f? uhm)} dt=0.
Valutiamo, ora, singolarmente ogni termine della (3.21). Ora

70

1 17
f( Om Upy 3 ] fulil dS‘) df = (Qm(T) u’m(T)7 7 ful)l(s) dS‘)
0 b opep

ot"

— (om(h) e, (R), ]}b Oﬂzm(s) ds) — %, ﬂgm Wy Win(B) — w, (8 — R)) di

&

h
< [Qm um Il 7 fu))l ds]+l@m h m(h II h f )ds]

T

( Onm um um(t) - um(t - h)) dt

1 7
(3.22) \/h (f lum s)|2ds)t — h! (0n(t) n(t), wn(t) — wn(t—h)) At .
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I1 prime termine della (3.22) & minore di o /Vh (tutte le costanti ¢, sono indi-
pendenti da m e k). Consideriamo il secondo termine della (3.22).

1

T
ﬁ f(Qm um(t)) um(t) - um(t_’" h)) dt
h

T

.r J. Om t) u, t) l‘“m(t - h) d’l})
L 0

=N

1 r
——ﬁlf (_fgm(t)( )2 da) dt—{—

1 7
= 2*]1 ),J‘(.C"l‘gm(t)( m dW) dit + 2} j(f@m )(um(t__. h))‘zdw) dt

r . . - 7
_ f(fgm(t)(um(t—h)—um(t))ﬂdx) dt——} J(Jom(®)w, ()2 dz) at
2hh o h L0
1 T
(3.23) f(J"gm (2 (t— h))? dax) At — = [(Jou(t)(ma(t))* du) &
“en 0

j(forrl t) m - ) - um(t))g dw) di

T
Aggiungendo e togliendo alla (3.23) 12hf fou(t — B)(w,(t—R))? dw dt si

ottiene che (3.23) & uguale a n 8
r
(3.24) _[(J‘Qm m(t - h)) d/L') dt T a1 I(J‘@m t))um dw) ai
h el
1 7z 1
+ 57 J([(0n(t) — @t — 1) (1, (t—P))* do) b — = J'(j"gm(t) w,(t—h)—u,,(1))* dz)ds.
2h; 2h ;%

Con un cambiamento di variabile si ha che i primi due termini della (3.24)
verificano la seguente relazione

I~

(f m(8) (2 (2) ) ) dt-—_ f( fgm )(2a(1))2 A) i< €/ R

dato he v/ en{l)u, () appartiene ad un insieme limitato di L>(0, T; H) il;dilaell—
dente da m. o
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Ora, dalla relazione di continuitd, dopo averla integrata su ¢ da t—h
a ¢ e moltiplicata per (m,(t—h))? si ha

r

J(J(on(t) — @um(t — B)((w,.(t — 1)) * da) dt

2

= 21(] ( o6a(5)00(5) 05, (6 — 1) 5 il — ) )

h 2 t—h

applicando la disuguaglianza di Holder si ha

| F([(am(t) — om(t — 1) (2t — B))? da) At

h 2

< f ([t — )| 222y [t —D)| - Iifzm(t)%m(S) s zxen) A2

T

<hf(“ Uy, “2 iﬂ’l‘Qm(s) um(s) ”L‘(g)) dt<0,_f( Ium H \/h JTH u,, fdt i’) dt

da cui si deduce che
L (0ult) — gt — ) do) dt< %
2h Y Qm Qm u’m ) \/z,

e finalmente, si ha

T 9 . T
’;‘- (é’[j/ Qm(t) um(t)y umh(t)) dt< ¢ + 0“_% .”\/Qm(t) (um(t_h’) - u’m(t)) lzdt

Vh
Valutiamo, ora, il secondo termine della (3.21).

g Othim
Jl[{gmuim "a‘[v’: WUinm dz { di

<0ffuntt) ey [l [t Dl < 5 ([ )1 Laen(5)] )

< 5 [l (flu 1 a< J5.



[11] DISEQUAZIONI VARIAZIONALI PER LE EQUAZIONI DEI FLUIDI VISCOST ...

Valutiamo il terzo termine della (3.21).

(4t ) At = ﬁf )] - [1tan(t) |02

\/h (0] T“um(S)Hds)%dt< =

Valutiamo i1 quarto termine della (3.21).

T

m [(un(t) — Pru, t), W _]'u,,, s)ds) dt
h

f( () — Prun(t), = = t_—figum(s) —Pru,(s)))ds) dt
] (n(6) = Pustn(t), . § Potan(5) s — Pra(1)

+m jfum(t) — Pru,(t), Pou,(t)) dt

Ora l/hfP,,um ds appartiene al convesso & per cui
t=h

Fi 3
M [ (4n(®) ~ Prttn(t), T [Prttn(s) ds — Pruy(0) At <0
I t—n

e dato che
m f?um(t) — Pyu,(t), Pou,(t)) di<e,
si ha ’
m .rT<u7"(t) '—Pk u’m(t)j :71; f:‘m(s) dS) d?
<3 ,ﬂ |2n(t) — Prae, (1) i' ,(8) — Prttn(s) ] ds) At + o,
< \%—b !(Ium(t) — Pru,(t)] (h T[u,,,(g) — Pyu,,(s)|2ds)}) dt + ¢,
Cs
<6

463
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Valutiamo 'ultimo termine della (3.21).

H O fs tnm) Q2| < f lowflv - |}u,lm1[dt<c,,\/ h.

Cosi, finalmente, si ha che il primo membro della (3.21) ¢ maggiorato da

G0

\/] ] _H'\/Qm t) ( m — um(t — h) I 2) dt> 0 s
per cui
(3.25) TivaEFm (@t + ) — wa (1) [t <o /R

e la (3.21) é dimostrata.
Ora, dato che p,(f) appartiene ad un insieme limitato di L®(Q) indipendente
da m si ha

I—n

(326) J‘IQm(t - h’) (u‘m(t + h) - um(t) [ 2 dt<0 \/ﬁ N

Siccome 0p,,/0t appartiene ad un insieme limitato in I*(0, T; H-') indipen-
dente da m, si ha

(3.27) , lom(t 4 ) — 0u(t) | gosay <P .

Poiche il prodotto g,(t) h.(t) & continno da H-Y(Q) X Hy(2)—~W™™" con r< 3
(W=7 & il duale dell’usuale spazio di Sobolev W' eon 1/r + 1/#'= 1), som-
mando (3.26) e (3.27) si ottiene '

H Qm(t + h) um(t + h) - Qm(t) um(t) ”L’(O,T—h "1”(0) < e \/h

Dato che g,,(t) u,(t) appfutlene ad un insieme limitato di L*(0, T'; L(2)) indi-
pendente da m, dal teorema di compattezza sopra esposto si ha che On(t) 1, (2)
appartiene ad un insieme relativamente compatto in L0, 7'; H-(R2)) per cui

(3.28) lim g,(t)u,(t) = o(t)u(t) nella topologia forte;

m—s @ 520,15 BT Q)

cosi dalla (3.15) e (3.28) si ricava la (3.19).
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Mostriamo, ora, che le funzioni (u
zioni del sistema (2.6), ..., (2.10).

Sia »(f) un generico vettore in @ tale che v{t)ek e sia w,(f) la sua
proiezione in V. Poiché v,,(t) — v(t) fortemente in L2(()) si ha che definitiva-
mente v,(1) ek, ciod esiste un m, tale che VYm > My, vu(t) €k; ora, scelto
m > >m, si ha

o) date dalle (3.15), (3.15)" sono solu-

<

T

IR

RS

" (Qm u’m); v;{ - um) + _fgmujm ax ('U;*- um)idw + /‘L(L(ulll] vﬁ"“ u’m)
[e] E)

o
A

+ m(B(e,), vz — u,) — (o, f; vz — u,)dt = 0.

Dato che m(f(u,), v_—u,)<0, si ha

m

O(vz;— u)

'7 vy — um) _nfguim Uim T dz + [ua(u,,,, Vo — um)
o &y

- (me; v, um)} dt> 0.

Ripetendo lo stesso procedimento per ricavare la (2.9) dalla (2.4) si ha
) 2
oV, OV
I{(Qm A s Vm— um) +f917tuj1vz —F‘ (’D;—— u’m)idm + ‘ua‘(um; v — u’m)
0 ot Q &

— (oS v — um)} dt;”"‘"f\/m (vﬁ(o) - u,,,(())) [*.

Con procedimenti standard, passando al limite in m, si ha che u soddisfa (2.9)
e o(w, t) soddisfa (2.10).
11 teorema & cosi dimostrato.
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Summary

We prove the existence of a solution of a variational inequality connected with the equa-
tions of a wviscous incompressible non-homogeneous fluid.



