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ErvirA ToeNOLI DALLA VEDOVA (%)

Famiglie complete di topologie su gruppi topelogici (**)

Introduzione

Ricordiamo che uno spazio topologico X si dice completamente regolare sc
per ogni chiuso ScX ed x¢ 8 esiste una funzione continua f: X — B tale
che #(8) % f(x). ,

T noto che la famiglia delle topologie completamente regolari su X coin-
cide con la famiglia delle topologie 7, per cui esiste una famiglia di applica-
zioni {f}: X —+ R}, = %, tale che 7, & la meno fine topologia che rende
continue le applicazioni di %,.

Nel seguito, fissato Iinsieme X, diremo che una famiglia di topologie su
X: {72} & completa se esiste uno spazio topologico dei valori ¥, tale che le
topologie 7. sono tutte e sole le topologie indotte da famiglie di applicazioni
{ff X - Y}ia;_'

Scopo di questo lavoro & lo studio delle famiglie di topologie complete nel
caso in cui ¥ sia un gruppo topologico, X un gruppo e le famiglie
{f»: X > Y} siano insiemi di omomorfismi.

Nel seguito diremo che una proprieta topologica & conservativa se si man-
tiene per prodotto topologico e passaggio a sottospazi.

In 2 dimostreremo il seguente risultato: sia X un gruppo; allora una fami-
glia di topologie di gruppo topologico v = {7;} su X & completa se e solo se
& definita da una proprietd conservativa.

Sempre in 2 gi osserva come il caso dei gruppi topologiei sia notevolmente
diverso da quello degli spazi topologici.
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1 - II caso degli spazi topologici

Sia X in insieme ed Y uno spazio topologico; data una famiglia di appli-
cazioni F = {f;: X — Y},, divemo topologia definita da F su X la topo-
logia meno fine che rende continue le applicazioni f;, iel.

B immediato verificare che detta topologia ha come sottobase di aperti la
famiglia degli insiemi del tipo /7*(U) con U aperto di ¥ ed i€ I (vedi[1], [2]).

Sia & = {f;: X — Y}, una famiglia di applicazioni dellinsieme X nello
spazio topologico Y. o

Sia Z4 la relazione di equivalenza » = y se e solo se fJx) = f.(y) per
ogni iel.

Detta p: X — X% la proiezione canonica di X nel quoziente, si ha che
ogni 7, definisce una unica applicazione f;: X/%#, — ¥ che rende commuta-
tivo il diagramma seguente

X/Q?

Notiamo ora con Y’ =[] ¥, (= ¥) il prodotto topologico delle famiglie
€r
{Y, = Y},, di spazi topologici e con F: X — Y, F: X|R,; — Y! le appli-
cazioni F(%) = {f(x)},; € Y*, F(x) = {fi2)},e; € Y.
Siano infine I7;: Y — Y, le proiezioni canoniche sulla componente i-esima.

Con le notazioni ora introdotte si ha il seguente

Lemma 1. Dette 75 ¢ 5 le topologie indotte da {f.}e, ¢ {Fili, s X e
X/R 5 risulta:
(i)}’applicazionc F. x (B — YT ¢ iniettiva ¢ (X|Rgz, t5) & omeomorfo
(framite F) a F(X[#z)c Y7
(if) v definisce sui sottoinsiemi p~Y(x) la fopologia banale;
(iil) (X/2z, Tz) ¢ lo spazio topologico quoziente di (X, vgz) rispetio alla
relazione di equivalenza R g
(iv) (X, 7z) ha la topologia meno fine per cui p: X — (X|Rg, t5) risulti
continua.
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Dim. (i) I/iniettivita di F & conseguenza immediata della definizione
della relazione di equivalenza % . Dunque F: X|Z; — F(X|2) ¢ biunivoea.
Di pitt ' & continua, rispetto alla topologia 75, perché le applicazioni
fi=1 .oF sono continue ed Y’ & dotato della topologia prodotto.

Sempre per la definizione di topologia prodotto e per la struttura di sot-
tospazio si ha che gli insiemi di F(X|#,) della forma II7Y(T) N F(X|% )
con U aperto di Y sono una sottobase di aperti di F(X/Z;).

Dunque, per quanto osservato all'inizio del paragrafo, F pone una corri-
spondenza biunivoca fra una sottobase di aperti di (X |25, T5) e una sotto-
base di aperti di F(X |Z5) c Y. Dunque F & un omeomorfismo.

(ii) L’applicazione F': X — Y! si fattorizza attraverso F, si ha ciod il
diagramma commutativo seguente

Dunque F & costante sugli insiemi del tipo p~'(2), ® € X[Zxz; ne segue che
su detti insiemi, v, definisce la topologia banale.

(iii) Consideriamo su X /%4 la sottobase <7 di aperti della forma o,
iel, U aperto di Y. p=' trasforma elementi di &/ in aperti di (X, 75),
dunque p: (X, 74) ~(X| Z5, 15) & continua.

11 fatto che gli aperti del tipo p~X(V), V € o, formino una sottobase di
(X, t5) prova che (X/%s, t7) ha in effetti la topologia quoziente.
Tl lemma & cosi dimostrato in quanto P’osservazione ora fatta prova anche

Pultima asserzione.

Osservazione (fondamentale). Il lemma precedente mostra che, una
volta conosciuta I’applicazione p: X — X/Z e la topologia 5, & nota anche
la topologia 7. Dunque nel nostro studio potremo limitarei al caso in cui la
famiglia & sia separante (cioé F: X — Y! sia iniettiva).

Nel seguito dunque supporremo sempre che le famiglie studiate
F: {fs: X~ Y}, siano tali che F: X — Y sia iniettiva.
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Def. 1. Sia « una proprietd topologica, diremo che o« & conser-
vativa se essa si mantiene per I'operazione di prodotto topologico e di pas-
saggio a sottospaszio.

Esempi di proprieta conservative sono: essere 7, T,, T, essere totalmente
sconnesso, ...

Esempi di proprietd non conservative sono: essere T,, essere metriz-
zabile, essere connesso, ...

Def. 2. Sia X un insieme, {72}, = v una famiglia di topo-
logie su X. 7 ¢ detta completa se esiste uno spazio topologico Y tale che una
topologia 71 sta in 7z se e solo se esiste una famiglia di applicazioni
{f}: X - Y}Z.E,} = &, separante, tale che 7, sia la topologia meno fine che
rende continue le i

Iy

Per il seguito & importante il seguente

Teorema 1. Sia X wun insiems, {t:},., = v wna famiglia di topologie
su X. La famiglia v ¢ completa se e solo se ¢ definita da una proprietd conser-
vativa.

Dim. Supponiamo che 7 = {7.},., sia definita da una proprietd conser-
vativa «.

Fissato X, cio¢ la sua cardinalitd, la famiglia delle topologie di X & un
insieme. Dunque & un insieme la famiglia I” delle topologie di X che soddisfano
la condizione o.-

Sia ¥ =[] X, il prodotto topologico di tutti gli spazi, definiti su X,

yel’
soddisfacenti la condizione .

Evidentemente ogni topologia # € I" ¢i ottiene come la meno fine topologia
che rende continua un’opportuna applicazione X > Y (bastera prendere
jl@) =z xy,e X;x [ X, con y, punto fissato a caso).

Viceversa, data {m}a famiglia separante {f;: X — Y}, = & di applicazioni,
detta famiglia definisce su X una topologia v che, per il Lemma 1, & la topo-
logia di un sottospazio di Y .

Dunque, essendo o conservativa, detta topologia soddisfa la condizione «
e quindi la prima parte del teorema & provata.

Sia ora T = {72};c, una famiglia completa di topologie su X per un certo
spazio dei valori Y.

I3 allora noto, per il Lemma 1, che tutti gli spazi (X, 7.) sono sottospazi
di Y7,

Dal fatto che X, e quindi la sua cardinalitd, sono fissati segue che I, = T
si pud considerare indipendente da A e .

Dunque tutti gli (X, 72) sono sottospazi di Y7
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Viceversa & chiaro, dalla definizione di topologia prodotto, che ogni topo-
logia, su X, di sottospazio di Y! ¢ nella famiglia 7.

Dunque 7 ¢ definita dalla proprietd conservativa: essere sottospazio di
qualehe Y.

I1 teorema & cosi provato.

Osservazione. Il Teorema 1 da una caratterizzazione delle famiglie
complete di topologie e fornisce un modo di costruire uno spazio dei valori

Y=]]X,.
pel’
In generale lo spazio dei valori cosi costruito & molto grande e difficilmente
maneggiabile.

Dungque nasce il problema di trovare degli spazi di valori « minimali» od
almeno pit maneggevoli.

In qualche caso detto problema si risolve facilmente, mentre in altri casi
sembra estremamente difficile. Diamo qui, senza dimostrazione, due esempi
non difficili.

Siag X un insieme qualsiasi e 7 la famiglia di tutte le topologie su X. Allora
7 & completa e si pud prendere come spazio dei valori lo spazio D formato da
due punti, di cui nno chiuso e 'altro no.

Sia X un insieme e 7 la famiglia delle topologie 7, su X.

7 ¢ una famiglia completa e si pud prendere come spazio dei valori X
dotato della topologia in cui i chiusi sono i finiti.

In entrambi i casi citati gli spazi dei valori scelti sono minimali in senso
facile a chiarire,

2 - 11 caso dei gruppi topologici

Sia ora @ un gruppo ed ¥ un gruppo topolocrlco Sia F = {fr: ¢ = Y},.,
una famiglia di omomorfismi.

Def. 3. Diremo topologia indotte da F su G la meno fine topo-
logia su @ che rende continui gli omomorfismi f;.

. . . . R
Notiamo con Z, la relazione di equivalenza @ ~ y < filx) = faly), YVie
ed indichiamo con p: ¢ — G/, la proiezione di G sullinsieme quoziente.
Siano fi: G/#5; — ¥ le applicazioni che rendono commutativi i diagrammi

fA
G — Y
p A
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Siano infine F: X - [[ Y. (= ¥), F: X%y [ Yi(= Y) = Y4 le ap-
jed ied
plicazioni prodotto degli 7, ed f;.

Nel seguito ¥4 sara dotato della topologia prodotto e sard quindi un gruppo
topologico.

Notiamo poi con [I;: Y4 - ¥, (= Y) la proiezione sulla componente
J-esima.

Si ha il

Lemma 2. Detle Ty ¢ 5 le topologic su G, G[Ry definite da {f:},,4 €
{f';,};_eA st ha:

(i) : G — Y4 & un omomorfismo e G|&5 & in corrispondenza biuni-
voca naturale con Glker F'. Dungue nel seguito considereremo G|Z5 dotato della
struttura di gruppo.

(i) F: G2, w:»F’(G/V%S;) ¢ un isomorfismo di gruppi.

(iii) (G, ) € (@, Tg) sono gruppi topologici, T4 & la topologia quoziente
di 77 ¢ T4 @& Za meno  fine topologia che rende continua Dapplicazione
p: &~ (6%, 15).

Dim. I & un omomorfismo perché tutte le applicazioni 71 lo sono e Y4
ha la struttura prodotto.

Dunque ker I’ ¢ un sottogruppo invariante. Dalle definizioni si ha che
(1) F & iniettiva, (2) 17’(6'/%5;) = (). Dunque per il teorema dell’omomor-
fismo si ha c¢he G/Z; ¢ isomorfo al gruppo F(G). Si & cosl provato (i) ed (ii).

Per provare che lo spazio (G/%z, z) & omeomorfo, tramite F, al sotto-
spazio F(G) basta osservare che F-1 trasforma la sottobase di aperti {{I;7YU),
Aed, U aperto di Y} di F(@) nella sottobase di aperti {f;*(U), A€ A, U aperto
di Y} di G/%o- e alnlogamente dicasi per F.

Dunque I: (G/#5, 1) >F(G/9? c ¥4 & un omeomorfismo.

Ricordando poi che {f )»e/l U aperto di Y} & una sottobase di
aperti di (@, 7z) e {f; X 26/1 U aperto di Y} & una sottobase di aperti
A (G Zy T5) si conclude che la topologia %5z ¢ la topologia quoziente di
Tz € Ty € la meno fine che rende continua lapplicazione G — (G/%s, T5).

I1 lemma & cosi provato.

Corollario 1. Nelle ipotest del Lemma 2 st ha che
(i) (O, to), (F|%s, T5) sono due gruppi topologici.
(G|Rgz, 15) & soltogruppo topologico di ¥4.
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Dim. B immediata conseguenza del fatto che (G/Z, 15) & omeomorfo
al sottOO‘ruppo ‘copologlco F(G@) di Y4 ¢ G ha la meno fine topologia per cui
p: > (G|/Z 5, £7) & continua.

Convenzione. Come gid osservato in 1, per conoscere la topologia Tg
¢ sufficiente conoscere 7 e I'applicazione G — G| Ry .
Dunque nel seguito considereremo solo famiglie di applicazioni
={fr: @ - Y},., tali che F sia iniettiva. Dette famiglie saranno dette
separanti.
Come nel caso degli spazi topologici si danno le seguenti nozioni.

Def. 4. Sia @ un gruppo e 7v={r},, una famiglia di topo-
logie su G per cui (@, 7,) sia un gruppo topologico.

La famiglia v & detta complete se esiste un gruppo topologico Y tale che le
topologie z; di v sono tutte e¢ sole quelle indotte da famiglie di omomorfismi
{ﬁ-: G — Y}i.eA'

Def. 5. Sia G un gruppo; una proprietd di gruppo topologico o«
sara detta conservativa se si mantiene per prodotto topologico e passag 2gio a
sottogruppo.

Si ha il

Teorema 2. Sia G un gruppo e v = {T:}ie; una famiglia di topologie su @
tali che ogni (G, ;) sia un gruppo topologico.

8i ha allora: v ¢ una famiglia completa se e solo se & definita da una pro-
prieta conservativa.

Dim. Supponiamo che 7 = {7,},, sia definita da una proprietd conser-
variva o.

Fissato X, cioé la sua cardinalitd, la famiglia delle topologie di X & un
insieme. Dunque ¢ un insieme la famiglia I" delle topologie di gruppo topo-

logico su G che soddisfano «. det
Sia ¥ = [] @y il gruppo topologico prodotto dei gruppi topologici Gy = G
vel’

con la topologia y e I
Evidentemente ogni topologia yel’ si pud ottenere come la meno fine
topologia che rende continuo un omomorfismo opportuno J;: G =Y.
Viceversa data una famiglia separante {fr: @ > Y}, = ,/f di omomor-
fismi si ha che, per il Lemma 2, (G, v5) & isomorfo, come gruppo topoloomo,
ad un sottogruppo di Y7 per un opportuno I e quindi, essendo « conservativa,
si deduce che 745 € 7.

23
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Si & cosi provata una delle due implicazioni del teorema.

Sia ora v = {7;},, una famiglia completa di topologie di gruppo topolo-
gico su G per un oppostuno spazio di valori Y.

B allora noto, vedi Lemma 2, che tutti i gruppi topologici (@, 7;) sono
sottogruppi topologici di ¥«

Al solito si pud poi supporre che J, non dipenda da 1.

Viceversa & chiaro che tutti i sottogruppi di Y’ isomorfi (come gruppi)
a G sono sottogruppi topologici della famiglia completa 7 = {7.}.

Dunque 7 & definita dalla proprietd conservativa: essere sottogruppo topo-
logico di qualche Y.

I1 teorema & cosi dimostrato.

Osservazione 2. Si possono qui ripetere, con opportune modifiche, le
considerazioni dell’Osservazione 1.

Si pone ora perd un problema, a nostro parere non semplice.

Supponiamo che Y sia lo spazio dei valori per le topologie v = {7,},., sul-
Pinsieme G.

Se @ & un gruppo, ¥ un gruppo topologico, quando & ancora vero che Y
¢ spazio dei valori per le topologie 7, che siano topologie di gruppo topologico?

Daremo due esempi in cui Y & spazio dei valori, ma non gruppo dei valori.

Supponiamo ¥ = R, allora tutte le topologie completamente regolari su &
sono ottenibili da famiglie di applicazioni {f,: G — R}.

Se @ & un gruppo non commutativo, il sottogruppo G’ generato dagli ele-
menti della forma aba~1b~! & mandato nello zero da tutti gli omomorfismi
fr1 G — R.

Dunque non tutte le topologie completamente regolari di G si ottengono
usando R come gruppo dei valori.

Consideriamo ancora Y =— R e prendiamo uno spazio vettoriale ¢ di dimen-
sione infinita.

Sia 7 un topologia su @ definita da una norma |-|. Dunque (&, 7) & uno
spazio metrico e quindi completamente regolare.

T perd facile convineersi che in generale 7 non sta in nessuna famiglia com-
pleta di topologie avente R come gruppo dei valori. Infatti la sfera di centro
Porigine e raggio 1, ad esempio, di (¢, t) non contiene nessun sottospazio vet-
toriale, mentre ogni intorno dell’origine nella topologia prodotto R4 contiene
sottospazi vettoriali.
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