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GIUSTINA PI1caA (%)

Sul minimo e massimo numero di coppie di vertici

non accettabili in una colorazione equa di un grafo (**)

.1 = In questo paragrafo, date le definizioni di colorazione generalizzata
¢ di buona k-colorazione di un grafo, viene dimostrata Dlesistenza di buone
k-colorazioni eque per un grafo semplice.

Sia @ = (V(&), B(@)) un grafo semplice e W = {w,, ..., w,} un insieme (di
colori) di cardinalita k<n = |V(G)|; una k-colorazione di V(@) tramite W &
una partizione § = {8, ..., 8;} di V(@) in k insiemi, ognuno dei quali & cosi-
tuito dai vertici di & aventi lo stesso colore.

Una k-colorazione & detta equa se indicati con ¢ e #, rispettivamente, il
quoziente e il resto della divisione di # per &k, si ha |§;| = g - 6(S,), con

1 se l<<igy
0 se r<<i<k.

Fissato un sottoinsieme 4 dei numeri naturali, una coppia di vertici, e ¥,
di G & detta accettabile rispetio ad A in una k-colorazione di V(@) se la loro
distanza, d(z,y), non appartiene ad 4 oppure se d(z,y) appartiene ad 4 e
x, y appartengono ad insiemi distinti di S.

11 numero A-cromatico y4(@) di un grafo @ & il pin piccolo numero di colori
necessari per colorare i vertici di @ in modo che tutte le coppie di vertici siano
accettabili rispetto ad 4. Se A = {1}, y4(@)=p(@), dove y(@) & il numero
cromatico di G.

(*) Indirizzo: Ist. di Mat., Facolth di Ingegneria, University, Via Claudio 21,
80125 Napoli, Ttaly.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.8.A.G.A. (C.N.R.). - Ricevuto: 1-X1I-1980.
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Fissato 4, ad ogni grafo G associamo un grafo G, avente come insieme
dei vertici lo stesso insieme V(@) di G e in cui due vertiel sono adiacenti se
la loro distanza in G & un elemento di A. E evidente che ya(G) = v(GQy).

Una O partizione di G ¢ una partizione & = {B, ..., B,} di V(@) tale
che il sottografo B; di @, generato da ogni B; & completo, cioé¢ ogni coppia
di vertiei appartenenti allo stesso B, ha distanza in G uguale ad un elemento
di A.

Fissata una Cy-partizione 4 di G, una buona k-colorazione di G rispetio
a % & una k-colorazione di V(@) che induce su ogni B, una colorazione equa.
T evidente che in una tale colorazione il numero dei colori associati ai ver-
tici di B, & nguale a min (1B;], k); inoltre ogni k-colorazione di ¢ & una buona
k-colorazione rispetto, ad esempio, alla C,-partizione di G costituita da spi-
goli accettabili efo vertici isolati.

Se ¢ ¢ un grafo completo e & = {V(G)}, una buona k-colorazione di &
rispetto a # & equa per G. In generale una buona k-colorazione di ¢ rispefto
ad una partizione non & detto che sia equa per G, ma vale il seguente Teo-
rema 1, per la dimostrazione del quale & utile il seguente lemma.

Lemma. In una k-colorazione (k>2) di G se t (1) colori sono associati
ognuno ad un numero di vertici maggiore o uguale a q -+ 1, esiste un colore che
& associato ad un numero di vertici minore o uguale a ¢q; se t' (¥ >1) colori sono
associati ognuno ad un numero di vertici minore o uguale a ¢, esiste un colore
che ¢ associato ad un numero di vertici maggiore o uguale a q.

Essendo ¢ il quoziente della divisione di n per k, si ha
(1) kg<n<k(qg--1).

Se i rimanenti &k — ¢ colori fossero associati ognuno ad un numero di ver-
tlei maggiore o uguale a ¢ 1, si avrebbe n>t(g+ 1) (k—t)(g+ 1)
= k(q 4+ 1), relazione che contraddice la (1); pertanto esiste almeno un
color¢ che & associato ad un numero di vertici minore o uguale a g¢.

Se 1 rimanenti & — ¢’ colori fossero associati ognuno ad un numero di ver-
tici minore di ¢, si avrebbe n <<t'q - (k— t')q = kq, relazione che contraddice
la (1); pertanto esiste almeno un colore che & associato ad un numero di ver-
tici maggiore o uguale a ¢.

Teorema 1. Per ogni Cpy-partizione & = {By, ..., B,} di G esiste una
buona k-colorazione di G rispetto a &B che & equa per G.

Ogni colore w, in una buona k-colorazione di G rispetto a & & associato
a un solo vertice in ogni B, avente cardinalita k, a ¢s, oppure a g,--1, essendo
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s, il quoziente della divisione di |B;| per k, vertici in ogni B, avente cardi-
nalith maggiore di & e al massimo ad un solo vertice in ogni B; di cardinalitd
minore di k. Siano 7, 8,, . il numero dei vertici colorati con w, ¢ appartenenti
a B; aventi, rispettivamente, cardinalitd uguale, minore, maggiore di k. Se
risulta » + 8.+ t, > ¢ 4 6(8,), cioé r + s, -+ t,> ¢ 4 1, in base al lemma esiste
un colore w, che ¢ associato a ¢ - s, -+ ¢, <<q vertici di G. Se i B, aventi car-
dinalitd minore di k e a cui appartengono i vertici colorati con w, e w, coin-
cidono, si ha s, = s, e quindi ¢, > ?,; cio significa che esistono dei B, di car-
dinalitd maggiore di & in cui il colore w, & associato a ¢, 1 vertici e il colore w,
& associato a ¢z, vertici. Colorando con w, alecuni dei vertici di tali B, colorati
con w,, si ottiene una nuova buona k-colorazione di @ rispetto a # in cul,
indicati con #, e con t; il numero dei vertici colorati con w, e con w,, o r s,
+to=q+ 0(8.) oppure r4 syt =g+ (8) e r+s.+t;>g+ 6(8). In
quest’ultimo caso se §(8,) = 1, esiste un colore w, che & associato a r s,
+ 1.<q vertici di @. Tale colore esiste anche nel caso che 8(8,) = 0, perchd
in caso contrario si avrebbe

() wm b sab ) (s 8+ (B—2)(g + 1>k + (k— 1),

da cui, tenendo presente la (1), si avrebbe » = kg - (k— 1), cioé¢ in una
k-colorazione equa di @ il solo colore w, & associato a ¢ vertici e i rimanenti
% — 1 colori sono associati & ¢ - 1 vertici, in particolare 6(S,) = 1; ma cid
implica » 4~ s,-Ft.> ¢ -+ 1 e la (2) diventa n > kg -+ (b — 1), il che & assurdo.
Quindi iterando eventualmente il ragionamento, si determina una buona k-colo-
razione di @ rispetto a & in cui il numero dei vertici colorati con w, & ¢ 4~ 0(S,).
Nel caso che i vertici colorati con w, e w, appartengano a B; di cardinalitd
minore di % non tutte coincidenti, colorando con w, alcuni dei vertici colorati
con w, e appartenenti a quei B, (con |B;|<%) in cui il colore w, non & asso-
ciato a nessun vertice, si ottiene una nuova buona k-colorazione di @ rispetto
a & in cul v s, ta>q--0(8,). Se v s, t,>q 0(8.) e testt, si pud
determinare una nuova buona k-colorazione di G rispetto a & in cui o » s,
+ t,= ¢+ 6(8.) oppure r + s, -1, > g+ 6(8,) e t,=1¢,. In quest’ultimo caso,
essendo s,>s,, risulta » s, - ¢ >7r 4 s, 4+ t,>q -+ 1; esiste allora un colore
che ¢ associato ad un numero di vertici minore o uguale a ¢. Quindi, iterando
eventualmente il ragionamento, esiste una buona k-colorazione di G rispetto
a 4 in cui il numero dei vertici colorati con w, & ¢ - 6{S.).

Con ragionamento analogo si dimostra che anche se r -+ s, -+ t,<< ¢ + 8(8,)
& possibile determinare una nuova buona k-colorazione di G rispetto a & in
cui il colore w, & associato a ¢ 4+ 6(8,) vertici.

Data Parbitrarietd di w,, esiste una buona k-colorazione di G rispetto a #
che & equa per G.
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2 — In questo paragrafo, posto 4 == {1}, vengono dati un limite inferiore
per m(@, #) e m(@) e un limite superiore per M(G, %) ¢ M(GF), da cul facil-
mente si ricavano i corrispondenti valori per 4 qualsiasi, ove m(G, #) e m(G)
indicano, rispettivamente, il minimo numero di spigoli non accettabili rispetto
ad 4 in una buona k-colorazione equa di G rispetto a & e in una k-colorazione
equa qualsiasi, M(GF, ) e HM(G) indicano il massimo numero di spigoli non
accettabili nelle suddette colorazioni.

Teorema 2. In una buona k-colorazione di G rispetto a B, equa per G,
st ha

#) 13
m(G,.@)}%—Z {;[(13"‘1 45, + Z de(w)— | B:| + 1
— min (de(x) — |B;| + 1, | V(&) — B;|— q— 0(8,) + [Bir\Sjl)]},
i
MG, %)< ;Z{E[ -}— z min (dg(x) — | B:| + 1, ¢ + 6(8,)— | B; N 8511},

ove =0 se |B;|<k, A=1 se |B;|>k.

Sia @ il grafo semplice assegnato e W = {w,, ..., w,} Pinsieme dei colori.
Fissata la Op,-partizione # = {By, ..., B;} di @, esistono, per il Teorema 1,
delle buone k-colorazioni di G rispetto a %, che sono eque per G. Fissato il
vertice @, sia B; il blocco della partizione a cui esso appartiene e w; il colore
ad esso associato in una buona k-colorazione di @ rispetto a 4. Se |B.|<Fk
tutti i vertici di B; hanno colori distinti, per cui in una qualsiasi delle sud-
dette colorazioni gli spigoli aventi i due estremi in B, sono accettabili, per-
tanto il numero degli spigoli non accettabili incidenti # & uguale al numero dei
vertiel di V(G)— B, colorati con w; ¢ adiacenti ad » in G. Il numero dei ver-
tici di V(@) — B, colorati con w; & ¢ 4+ 6(8,) — | B. N 8;]| e, quindi, il numero
dei vertici di V(@) — B; colorati con w,z=w; & |V(G)— B;|— (¢ -+ 6(8))
— |B; N §;]). Il numero dei vertici di V(G)— B, adiacenti a z in G & dq(@)
— |B;| -+ 1. Pertanto il numero dei vertici adiacenti a e colorati con w; &
minore o uguale a

(3) min (dg(z) — |B;| + 1, ¢ + 6(8;) — |B: N 8,])

mentre il numero di quelli colorati con w,=%w; e al massimo .uguale a
min (dg(x) — | B;| 4+ 1, | V(6)— B;|— ¢— 6(8;) + | B. N 8;]), cioé il numero dei
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vertici di G— B; adiacenti a # e colorati con w; ¢ maggiore o uguale a
(4)  de(»)—|B;|-+1—min (de(w) — | B;[+1, | V(@) — B;|— q— 8(8;)+|B; N 8;]).

Se invece |B,|>k, il numero degli spigoli di B; incidenti # ¢ non accet-
tabili ¢ uguale al numero dei vertici di B, distinti da z ¢ colorati con w;.
Essendo w; associato a gz, 0 a ¢p, 4 1 vertici di B;, il numero dei suddetti
spigoli & maggiore o uguale a ¢z, — 1 e minore o uguale a ¢, , mentre il numero
di quelli appartenenti a (¢ — B;) U {«#} ¢ minore o uguale a (3) e maggiore
o uguale a (4).

Tenendo presente che se |B,[<k, ¢s, vale zero o uno, cioé (gz,— 1)¢s,= 0,
e che F={B,NS,, VB,eF e 1<j<k} ¢ ancora una partizione di V(@), si
ha la tesi.

Corollario 1. In una k-colorazione, 2<k<n, equa di @ si ha

m(G)>p — [min %}kj > min (dg(w), n— g— d(S,))],

s j=1 X€S;
B =
MG <max} > > > min(de(e)— |B:| -1, ¢+ 8(8)—1),
z i=1 j=1 XEBNS,

dove p & il numero degli spigoli di @, [t] indica il massimo intero minore o uguale
a ty, B ¢ una qualsiasi Cyy-partizione di G tale che |[B;| <2, VB,e%, e
8 = {84 ..., 8} ¢ una qualsiasi k-colorazione equa di G.

Invero fissata la C,-partizione & = {By, ..., B} tale che |B;|<2, essendo
k>2, risulta (gz,— 1)gs, = 0, VB;, pertanto

(G, B)>% g do(w)— |B;|+1

z€B N Sy

uM&g

— min (de(@) — | B:| + 1, | V(@) — B:|— ¢— 8(8,) + | B, N 85]) .

D’altra parte da |B;|=1, 2, | V(&) — B;| =n— |B,| e |B,;N §;|<1, segue
facilmente che la quantitd a secondo membro & uguale a

(5) > 2 de(x) — min (de(z), n— g — 6(8,))

1 ZEB; N S;

Mr

3.
)

=13 3 do(@)— min (do(z), n— g — 8(8;)).

=1 ze8y
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Quindi per ogni C-partizione di G che verifica le ipotesi del corollario,
m(G, #) ¢ maggiore o uguale a (5). D’altra parte ogni k-colorazione equa di
G ¢ una buona k-colorazione rispetto alle Cp,-partizioni costitnite da spigoli ac-

cettabili efo vertici, cioé m(G) = min m(G, %) al variare di & nelle C,-parti-
2

zioni di ¢ che verificano le ipotesi del corollario. Si ha quindi che m(@) & mag-
giore o uguale a (b) qualunque sia la %-colorazione equa di @, in particolare
cid & vero quando (B) assume il valore massimo, cioé

k 13
m(@) > max {3 > 3 do(w)—} > min (de(w), n — g — 6(8;))}
8 =1 €Sy j=1 x€8;

=} ¥ dg(®) — min ;kz 2 min (dg(w), n— g— 6(8,)) ,

s =1 268,

da cui tenendo presente la relazione di Eulero e che m(@) & un intero, si ha la
tesi.
Il limite superiore per M(G) segue facilmente dal Teorema 2 tenendo pre-
sente che M(G) = max M(G, %) al variare di Z nelle C\y-partizioni di G che
z

verificano le ipotesi del corollario.

Se 4 & un sottoinsieme qualsiasi dei numeri naturali, applicando il Corol-
lario 1 al grafo G, si ha

Corollario 2. Il minimo, m{@G.4), e il massimo, M(G,), numero di coppie
di vertici non accettabili in una k-colorazione equa di G rispetto ad un sottoin-
sieme 4 dei numeri naturali verificano le relazioni

m(G4)>p,— [min %Ek S min (de (@), n— qg— 6(S))],

s j=1 2€8;

18]
M(G) <max}y 3 X min(de(@)— |B;|+1, ¢+ 6(8)—1),
B i=1 j=1 w€ByN Sy

ove pa ¢ il numero delle coppie di vertici, @ ¢ y, di G tali che d(w, y)€ A, B ¢é
una Cpy-partizione di G tale che |B;|<2 VB.e%, ¢ 8={8,,..., 8} ¢ una
k-colorazione equa di G.
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Summary

Generalized k-colovings of simple graph, with 1< k< n (where n is the number of ver-

tices of the graph), are considered and a defiwition of « good k-coloring » for a stmple graph
is given. Omn the basis of the equitable good k-colorings existence of a simple graph, lower
and upper bounds, respectively, for the least and greatest unaccettabl enumber of pairs of
vertices in an equilable k-coloring of a graph, are calculated.







