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GrAzIA RoMEO (¥)

Limite diretto di semi-ipergruppi

e ipergruppi d’associativita (**)

Introduzione

Nella prima parte di questo lavoro ¢ definito e studiato il limite diretto
di una famiglia diretta di semi-ipergruppi e ipergruppi. In particolare si trova
che il cuore del limite diretto coineide con I'unione dei cuori degli ipergruppi
della famiglia. Infine & studiato il limite diretto di una famiglia diretta di
semi-ipergruppi e ipergruppi d’associativita.

Nella seconda parte si ¢ affrontato il seguente problema: P. Corsini in [2];
dimostra che il gruppoide @, ottenuto da un gruppo abeliano @ e da due fun-
zioni @ GXG -G ((=1,2) e da una permutazions 7' ponendo z@y
=T(pu(@, y) + @u(2, ¥)), se & con divisione gode della proprietd H, D w(o74Q) ,
dove H, & il sottogruppo generato dagli clementi del tipo = — g,la, a),
Y —@ob, ), 22— T(2), al variare di @, ¥, 2, ¢, b in G. Inoltre si sono iro-
vate condizioni necessarie e sufficienti affinché w(/%Q), = H, se il dominio
delle funzioni ¢, & G e T == Id(@). Nel presente lavoro ci si & posto il pro-
blema di trovare le condizioni pit gemerali nelle quali Hy = w(s/%Q), se
T = 1d(G).

Parte I

1 - Def. 1. Diciamo che una famiglia di semi-ipergruppi & diretia

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universith, 98100 Messina, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. (C.N.R.). -~ Ricevuto: 24-XI-1980.
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282 G. ROMEO [2]

se soddisfa alle condizioni seguenti:
(1) I, <> & un insieme parzialmente ordinato direito;
(il) V@&, j)el? i£j<H,NH; = 0;

(iii) V(4, §) e I* tale che i<j ¢l: H, > H; ¢ un omomorfismo e si ha,
se i<j<k, ¢ipl =¢of; Viel ¢l = Id(H,).

Poniamo H = H, e definiamo in H la seguente relazione binaria. Yo, e H,,
€7
Yy,e H;, w;~y; se ¢ solo se esiste kel, k>i, k>j, tale che ¢f(a;) = ¢'(y,).
La relazione ~ ¢ un’equivalenza; sia  la classe d’equivalenza contenente z e
sia. H' Pinsieme delle classi d’equivalenza. Nel seguito denoteremo ¢j(2;)
con @, V¢, j)€I?: i>] e Vo, H;.

Dato un ipergruppoide (XK, o) sia H(X, ¥, Z) il predicaio ternario assc-
ciato, cioé K(a, b, ¢) <> c€ aob [2],. Definiame in H' il predicato teinario
seguente: H'(Z, 9, z2) <> 3gel, dx, ez N H,, Jygey N Hy, 32,z N H, tali che
H(@g, Yo, #). Poniamo TR Y = {Z|H'(T, 7, 2)}.

Def. 2. Chiamiamo (H',R) limite diretto della famiglia diretta di semi-
ipergruppi e la denotiamo 1i1;:1 {H} e,

Teorema 3. <(H',Q> ¢ un semi-ipergruppo.

Proviameo, innanzitutte, che P'iperprodotto {(®)> introdotio in H' & ben
definito. Infatti, sia e, ~ 2z, ¢ b,~y,, allora esiste Tel, v>q, v>p, tale che
‘P;(a'p) = (,D:('Tq)y (77;(1)77) = @:(yq)- Sia ¢, E_(I-,,Ob?—, allora (P;(cﬂ) € W;(aﬂ)O‘pZ(bm)
= @k(w,)opi(y,). S ha ¢, = &, d: = a, e b = b,, dunque Ve, € a,0b,, T, = Cr
€¢1a) @ ¢iY) =T, @ F, da cui &GQ® b, C % ® 7,. Analogamente il viceversa.

Resta da provare che iperoperazione (&) ¢ associativa. Se ¥ € (RR ¥) Q) 7,
allora csiste e ®§F tale che we?®Z Ma $eZ®y implica che esistono
hel, ;e H,, yeygn Hy, v,eN H, tali che v, € x,0y,. Poiché¢ T e ¥R Z,
csisteno gel, v,evN H,, 2, €Z2NH,, u,eun H, tali che u, € v,0z,. D’alira
parte v, €T3, se € solo se esiste ke l, k>q, k>h, tale che

(%) @h(va) = @E(v,) ;

ma @; e ¢* sono omomorfismi, quindi ¢¥(v,) € pi(a,)opl(y,) e @k(u,) € pl(v,)ogk(z,),
per (%) = @i(u,) € ((P;i(wn)°<P;i(.7/h))°‘P§(za) = (@yoY;)or = &0(y;0%;), Ne segue
che esiste s, €y,oz, tale che wu, ex,o08,, quindi Sey®z ¢ WeZ®T da cul

UETQR (FR2).
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Teorema 4. Se V(i, j) € I® esiste keI, k>i, k>j, tale che H, sia iper-
gruppo allora H' ¢ ipergruppo.

V(Z, ) € H'? esiste (i, j) € I* tale che z,eFN H, e y;ejN H,; per ipotesi
esiste k € I, k>1, k>, tale che H, sia un ipergruppo, quindi esiste @, e H,
tale che g*(@;)oa), = x 00,3y, da cui H'(T, @, ).

Teorema 5. (a) Se VY(z,y)e H; mc/S"Y y, allova %fy. 3. (b) Se Y(x )
e H' xﬂg ¥, allora esisteno hel, w,eZ N H,, y,eijnN H, tali che x, ﬂy Yn.

(a) Se .Eﬁﬂ y, allora esiste {al, Gyy oney an}CH,c tale che 2 =4a,pa,
.4 f a, =1y; Qaltra parte Vi e{l, 2,...,n—1} a; ff a,,, implica che esiste
{b1, bs, ..., b} C H, tale che a, eHb s)az_s.1 Pomhe @t H, — H' & omomorfi-
’._
smo tra semi-ipergruppi, segue g.(a;) € H(pk ) 3 @ilap,) ciod @, 3 H JEY
i=1 =1

da cui Vie{l,2,..,n—1} @ By G Ciod T fy 7.
(b) Se Zf,. 7, allora esiste {@, Gy, ..., G,p C H' tale che @ = Z [ a,
wB@, =7, ma Vie{l,2,..,n—1} @ pa, Iimplica che esiste {b,, b,

y b} CH' tale che @€ [[ 52 upn- '
_ k=1 . .

Se m = 2, @, € b,® b, implica che esistono pel, byeb, N H,, beb,NH,,
a,, €4: N H, tali che H,(b;, b,, a,,). Inoltre, .., € b,® b, implica che esistono
gel, ec,eb, N H,, ¢,eb,N H,, Qqypq) € Tiga M H, tali che Holey, ¢, a:y,). Ma
Vje{l,2} b;eb;a¢;, quindi esiste hel, h>p, h>q tale che @h(b;) = gie;)
= d,,. D’altra parte si ha anche H,[@k(b,), gi(b.), 92(a,,)) e Hy'glles), ph(cs),
rp’q‘(aqiﬂ)) ciod a,, € dy od,, 3 Wngyye ~ _

Supponiamo per induzione che se {a@;, @ +1}cb1®...®b,,,_l allora esistono
sel, a,,€a,NH,, a, €. NH, Vje{l,2,.., m—1} b;eb;N H, tali che
@, € b0by0...00,,_; 3 [

Se {@:, G} C O, ® 6, ...® bpy) @ b, allora esiste {@, 7} 5,®...® b,y
tale che @, € ®0b, ¢ G . €v®b,. Ma H'(%, b,, &;) implica che esistono
pel, u,€uN Hy, b,eb,NH,, a, €G;NH, tali che

(%) Hy(tpy by, a5,) -

Analogamente H'(3, b,,, a; 41) implica che esistono gel, v,edN H,, b,€b,
N H,, @gpy € Tipa N H, tali che

(k%) Ho(vey bey ) -

m—1
Poiché 7 e H b;2% per induzione esistono re€l, w,eunNH,, v,€vNH,,
=1
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b,eb;N H, tali che

m—1

(o) u, € [Jb;30,.

=1

I & dirvetto, quindi esiste hel h>p, h>q, h>7 tale che ¢)(u,) = ¢h(u,) = U, €%,
Ph(v,) = glv,) = v, €T, @i(b,) = ¢ib,) = by, inoltre da (%) e (#%%) segue
ar, = @h(a,,) € gh(u,)o@h(b,)= u,0b, e Gr,,, € Vyoby. Inoltre da (o) segue che

m=1 m=1
. . . £ 3
u €[] br, 205, Qa cui a, € I ba,oby 3 an,,, e quindi @, f7, ya.
J=1 i=1

Teorema 6. Se V(i, j)elI? esiste kel, k>1, k>j, tale che Hy, é un iper-
gruppo allora il cuore di H' (che & un ipergruppo per il Teorema 4) coincide con
VPinsieme | W, dove K = {k[Hk ¢ un ipcrgruppo}.

REX
Se erwHk allora esiste k€ K tale che z € wy,; poniamo z =z, H; ¢
KER
un ipergruppo quindi Vo, e H, esiste ¢.€ H, tale che ax0¢.3a, da cul
H'(Z, € Z) dove e,e€€w, e x €% Per (a) del Teorema 5, x, ﬁ;k e, implica
et 2 . — P i .
Z [y € quindi anche T € w,.. Da cui U wg, C Wy . Viceversa, per il Teorema 4,
LER
VZe H' esiste €€ w, tale che H'(F, &, T), segue che esistono gel, {w,, v,
cEN H,, e,een H, tali che H,(x,, ¢,, y,). Ma z,€T >y, implica che esiste
kel, k=g tale che

(o)’ P(z,) = pk(y,) -

-

Per (b) del Teorema 5 si ha & f}. € implica che esistono hel, @, eZN Hy,
en€€N H, tali che @, fy e,. Poiché per ipotesi esiste t€I, t>h, t>k tale
che H, sia un ipergruppo, da (o)’ segue ¢fk(z,)= ¢ @k(y,) ciot ¢i(x,) = ¢i(y,)
= w,. Inoltre H,(x,, ¢,, y,) implica H,(z,, ¢;, ). Essendo ¢, un omomorfismo
si ha che =, ﬁ; ¢, implica w, /S‘Z‘ ;. Daltra parte ¢, € wy, quindi z,€ oy,
eU Wy, - : '
REEK

2 — Teorema 7. Sia G il limite diretto di una famiglia diretta di grup-
poidi {G},.,[3]; se VYiel H,= o/*G,;) ¢& il semi-ipergruppo di associativita
di G;[4], allora il semi-ipergruppo H', limite divetto della famiglia {H;}
coincide col semi-ipergruppo d’associativitd di G'.

i€rs

Vogliamo provare che

ZeZ®

o
|

<>FEeTof = A*(TY) .
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Poiche G', per ipotesi, ¢ il limite diretto della famiglia {G.},, si ha TJ = Z in
G <=dmel, @y, Yu, 2n) € G2, €, €T, Yn €7, 2, €% tali che 2,4, = 2, in G,,.
Si vede facilmente che se esiste qe I tale che z ¢ ep]:(uq) allora

(9) z € %) .

Ma zex®y se e solo se esistono q € I, (@, Yo, 2,) €HS, %, €T, Y, €Y, 2 €7
tali che H(xq, ¥4, 2,), Ci0& 2, € 0y, = M:(quq). Se Y, = %, allora T, 7, = u,,
da cul o7&, 7,) = /*(W,) = %,0Y, Poiche z, € &7/*(u,), per (9) si haz, € o/*(4,),
quindi Z,0f, = 7*(%,¥,) 2

Dimostriamo, adesso, la seguente implicazione: se @ = H b, allora esi-

stono pel, a,ean H,, bjeb N H, tali che >
(0) ~ ay = []b,,.

=1

¥d

Certamente () vale per # = 2; dimostriamo per induzione che & vero per
n > 2. Sia

Ry

Il
—
o

I
o

v

-
[

-

j=r+1
1 b}

~
~

se e solo se esistono he€l, (w,y5, ay) € HY, 5, €T, Yr €7, ay €a tali che a;, = 2,¥,.
n

Inoltre z = Hb {r<m) se e solo se esistono pel, b, eb,f\ H, z,exNH,
ey

7 —
tali che []b, =u,; 7= Hb se e solo se esistono qu, by, €0; N H,
j=1 j=rt+1
Y1 Vs

n
Yo€F N H, tali che [] b, = y,. Poiché @,€F3 2, y, €73y, segue che esiste
J=r+1

Vs
kel, k>p, k>q, tale che ¢i(x,) = gi(zs) = o e ¢i(ya) = #5(1) = ¥» per cui
aw,) = (p’;(H by,) =]1¢5(bs), cioé @ = T] by,- Analogamente y; = H by,
i=1 =1

je=1 j=r+1
Ya

Y1 V1 Y1 n
Quindi a, = @i(@:) = @i(@ays) = @@ Fiy) = 2uys = [] bsr
. =1
Provare che se Z €Zofj = o/*(Ty) allora ZeZ® Y gquivale 3 dimostrare
la seguente implicazione: Z € Toj = »7/*(FF) implica che esistono g€ I, (24 Yq,
z)eH:, =z, €%, y,€¥, 2,€2 tali che z, €m0y, = ﬁq(mqg/q).
8i ha Zy =% se e solo se esistono tel, 2, eTNH, y,€§jNH, w,eunNH,
tali che 2,54, = u,. Inoltre Z/*%Y se e solo se In e N* (@, Gy ..., Gu) € G
tale che @, = 297G, ... F@, = Ty = u, dove Vie{l, 2, ..., n}, @;&q;,, se e solo
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se dme N*, by, b, ..., b,) € G'm Fy, Iy, tale che G;= [[b; e G, = Hb
J=’1
’)
Per (9), @ Hb impliea esistono ge I, a,,ea; N Hy, b, eb N H, tali che

m

Hbq e a,+1 = Hb,- implica esistono pel, a, €€, NH,, bl,jebijI,,

m =1

tali che Oy, = Hb,,] Ma b, eb 2b,, sc e solo se esiste hel, h>p, h>q,
tale che (p’;(bq}) = @h(by,) = b,y qmndl o, = @ha,,) = ¢} H ba,)= [T ¢h(b,)
; o
m / 4
=I] by, Allo stesso modo @, € H by, Ma @), = u, € W3 u, se ¢ solo se esiste
1:1 5;‘1
kel, k>h, k>t, tale che ¢f(u,) = @¥(u,) = u;, da cui ¢¥a,,)= ¢} H bx,)
= [T¢kb) = Hb, 5 ciod @, = Hb, e analogamente a = Hb, S segue
k4
Vie{l,2,.. ,n—l}, o, L, qmndl el ¥ Ma @lf(u,)= (pt(xfy,) @i(e,)
QHY,) = XY, quindi z, € o (m,k_/,v) = &,0Ys, cio® H (@, Y, 1), da cul ZETR Y.

Teorema 8. Se Yiel, H; é un ipergruppo completo allora anche H' é
completo.
Se Viel, H; & un ipergruppo completo allora esiste un gruppoide G, tale
che «/*(G;) = H,;[3)]. Per il Teorema 4 segue che
H'= hl’ll {H } €1 hnl {427%k }zEI = ‘QZ*( h,l__l;{Gi}iel)

quindi H' ¢ ipergruppo d’asscciativita, cioe H' e 11)e1g1uppo completo [3].

Parte 11

Teorema 9. Sia G un gruppo ebeliano. Siano ¢, i€{l, 2}, funzioni
pi: GXG — G scddisfacenti, ¥(z, y) € G%, alle condizioni

() oz, 0) =2,

(5) P2, ¥) = @@, 0) + @0, ¥) .

Poniamo x @y = (2, ¥) + @, y). Sia @ = {(G,D) un gruppoide che soddisfi
(1) 0PE=6GPo=0G.

Condizione necessaria ¢ sufficiente affinché il sotlogruppo di G, Hg, gonerato
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al variare in G di 2,7y, a, b, dagli clementi del tipo @ — ¢y(x, @), ¥ — @q(b, ¥),
coincida con w{Z*(Q)) & che valgano le seguenti implicazicns

1) elg,d)ew < aew, (2) i, D)ewlbecw.

Dimostriamo che @ = (@,@®> & un D-gruppoide, cio¢ VYze 4, Gz =
r@ G =G.

(a) GO x = G; ciod Y(z, y ) €6 esiste e € G tale che a@a = y. Poiche
G & un gruppo si ha y — .o, ) — @,(0, ) € G, da (1) segue che esiste a € G
tale che a® o = y — p,(0, 2) — @y(0, @), quindi ¢,(a, o) + Pa{ay 0) = Yy — @,(0, %)
— @10, @) pereid y = gy(a, 0) + ¢i(0, &) + @u(a, 0) + @.(0, x) e di conseguenza
¥ = @{a, 2) + pala, ) = aD .

(b) 2D G = G; clot Y(z, y) € G* esiste ¢ € G tale che #@® a = y. Poniamo
b=y —a—qyw,0). Por (u) esiste acG tale che o@a=1>, quindi b =
@1(0, @)+@u(0, a) di qui si ottiene @,(o, a) + ¢,(0, a)=y — — @a(w, 0) percid
¥ = 3:(@, 0) + p1(0, @) + pa(@, 0) + G(0, @), se ne deduce y = gy(x, a) + gy, a)
=zDa.

Proviamo ora che se Hy; = w(&Z*(Q)) allora valgono (1) e (2).

(1) Sia @i(@, a) € w, poiché @ — ¢y(2, a) € w, w & un gruppo, allora « € w.
Viceversa se @ € w, poiche & —¢y(x, a) € 0, segue ¢,(z, a) € ©.

(2) Si dimostra allo stesso modo di (1).

Dimostriamo, adesso, che se valgono (1) e (2) allora si ha Hg = w(o£%(Q)).
Poich¢ @ ¢ D-gruppoide, «7/*(Q) & ipergruppo, quindi esiste il cuore w [5].
Proviamo che w & un gruppo.

(i) Osserviamo che dall’ipotesi (f) segue ¢.(0, 0) = o; infatti (o, 0)
= @1(0, 0) + @,(0, 0), da cui 0 = @,(0, 0), ma 0@ 0 = ¢,(0, 0) + @,(0, 0), quindi
0 € .

(il) Y(#,y)ewXw, si ha 2+ yew. Da vew, ocw, poiché w & D-grup-
poide [4], segue che esiste b e w tale che o@ b=, percid x=gq,(o, b)+@a(o, b).
Analogamente esiste a€w tale che a@o =1y, ciod y = q(a, o) + @.(a, o),
allora ‘

4y = ‘P1(07 b) -+ %(0, b) + (pl(“y 0) + sz(@y 0)
= (p1(a, 0) + @i(0, b)) + (Pl 0) + @0, b)) = @i(a, b) + u(a, b) = a@® b,

{a, b} c » implica a@Pbew ¢ quindi z -+ ¥ € w.
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(iii) Ve e w si ha —x e w. Da v € 0, 0 € w, segue che esiste aew tale

che z@ a = o, cioe 2D a = gi(x, a) + @.lz, a) = o, da cul ¢i(x, 6) = — @s(w, @)
ne segue ¢:(w, 0) + ¢i(0, 6) = — @a(, @), ed essendo {g:(o, @), (2, )} C w si

ha — gu(®, 0) = ¢(0, a) + @.(x, @) €w. Da (x) segue che —z € w.

Resta da dimostrare che w contiene i generatori di He.

(a) Proviamo che VY(z, a)e G2 si ha oz —g o, ) €w. Abbiamo @ —
Pz, 0)=0€w e, —@y(0, a) € w; d’altra parte w & un gruppo, quindi z —
pi{®, 0) —@i(0, @) € w, da cul o — @@, ) € w.

(b) VY(y, b) € G% si ha y — pu(b, ) € w. Abbiamo, Yy € G esiste e G tale
che e@y =y, ciod gile,y) + gale,y) =y, ne segue @ile, y) -+ gule, 0) +
@.(0, y) =1y, da cul g,(e, ¥)+ @.(¢, 0) =y —@,(0, ¥) €w, ma Ve G —@,(b, 0) € w,
quindi ¥ —@.(b, ¥) e w.
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