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MARIO DE SALVO (%)

Sugli ipergruppi completi finiti (**)

1 - Sia H = &/*(@) lipergruppo di associativitd di un gruppoide G e
sia w il suo cuore.

Sappiamo che Vo e I la classe di equivalenza modulo 7% = p* & data
dall’insieme wow.

Sia ¢: H — H/f* la proiezione canonica.

Ci proponiamo di studiare questi ipergruppi quando avviene che Y(w, %)
€ H2|wow|= |yow|, ovvero quando le classi di equivalenza sono tutte equi-
potenti.

Se ¢ ¢ un quasigruppo, allora VP e #(@) — {#}, «/*(P) = Pw = wP e in
particolare Yo e @ o/*(w) = vw = wr cioé Y2 € G xow = xw, ovvero risulta
banalmente che tutte le classi sono equipotenti.

B noto che la classe degli ipergruppi di associativitd coincide con la classe
degli ipergruppi completi [2]. Consideriamo gli ipergruppi H che soddisfano
alle seguenti condizioni

(1) H completo (o d’associativitd); (2) V(x,y)eH? |wow|== |yow].
Osservazione. Ricordiamo che Y(z, y) e H2, il prodotto zoy & una
classe di equivalenza modulo f* e vicecersa ogni classe di equivalenza & espri-

mibile come prodotto di due elementi non necessariamente distinti. Ne segue
banalmente la proprietd '

(4) Y@, y, u, v) € Hi(woy) N (4o?) 5% § = woy = wuov.

(*) Indirizzo: Via Palermo 762, 98010 Scala Ritiro, Messina, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.8.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 24-XI1-1980.
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Vale il seguente

Teorema 1. Se H ¢ un ipergruppo finito soddisfacente le condizioni (1)
¢ (2), allora Y(z,, x;) € H* si ha |x.0m;| = n, ove n é un divisore di |H]|.

Dim. Per la condizione (2) e per l'osservazione precedente, gli iperpro-
dotti @ 0x; hanno tutti la stessa cardinalitd n. Per la proprietd (A4), gl insiemi
z;0m; presi a due a due o sono disginnti, o sono coincidenti.

Poicheé la tabella, di moltiplicazione di H & tale che I'unione degli elementi
di ogni riga e l'unione degli elementi di ogni colonna coincidono con l'iper-
gruppo H, ne discende che n ¢ divisore di |H|.

Come immediata conseguenza abbiamo il
Corollario 2. Se¢ |H|=p, ove p & un numero primo, s¢ |w|s=1 ¢ se
H soddisfa le condizioni (1) e (2), allora H & UVipergruppo totale.

Supponiamo ora che la cardinalitd di H sia un numero non primo. Si pud
affermare che

Teorema 3. Se H é un ipergruppo finito, che soddisfa le condizioni (1)
e (2), allova |w| é un divisore di |H]|.

Dim. Infatti o & una classe di equivalenza, ovvero un iperprodotto
z,0my. Dungque dal Teorema 1 segue la tesi.

Ci proponiamo adesso di mostrare che per la classe degli ipergruppi finiti,
soddisfacenti le condizioni (1) e (2) vale una naturale estensione del teorema
di Lagrange sui gruppi finiti.

Sia H un ipergruppo finito completo e sia w il suo cuore. Supponiamo
inoltre che V(z, y) € H2, |p}(pa(®))| = |z {puly))| ovvero che le classi di
equivalenza modulo € in H abbiano tutte la stessa cardinalith m.

Sia K un sottoipergruppo di H; & gid noto che K & completo e che il
cuore di K coincide col cuore di H.,

Diamo ora la seguente

Definizione. Fissato Pelemento x e H, diciamo che l'insieme Koz
= {kox[k € K} & un laterale sinistro di K in H.

Proviamo il

Lemma 4. Due laterali sinistri di I{ in H o sono disgiunti o coincidono.
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Dim. Se i laterali Koz, Koy sono disgiunti non ¢'¢ niente da dire. Sia
z€ Kow N Koy = (ky, k) € K2 2 € kyow N kyoy = (essendo H completo) &,
ox = kyoy = (prendendo k;, un inverso di k) (Ic;okl)ox = kiokzog/ = @ox
= k;okﬂoy = Glx) = k;okzoy = 2 € kyok,oy = Hoxc Kok;okgog/ = Koxc Koy.

Analogamente Koxc Koy e quindi Koz = Koy,

Si ha pure il

Lemma 5. Dapplicazione f: guk) — @z (pu(k))ow & una bigezione e per-
tanto |pu(K)| = gz (palK))ox].

Dim. gz {euk)) o 2 = @ {galk))ow = C(k)ox = F(k)ox = B(koux)
= E(kyox)= kyow = kyow=- (per un inverso &’ di #) kowox’ = kyoxon'= fow
= kyow = €(k) = €(k,) = pulky) = ulks).

Cost |gu(K)| = |pz!{pa(X))ox|.

Osserviamo che

Vi € K = g (pak))c K
infatti sia &, € (k) = wok,, allora

ko€ wok,

e = ko Kok, = K.

Dunque se |@pu(K)| = s segue

K=o+ ‘P;l(‘;ufl(ka)) -+ W;l((PH(ks)) + .o+ (P;;l((]?n(ks)) .
(i1 segno - indica che si tratta di unione disgihwta).

Proviamo ora il

Lemma 6. Un laterale sinistro di K in H conliene lo stesso numero Qi
elementt di K.

Dim. 8ia K = o + ¢z (palks)) + ... + ¢z ga(ks)), e sia zeH, allora
Kox = (w -+ ‘P;l((l’n(kz)) + ...+ (P;(szf(ks)))c’w = (wox) U (90;;1(({011(732))099)
U ... U (pzHgu(k,)) o) (Preso ¢ € w) = (eox) U (kyox) U ... U (ko)
= (eow) + (ks02) + ... + (ko).
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Si noti che si & fatta la sostituzione

9’;1(({011(7‘7;-))093 = ko1 ;

infatti @z (@u(k;))ow = G(k;)ox = € (kox) = k,ox; inoltre si & considerato che
kox e kom con {i,j}c{1,2, .., s}, i3 j, sono disgiunti; infatti se coincides-
sero si avrebbe kow = kjow = gz @u(k,))ow = @z {pu(k;))ox = (per il Lem-
ma 5) ulk:) = pu(k;).

Pertanto |Kox| = |pu(K)| n =s-n = |K].

Osserviamo ancora che Vi € H, se ¢ € w, si ha per la condizione di ripro-
ducibilitd in H: Jve H: h € eox = wox C Il{ox. B quindi per il Lemmsa 4 si
ha H = K 4 Kox, 4 ... -} Kou,.

Possiamo cosi affermare che

.

Teorema 7. L'ordine di H é un multiplo intero dell’ordine di ciascuno
dei suoi sottoipergruppi IC. (Estensione del teorema di Lagrange sui gruppi
finiti).

Dim. Denotiamo con [H:K] Pindice di K in H, ovvero il numero dei
laterali sinistri di K in H. Se H = K + Kog, 4+ Koz, -} ... -+ Koz,, ovvia-
mente [H:.K]=1r. Dunque |H|=|K| [H:K]; infatti Vordine di H ¢ dato
dal prodotto dell’indice di K in H per il numero di elementi contenuti in cia-
seun laterale, numero che & ugunale alla cardinalith di I (vedi Lemma 6).

2 — Consideriamo gli ipergruppi di cardinalitdh non prima n, soddisfacenti
le condizioni (1) e (2), e ne costruiamo le tabelle di moltiplicaziene. Supposto
|H|=mn, possiamo trascurarc i casi |w|=1, |w]|= n che conducono rispetti-
vamente al gruppi e agli ipergruppi totali.

Prima proviamo che

\

Teorema 8. Se¢ H ¢ un ipergruppo completo, allora H|f* & un gruppo
abeliano se, e solo se, H ¢ un ipergruppo commutativo.

Dim. Se H & un ipergruppe commutativo allora banalmente H/f* & un
gruppo abeliano. .

Viecversa, supponiamo per assurdo che I(x, y) € H2: woy = yox. Segue
oy M yox = O ¢ applicando ¢ si ha @(zoy) = p(x)p(y) e plyoxr) = () p(x).



[5] SUGLI IPERGRUPPI COMPLETI FINITI 273

H/|p* gruppo abeliano = o(z)@(y) = p(y)p(z) = p(@oy) = ¢(yoz) = (applican-
do @) g leleoy) = @ le(yorn) = Elaoy) = F(yow) = woy = your, il che con-
traddice lipotesi fatta.

Corollario 9. 8e H ¢ un ipergruppo completo tale che |H[B*]< 6, allora
H é commutativo.

Dim. Discende subito dal Teorema 8, considerato che tutti i gruppi di
ordine minore di 6 sono abeliani.

Proviamo ancora che

Teorema 10. Se H ¢ un ipergruppo completo e se {x, y}c H, allora
condizione sufficiente affinché sia xoy = yox é che sia verificata una delle con-
diziowi seguenti: (a) 3Ze H|B*: (o, y} cZ; (b) {&, y} N ws= 0; (¢) zoy = w.

Dim. (a)Se dZe H/f*: {z, y} CZ, allora xoy = F(xoy) = F(z)o¥(y) = ZoZ
8 yow = B(yox) = F(y)o¥(v) = ZoZ, da cul woy = youx.
(b) Be zew allora 2oy=F@oy)=F(@)oy=woy=%(y) ¢ yox
= G(yow) = yo¥(a) = yow = ¥(y) da cui zoy = youw.
(¢) Se woy = w allora essendo w parte riflessiva di H segue subito che
Yo = .

Nel seguito utilizzeremo spesso le osservazioni seguenti.

(I') Se H ¢ un ipergruppo, la sua tabella di moltiplicazione & tale che
Punione degli elementi di ogni riga (o di ogni colonna) coincide con H.

(2) V&, ) e (H[p*)?® si ha ZToj = Jaof = wof; infatti wof = €(xof)
= €(x)oB(B) = Toy. g:;

Teorema 11. Sia |H|= 2k, |w|=Fk con ke N*— {1}, allora condizione
necessaria e sufficiente affinché H == {ay, ..., @y, by, ..., by} sia un ipergruppo
soddisfacente le condizioni (1) e (2) é che H, a meno di isomorfismi, abbia strut-
tura definita dalla seguente tabella di moltiplicazione

H By eony Oy Dy euny by
@y
: {ay, vees @z} | {bgs ony B}
263

{bl! eney bk} {a'b seey ak}
by,
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Dim. Per la condizione (2) tutte le classi di equivalenza hanno cardi-
nalitd %, ovvero tutti i prodotti di due elementi hanno ecardinalitd k. Scom-
poniamo Yipergruppo H nelle classi di equivalenza modulo f*: w = {a,, ..., a;},
B = {by, ..., by} e costruiamo la tabella di moltiplicazione.

Per Tosservazione (X) e per il Corollario 9, basta determinare wow, woDB,
BoB. 8i ha wow = w, woB = ¥(B) = B, BoB = (per losservazione (I')) w.

B di verifica immediata che H, con la struttura sopra deseritta & un iper-
gruppo soddisfacente le condizioni (1) e (2).

Teorema 12. 8ia |H|=23k, |w|=1§ con ke N*—{1}, allora condizione
necessaria e sufficiente affinché H = {a,, ..., Gy, by, ..., by, €1, ..., €} sia un iper-
gruppo soddisfacente le condizioni (1) e (2) é che H a meno di isomorfismi, abbia
struttura definita dalla seguente tabella di moltiplicazione.

H gy aoey Q. biy ey by Cys very Cp
@y
: {(Ll, ey ak} {bl’ vesy bk} {01, erey Ck}
a,
by
: {byy ooy bp} | {015 vees 02} | {ay, ooey a2}
by
¢
: {5 v €} | {Qgs ey g} | {By, ooes By}
cl;

Dim. Scomponiamo H nelle classi di equivalenza
0= {a, ..., a1}, B=1{b,.., b, C={e,..,c}.

Per il Corollario 9, H ¢ commutativo.
Ovviamente si ha wow = w, ed inoltre se zecw, 2w segue per ()
xoz = woZ = 2. Cosi la prima riga e la prima colonna restano determinate.

® B C

® 1 ) 2 B 3 o
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Per (I'), esistono due possibilith per la casella 5
(i) BoB=o, (i) BoB=C(C.

I1 caso (i) va secartato, perché allora seguirebbe da (I'), BoC = (' il che
& impossibile perehé allora 'ultima colonna non soddisferebbe la condizione (I).

Ne segue che si ha necessariamente BoB = C.

Percid 1 prodotti contenuti nelle caselle 6, 8, 9, sono rispettivamente:
w, w, B.

Si verifica facilmente che la struttura sopra descritta ¢ un ipergruppo sod-
disfacente le condizioni (1) e (2).

Teorema 13. Sia |H|=4Fk, |o|=1Fk con ke N*—{1}, allora condizione
necessaria e sufficiente affinché H == {@i, ..., @y, by, ovy biy Cry ooey Cpy yy ooy &)
sia un ipergruppo soddisfacente le condizioni (1) e (2) é che H, a meno di iso-
morfismi, abbia struttura definite da une delle due sequenti tabelle di moltipli

cazione.

H, Ay oeny Oy byy ooy by Cys wens Op dys ooy dy,
@
: {ay, ooy g} | {byy s B} | {1y ooos ¢} | {4y s 40}
.
bl
: {byy s b2} | {ags s} | {dyy oy &3 | {01y vony €1}
bk
1
: {egs vor €} | {dps eeis i} | {gy oy @} | By, ooy B}
Cp
dy
: {dyy voar i} | {egs vois 0} | {byy ooy B3 | {04, ooy a2}
d, ,
Hz (11, reey a’l: bl: reey bk 01: ey cI.: dl: erey dk
a,
: {as s ag} | {byy s b3} | {6y ooy e} | {dyy ooy &)
e
bl
: {brs ey b2} | {Bgy s} | {dyy oo &0} | {egy .oy 1}
by
151
: {15 vos e} | {dys s i} | By, ooy B0} | {04y oos @y}
Cre
dy
: {dyy s di} | {C1y orr &} | {040 vt} | {By, oevs By}
d;
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Dim. Per il Corollario 9, H & commutativo. Scomponiamo H nelle classi
di equivalenza

w={a»1,..., ak}’ ]3={b1, ...,bk}, 0:{01,...,01;}, D={d1,...,dk}.

Ragionando come nel Teorema 12 si determinano la prima riga e la prima
colonna

I B ¢ D
® P w ® B i C 4
B i B & 7 8
s O 10 1 12
D s D 1 15 16

Tenendo presente (I') si hanno per la casella 6, tre possibilita
(i) BoB=uw, (iiy BoB =20, (iii) BoB=1D.

Sia valido il caso (i), allora sempre per (I'), i prodotti contenuti nelle caselle
7, 8, 10, 14, sono rispettivamente D, C, D, C

w B c
w w B D
B B o D

¢ D u 12
D D 18] 15 16

Per la casella 11 vi sono ancora due possibilitd
(i) CoC=uw, (iiy CoC=1B.
Supponiamo si verifichi il caso (i); allora le caselle 12, 15, 16 contengono

rispettivamente i prodotti B, B, ® e si ottiene cosi la tabella H, dell’enun-
ciato.
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Se invece consideriamo valido il ecaso (ii), allora le caselle 12, 15, 16, con-
tengono rispettivamente w, w, B e si ottiene la tabella H,.

Sia valido ora per la casella 6 il caso (ii); allora i prodotti contenuti nelle
caselle 7, 8, 10, 14, sono rispettivamente D, w, D, w. L'unica possibilita per
la casella 11 & w; quindi in questo caso si otliene la tabella

H, ) B C D
@ w B C D
B B c D w
¢ c D ® B
D D ) B c

Infine se consideriamo valido il caso (iii) per la casella 6, con ragionamenti
analoghi a quelli effettuati nei casi (i) e (ii) si ottiene la seguente tabella

H, ) B c D
w ) B ¢ D

B B D w o}

o} ® D B

D D c w

Si verifica l'esistenza di due isomorfismi
f: H,— H,; g: H, — H, .
fla)) = a;, (b)) = e, fle) = bs, fldy) = di;
g(a;) = a;, gb:) = dy,y g(e:) = by, gld;) = ¢, .

(B sufficiente verificare che gli omomorfismi f, g chiaramente bigettivi, sono
buoni).

H, e H, non sono isomorfi perché H,/w e H,/w sono rispettivamente Z/2Z
PZ]2Z e Z[4Z.

Infine si prova facilmente che H,, H, sono ipergruppi soddisfacenti le con-
dizioni (1) e (2).
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Teorema 14. Sia |H|=35k, |w|=1F; allora condizione necessaria ¢ suf-
ficiente affinché H = {ay, ..y @iy byy eury biy €1y onry €y iy ooy diy €44 oy €0}, S0 un
ipergruppo soddisfacente le condizioni (1) e (2), é che H, a meno di isomorfisms,
abbia struttura definita dalla seguente tabella di moltiplicazione.

H1 Qyy orey A bl’ coey bl; Cyy veey Cp dl’ aeey dk €15 orvy B
Gy
: {ay .00y a3} {bys «eey by} {1y cuny €1} {dgy oooy dp} {egs «uey €}
Gy
by
: {b1y ooy By} {e1s vy €1} {dys 0oy i} {e1s s €1} {ays o0y &}
b
51
: {15 <oy €} {dys oy a1} {€y, ...y €1} {@y ooy a1} {byy ey b}
Cr
dy
: {dl’ arey dl:} {81, wevy ek} {ap erey a’k} {bl’ ey bk} {Cll eery ck}
&,
51
: & v &} {@y, «00s g} {byy «vey by} {e1y ooy 01} {dy, .oy di}
€k

Dim. Seguendo lo stesso procedimento del Teorema 13, si determinano
le seguenti tabelle di moltiplicazione, ove si & posto

w = {Gy, ..., &} ; B ={b, .., b}; C={eyy ..., 01} ;

Dz{dl, ...,dk}; E:{el, cany 8;;}.

H, o | B C|D]|E H, w | B|C E
wo|w | B| C|D|E w|w|{B|C ¥
B{B|C!D|E| w B{B{C|E|w|D
¢{C|D|E}| w | B C|CIE|D|Bjo
DD |E|w|B|C D|D|w|B|E
E{E|w|B}| 0O |D E{F|D|wiC|B
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{11]

H, o | B| OC|D]|E
0| o ¢ | D | E
BB |D|ow | E

¢ | ow | E|B|D
D|{D|E|B|C| o
31V E | C | D| w | B

Hy w | B|C|D]|E
wo! w | B|COC|D|E
B|B|E|w | C|D
¢| 0| w |D|E|B
D} D E| B | ow
E|{E|{D|B|ow]|C

H,

279

Si dimostra che esistono i seguenti isomorfismi

f=H,~H,,

cosi definiti:

Hag) = aq,
gla:) = ay,
hay) = a;,
8(a;) = oy,
Ha) = @,y

g=H,—~H,,
f(b) = by,
g(b:) = by,
R(bs) = by,
8(b;) = bs,
{b:) = bs,

h=H,—H,,
fles) = ey
gle:) = d,
he) = d,,
s(c;) = e,
te;) = e,

@ B} C | D
w| v | B ¢ B
BB | D | FE C w
C¢ E| B! o | D
D| D | C w | F | B
EFE @ D | B C
o | B ¢ | D} E
o| o | B C H
; B|EF|D| o (o}
¢| C | DI|B|E| ow
D| D} o B c
El FE C w B D
s=H,~H,, t=IH —H,,
f(d;) = e, fle) = d.;
9(d;) = e, gle:) = ¢ ;
Md;) = ¢, he;) = e; ;
s(d;) = d;, s{e;) == ¢;
Hd;)) = ¢, i(e;) = d;.

Infine, si verifica facilmente che H, & un ipergruppo soddisfacente le con-

dizioni (1) e (

).
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Dai risultati del n. 2 si pud avanzare, a nostro avviso la seguente

Congettura. VueN* tale che n = mk, I'insieme delle classi di iper-
gruppi di ordine =, isomorfi tra loro, soddisfacenti le condizioni(1) e (2), e tali
che |w| =k, ha la stessa cardinalitd dell’insieme dei gruppi non isomorfi, di
ordine m.
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Summary

The theorem of Lagrange is generalized, showing it in the context of the complete, finite
hypergroups. The structure of these hypergroups is studied, succeeding in determining it,
when the order ne {qIN*/2 <q<5}; these resulls permit to advance a conjecture when
the (finite) order is arbitrary.
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