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SALVATORE ANTONTUCCI (¥)

Sur les colorations généralisées des hyperarbres

et sur les multicolorations des graphes (**)

Intreduction

Le probleme des quatre couleurs, récemment résolu par K. Appel, W. Haken
et J. Koch ([2], [3], [4]), 2 un peu monopolisé Pattention des mathématiciens:
autrement, on ne peut pas expliquer comment le probléme de la coloration des
graphes n’ait pas été convenablement généralisé dans une époque précédente
a celle des travaux indiqués dans la bibliographie [1], {7], [8], [9].

Colorations généralisées ont été considerées dans 1967 par G. Chartrand,
D. P. Geller, S. Hedetniemi [7] et, indépendamment, dans 1975, par F. Spe-
ranza [9]. Sur la trace des travaux indiqués, nous étudions, dans le n. 0, les
colorations généralisées des hyperarbres; successivement, dans le n. 1, on intro-
duira et on étudiera le probléme de la multicoloration des graphes.

0 - Colorations généralisées des hyperarbres

Un’idée, pas nouvelle et pas récente, tendrait & ramener les problémes
concernants les hypergraphes & problémes concernants les graphes et tendrait
& inclure la théorie des hypergraphes dans celle des graphes. Cette idée est
mal vue, avec raison, de ceux qui s’occupent des hypergraphes et, avant tous
de celui qui est le fondateur de la théorie [6], qui, & bon escient, soutient que
la théorie des hypergraphes a le but non seulement de généraliser, mais aussi

(*) Indirizzo: Ist. Mat., Facoltd di Ingegneria, Universitd, Via Claudio 21, 80125
Napoli, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 24-X-1980.
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celui de unifier et de fournir, au bout du compte, nouveaux éléments de cla-
rification & la théorie méme des graphes. Toutefois, cette idée peut étre suivi
au but d’étudier le probléme des colorations généralisées des hyperarbres.
Donnons, avant tout, quelques définitions. Donné un hypergraphe (V, 8),
nous définirons chaine une séquence du type :

Viy 81, Vay 8oy vy 8y Vi

ot Vi, Vo, ..oy Vi sont des sommets de Phypergraphe (V, 8) et sy, 8., ..., 8
sont des simplexes de ’hypergraphe méme, de sorte que chaque sommet appar-
tient au simplexe précédent (s’il y en a) et au simplexe suivant (s'il y en a)
de la séquence; pour longucur on entendra le nombre des simplexes de la
chaine; encore, donnés deux sommets V et W, on dira leur distance la lon-
gueur de la chaine de longueur minimale qui joint V et W; la distance entre
deux sommets est toujours définie, lorsque on supposera Phypergraphe con-
nexe, autrement dit lorsque on peut toujours unir deux sommets quelcongues,
ee que nous férons toujowrs dans la suite.

On appellera nombre s-chromatique d’un hypergraphe le plus petit nombre
de couleurs néeessaires pour colorier les sommets de 'hypergraphe de sorte que
deux sommets, & distance plus petite ou égale & s, aient couleurs différentes;
cela dit, on a, naturellement, que le nombre chromatique est le nombre
1-chromatique.

Ici et dans la suite, lorsque nous parlerons d’hyperarbres, nous entendrons
des hypergraphes connexes tels que deux simplexes n’aient plus qu’un sommet
en commun et sans cycles (chaines avec le sommet initial et terminal coinei-
dents).

Nous nous 1)1'oposons de trouver le mombre s-chromatique d’un hyper-
arbre ().

Soit, alors, @ = (V, K) un hyperarbre et soit G/* = (V, 8) le graphe 1-sec-
tion de @, c'est & dire ([6], [9];) le graphe qui a pour sommets les sommets de G
de sorte que deux sommets de G* soient joints par une aréte s’ils sont extrémes
d'un simplexe an moins de G. Le graphe G'* peut étre consideré le graphe
veprésentatif (line-graph ou graphe commué, v. [5] et [6]) d'un graphe &,
qui est, comme on voit immédiatement, un arbre. Immédiatement, encore,
on voit qu'il ¥ a une correspondance I entre @ et ¢' qui associe & chaque
simplexe de G un sommet de G et & chague sommet de @, avec degré un,

(1) Le caleul du nombre s-chromatique d’un arbre a été fait par I'. Speranza[9]
dans le cas s = 2, par M. Gionfriddo [8] pour s queleconque et par I’Auteur [1], indé-
pendamment et par autre voie, encore pour s quelconque.
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un sommet de ¢' de degré un, deux sommets de G’ étant joints par une aréte
s'ils sont les correspondants de deux simplexes adjacents ou bien s’ils sont
les correspondants d’un simplexe et d’un de ses sommets (avee degré un).

Ayant posé, pour simplifier les notations, G'= @'Y, et appelés ¢,(M) le
nombre s-chromatique d’un graphe (ou bien d’un hypergraphe) M [9] et q,(M)
Pindex s-chromatique [1] de M, on a, naturellement,

(1) g:(G) = ¢,(G"),

parce que la distance entre deux sommets en G' cst égale, comme on voib
facilement, & la distance des mémes sommets en ¢. Car, alors, @ est le graphe
commué de G', on a, ayant regard & la proposition 2 de [1],

2) g(G") = ¢.(G');

pour cela, en rappelant la proposition 3 de [1] et que @' est un arbre, on a
encore

(3) (@) = goa(G') — 1

en outre, d’apres la proposition 1 du travail déja cité, opportunémens modi-
fiée et simplifiée (2), on a
7 — te
(4) Js12(@') = max II[(S+2/2)J(A) ixev(c’)’
ol on a posé

(3) LX) ={W|/We V(@) dX, W)<p},

avec p entier >0, et ou, si r est un nombre réel, [»] est le plus grand entier
<7, et ol enfin, d(X, W) est la distance entre X et W et V(@) est Pensemble
des sommets de G,

De (1), (2), (3) et (4) on a évidemment

Xev(6'), reJ,(x)?

(6) 9:(G) = max ]I[S,Q](X) v I[(s—-l)/‘z](Y)

(*) La Proposition 1 susdite affirme que
g(@') = max ]I[s/z](x) ¥ I{(s~1)/z](y) fxev(o’), res,(x) »

ot I, a le sens spécifié dans la (5) et J,(X) est ensemble des sommets & distance un
de X; on a facilement la (4) car on a, évidemment

max !I[s/ﬂ(X) U I[(s'—l)/z](y) {XeV(G’),YeJ,(X) = max iI[(s+1)/z](X) lxev(a') .
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Ia (6) consent d’évaluer le nombre s-chromatique de & au moyen d'un calcul
qui concerne le graphe G'; pour améliorer le résultat, évaluons le duexidme
membre de la (6) au moyen de caleculs qui concernent seulement P'hyper-
graphe G.

Dans ce but, observons, avant tout, que si K est un sommef de & de
degré plus grand que un, ¢’est & dire K est le correspondant, au moyen de I,
d’un simplexe s, de G, on a

(7) I(E) | = Zo=2([snl— 1) + 1,

olt Paddition est étendue au simplex s, et aux simplexes qui sont distants de s,
d’une distance p— 1; si, aun contraire, K est un sommet pendant de &,
appelé K' le sommet de degré plus grand que un adjacent a K en G/, on a

(8) oK) | = [L,a(E) | 5

pour cela on a que le nombre [Ip .y (X)|gepe) Re peut jamais étre le plus
grand pour un X avec degré un, parce que on a, en ce cas-la [I,(X)]
= I, (M) < |I{(M)], si I est le sommet, de degré plus grand que un, adja-
cent & X. Par tout ce qui précede il est facile obtenir la démonstration du
théoreme qui suit.

Théoréme 1. 8i G est un hyperarbre, le nombre s-chromatique de @ est

9) g(@) = max YO (|s,| — 1) 4+ 1,
o
(10) t=1[(s +2)/2]—1

et on Vaddition est étendue ¢ un simplexe s, et auw simplexes qui ont distance de s,
plus petite ou égale a t.

1 - Multicolorations des sommets d’an graphe

Entre les colorations généralisées des sommets d’un graphe, introduisons
la suivante.

Si @ = (V, 8) est un graphe, associons & chaque sommet de @ une cou-
leure pour chacune des arétes qui ont pour extremité le sommet (1);si V et V'
sont deux sommefs joints au moyen de P'aréte s et si les couleurs associées

(1) Couleurs différentes pour arétes différentes.
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& Vet a V', rélativement & s, sont ¢ et b, on demande que ¢ et b soient dif-
férents ou bien qu’ils vérifient une opportune relation entre eux, dans la signi-
fication que nous allons & préeiser.

Précisement, supposons que Pensemble des couleurs ¢ = {€o, €1y ...y €} alb
été structuré avee une structure de groupe, au moyen de Ioperation de « addi-
tion » ainsi définie

(10) Ci "}“ C; = G,

ol 7 est le reste de la division de ¢ 4 j pour # -~ 1; on pourra demander que
4 une méme aréte soient associées deux couleurs qui aient pour somme le zéro
de € (c’est & dire deux éléments symétriques) ou bien que les mémes deux
couleurs aient toujours pour somme 1’4lément ¢, du groupe. Les colorations,
relatives aux cas pris en consideration, seront appelées muliicolorations de pre-
miere ow deuwieme espéce respectivement et d’ordre m - 1.

Occupons nous, ici, du probléme de la multicoloration, dans le sens décrit,
des cliques. On peut retenir complétement résolu ce probléme au moyen du
théoréme suivant, que nous démontrons.

Théoréme 2. Chaque clique d’ordre n admet une multicoloration de pre-
miere espéce ssi (3) n est pair et elle admet une multicoloration de deuxiéme espeéce
quelconque soit .

Alors, avant tout, pour simplifier les notations, nous nous référerons 3 un
cas particulier, parce que les modalités empoyées dans ce cas sont immédia-
tement transférables en général.

Appelons, done, les couleus de €0, 1,2, ..., n; en outre, donnons &4 ¢ une
structure de groupe cyeclique d’ordre % -} 1, c’est & dire au moyen de I’opera-
tion

(11) itj=r,

o » est le reste de la division de ¢ - j pour » - 1. Cela dit, si G est une
clique d’ordre » - 2, le probléme de la multicoloration de G peut &tre diffé-
remment affronté en prenant en consideration la matrice (a;) (l<i<n -+ 2,
0<j<n) telle que a;; =4, ot les éléments de la ligne 4-me sont les cou-
leurs associées au sommet V, de G et aux arétes dont il est un’extremité, et
en associant & chaque élément de chaque ligne un élément d’une des autres
lignes, de sorte que deux éléments d’une méme ligne ne soient jamais associés

(®) On veut entendre, ici et dans la suite, avec «ssi» si et seulement si.
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& des éléments dune méme ligne; on fera cette association, ’il s’agit d’une
mul{icoloration de premiere espéce, en associant & chaque élément de chaque
ligne son symétrique relativement & Poperation (11), ou bien, §'il s’agit d’une
multicoloration de deuxiéme espéce, en associant & chaque élément 7 Pélément j
tel que ¢ | j=mn.

On peut comprendre facilement ce que nous avons dit ci-dessus si Pon
pense que deux éléments (cle deux lignes s et 7), associés enfre eux, réprésen-
tent les couleurs relatives a I'aréte qui joint les deux sommets correspondantes
aux lignes s et #. Dans la méme facon, on comprend facilement que une multi-
coloration de premilre espéce est certainement impossible si Pordre n - 2
de G est impair, parce que, en ce cas-1&, étant 0 symétrique de lui méme, ne
sera pas possible prendre & couples les zéros de la matrice; pour démon-
strer le théoréme, alors, il faut montrer de quelle maniére on puisse realiser
les associations susdites, c¢’est & dire celle relative & la multicoloration de pre-
mitre espéce, dans le eas n - 2 pair, et celle relative 4 la multicoloration de
deuxieme espece, pour # quelconque.

A ce but, dans le cas n pair, nous regarderons le cas particulier, que I'on
peut étendre, selon ce que nous déjd avons dit, en général, 01‘1 n soit égale & 6;
prenons, alors, en consideration la matrice (a;) (1<i<8, 0<j<6) telle que
¢;; = 9§, et montrons une procédure, qui probablement est unique, pour
associcr & chaque élément de chaque ligne un élément d'une des autres lignes,
syméirigue, de sorte que deux éléments d’une méme ligne ne soient jamais
associés 4 deux éléments d’une méme ligne, bien entendu biunivoquement,
c’est & dire dans le sens olt un élément ne soit pas associé & deux éléments dif-
férents.

La procédure est la suivante: aux éléments 0,1, 2,..., 6 de la premiere
ligne on associe les éléments 0, 1, 2, ..., 6 des lignes, respectivement, 2, 3, 4, ..., 8
(sur la diagonale); aux ¢éléments de la deuxiéme ligne (0 exclu) on associe les
éléments 2, 1, 4, 3, 6, 5 des lignes, respectivement, 3, 4, 5, 6, 7, 8; aux éléments
de la troisiéme ligne (a 'exception de 1 et de 2) on associe les éléments 0, 1,
2, 8, 4 des lignes, respectivement, 4, 5, 6, 7, 8 (sur la diagonale); aux éléments
de la quatriéme lignes (& 'exception de 0, 1, 2) on associe les éléments 2, 1, 4, 3
des lignes b, 6,7,8; aux éléments de la cinquiéme ligne (& Pexception de
1, 2, 3, 4) on associe les éléments 0,1, 2 des lignes 6, 7, 8 (sur la diagonale);
aux éléments qui restent de la sixiéme ligne, 5 et 6, on associe les éléments
2,1 des lignes 7, 8; enfin, au zéro qui reste dans la septiéme ligne on associe
le zéro qui reste dans 'huitieéme ligne.

La multicoloration de deuxidme espéce peut étre obtenue, au contmue,
avec une procédure plus facile, qui vaut, comme on pourra voir, dans le cas
ot 7 est pair comme dans le cas ol # est impair. En référence 3 la méme ma-
trice, on obtient wune association facile en prenant en consideration les
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diagonales secondaires de la matrice; précisement, aux éléments 0,1,2,..,6
de la premiére ligne on associe les éléments (complémentaires & 6) 6, 5, 4, ..., 0
des lignes 2, 3, 4, ..., 8 (sur la diagonale secondaire); aux 6léments 0,1,2,...,5
qui restent sur la deuxiéme ligne on associe les éléments 6, b, 4, ..., 1 des lignes
3, 4,5, ..., 8 (toujours sur la diagonale secondaire); aux éléments 0,1,2,...,4
qui restent sur la troisidme ligne les éléments 6,5,4,...,2 d'une d’autres dia-
gonales secondaires, et ainsi de suite; observons, pour compléter la démon-
stration du théoréme, au moins mais sans perdre de généralité, pour ce que
nous déja avons dit, dans le cas particulier déerit, que I’association est tou-
jours possible, quelconque soit n, car ne peut jamais se vérifier la défaillance
relativement & la multicoloration de premiére espéce; en effet, seulement dans
le cas oul n est pair I'élément #/2 est associé & soi méme (son complementaire
a n) mais, dans ce cas, il 1’y a pas de difficulté, parce que le nombre des lignes
est pair, ce qui ne se vérifiait pas pour le zéro, relativement & la multicolora-
tion de premiére espéce. L’énoncé est done démontrd.

Pour conclure, remarquons que, & c6té des multicolorations considérées
(de premiere et de deuxidme espéce), on pourra prendre en consideration des
multicolorations pour lesquelles on demande que & une aréte soient assocides
des couleurs qui aient pour somme un élément da groupe différent de zéro
ou de % et, ainsi, considerer la possibilité d’effectuer une multicoloration de ce
genre pour un graphe complet,
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Summary

We study generalized colowrings of hyperirees; furthermore we introduced and study
the multicolourings of graphs. Generalized colourings have been introduced and studied
by G. Chartrand, D. P, Qeller, 8. Hedetniemi [7] and, independently, by F. Speranza [9],
and, subsequently, by M. Gionfriddo [8] and S. Antonucci [1].



