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F. AmMarTo (%)

Sur une classe de variétés paracomplexes

possédant la propriété concirculaire (**)

Soit M(U, g) une variété paracomplexe [6] de dimension 2n, oit U est Popé-
rateur parahermitien {(U? = 4 1) et g la métrique de M. On peut décomposer
Yespace tangent 7',(M) en p € M suivant T (M) = S,P S: ou 8, et S: sont
respectivement 2 sous-espaces self-orthogonauz [8] (abr. s.0.) de dimension .

8i au voisinage de chaque point p il existe un repére F = {h,} e F (M) ‘
(Z (M) fibré principal des repéres parahermitiens de M) tel que les vec-
teurs de la base d’'un des sous-espaces s.0., soit S,, soient concirculaires (soit
Veha =1tuZ, VZES,, tac C°(M), a =1, ..., 1, o* = a -+ n), on dit [5] que le
espace M posséde la propridté comcireulaire. La connexion qui structure M
est alors nommé une connexion coneirculaire (notée par V).

Dans le présent ouvrage on suppose que Pespace paracomplexe M, possdéde
la propriété concirculaire et qu'en outre la 2-forme presque symplectique 2
échangeable avec g est conforme symplectique. Dans ce cas & V, sonb associés
un champ vectoriel X et une 1-forme 0, dénommeés respectivement le champ
principal et le pfaffien principal.

Si j et u sont respectivement 1'isomorphisme canonique défini par g ot Piso-
morphisme de fibrés défini par ©Q on établit les propriétés suivantes:

(a) X et (j7*ou) X sont des champs isotropes géodésiques et (j~lop) X est
un automorphisme infinitésimal de la structure conforme symplectique (2, 0)
ayant § pour covecteur de Lee.

(*) Indirizzo: Istitute di Matematica, Universitd, Via Cesare Battisti 90, 98100

Messina, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 22-X-1980.
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(b) Les 2-formes de torsions * qui correspondent au 1-er espace s.o.
sont présymplectiques et toutes les 2-formes de courbures sont conformes pré-
symplectiques.

(e) M est Ricct minimale et a pour courbure scalaire la morme eucli-
dienne de X multipliée avec n(n— 1).

On considére ensuite deux types d’immersions propres:

(I) immersion @: M, -+ M ou M, est une variété anti-invariante
de dimension n; celle-ci est presque quasi-ombilicale et le vecteur de cour-
bure moyenne H associée & @ est H = ((n+1)/2n))X — (j=tou) X)|,,.

(I1) Limmersion x: M, - M ol M, est une sous-variété invarianie de
dimension 2¢q (g << n); celle-ci est ombilicale pour les sections normales du ler
espace s.0. et est géodésique pour les sections nmormales du 2éme espace s.o. .

Enfin sur la variété fibré tangent 7TM on considére le relevement com-
plet [10] Q¢ de £ et on montre que ¢ est une 2-forme finslerienne. En outre
on détermine sur 7'M un systéme mécanique [5] pour lequel le systéme dyna-
mique associé est une gerbe [1].

1 - Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne de signature (n, n) et de
classe C% et s0it €x, €, x =1, ..., m, & = ot - n une base orthonormée de
Tespace tangent T ,(H) en pe M.

Moyennant 'opérateur parahermitien U [6] (U est linéaire et U?= 4 1)
en déduit de ex, ¢,» une base de With ha, h,. définie par

e — es -+ Uenx Toon 6o — Uepnx
(1.1) by == ‘-——\7:2-—, bk == -_\/_Q—_ .

La base {khs, h,.} est formée par des vecteurs isotropes réels, et elle est
normée par

(1.2) <h,x, 7l/p*> == (So:ﬁ .
Une parcille base de Witt est dénommée une base parahermitienne [6].
Soit {04; 4 =1, ..., 2n} la base duale de {h,}; alors la métrique g en ter-

mes de corepére {4} a la forme parahermitienne

(1.3) g

I

2 3405® 0+%,
et celle-ci est échangeable avec la forme presque symplectique

(].4) -Q == Za 00‘/\6“*.
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Si 04 sont les 1-formes de connexion sur le fibré principal parahermitien
F (M) = U {ha, h,5}, une matrice de connexion de la forme

(1.5) o= (3'? 2;:) ;

définit une connexion de Chern-Libermann. Pour une pareille connexion les
équations de structure qui définissent une variété paracomplexe sont

(1.6) dp =4 e, {forme de soudure) ;
Vhae =0E® hg

(1.7) Vhes =0 Z:: ® ha (équations de la connexion);
1 x — B -3 O .

(1.8) Elﬁ ga* :gﬁﬁ/fgg?; _*_2 O (ler groupe d’équations de structure);
1 ® j— Y ® X . , .

(1.9) 403 05707 + 2 (2éme groupe d’équations de structure);

da 6;;;‘:‘ = 0;: A0z + Q;;‘
De (1.2) onn a
(1.10) 05 468, =0,

et dans (1.8) et (1.9) les 2-formes 0%, Q% et 23, QZ: représentent respective-
ment les 2-formes de torsions et les 2-formes de courbure. On a [6]

Q“ZQ?"{“Q?y

1.11 . .
— 0= 05"+ 07,

ol

(1.12) 0QF = A§,08A07, QF = B, 08" N\O,

Q= Ag O N0, Q= Bey (05N07; A, Be O=(M).

pryx pry¥
L’espace tangent 7,(M) peut se décomposer suivant [7];
(1.13) T(H)=8,® 85,

ou 8, et S: sont deux sous-espace self-orthogonaur (abr. espaces s.0.). Ainsi
on peut décomposer (1.6) en

(1.14) dp = (dp), + (dp)s=,
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avec

(dp)y = 3 6°® hu,

(1.15) (Ap)or = 3 0 R hax ,

o {dp), et (dp) sont les composantes self-orthogonales de dp. Enfin Ia dif-
férentielle extérieure de (1.4) est exprimée par

(1.186) AAR = 34 (QrNOF* — Qo* A fx) .

2 ~ Dans [2] on définit une variété parakiihlerienne M comme ayant la
propriété concirculaire si au voisinage de chaque point p € M, il existe une
repére & € F(M) tel que les vecteurs de la base d'un des sous espace §.0.
(soit §,) soient concirculaires. Ceci s’exprime de forme intrinséque par Viha
=1:Z, VZ€8,, tac O°(M) et cela implique

(2.1) 05 = tgh=.

Une connexion telle que (2.1) sera appelée une connexion concirculaire (notée
par V,) et Pespace self-orthogonal §, sera dénommé le ler espace s.o. Dans
ces conditions les équations (1.7) §’écrivent

Vha = ta(dp). ,

.92
(2.2) Vhgs = — 02@ X*,
ot
(2.3) X* = Z talian e S5,

et le ler groupe d’équations de structure (1.8) s’éerit

AAD* = OAD* - Q=
AAGF = 1,0 + Q=

(2.4)
(2.5) 0= t.00eThHH).

Eu égard & (2.1), (2.4) et (2.5) les équations (1.9) donnent
(2.6) Qf = 15 0Q% 4 dig\0>* = — QF; .

Soit maintenant

(2.7) S 0*A028 =0

les premieres identités de Bianchi.
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Compte tenu de (2.6) et puisque

(2.8) AAG = 3 dtaN\O* + 3 1.0%,

les équations (2.7) s’éerivent

(2.9) ONLx + (85820 — AABVNO* = 0 .
Un caleul élémentaire permet de déduire de (2.9)

(2.10) ON(ANG) =0,

ce qui montre que 0 est complétement intégrable.

L’équation (2.10) et les équations (2.4) nous conduisent & chevcher & définir
sur M une structure conforme symplectique CSp(n, R) déterminée par le couple
(2, 0).

La forme  devant par définition étre emacte, on devra d’abord écrive
(2.11) dng =0,
et par conséquent en vertu de (2.8) on peut poser
(2.12) At = 0= + 1.0, fe0=(M).

Si nous poson 12 = 3 (z)? pour la norme euclidienne des ¢« on déduit,
de (2.12),

(2.13) tdt = (f +12)6,

ot [ 4 % est le multiplicateur d’Euler de 6. La différentiation extérienre de
(2.13) d'une part et d’autre part & devant 8tre exacte permet de poser

df
f

Par ailleurs la différentiation extérieure des équations (2.12) donne, eu
égard & (2.14),

(2.14) —0.

(2.15) Qx = G0,
et ceci implique compte tenu de (2.4)

(2.16) AAGx = 2064 .
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On peut done dire que toutes les 2-formes 2% sont pré-symplectiques (AN 2* = 0,
dim Ker %= 0). En outre de (2.6) on déduit & Paide de (2.12), (2.14) et (2.16)

(2.17) 0§ = 210/ 0% -1~ 108 A0~
et par différentiation extérieure il vient
(2.18) ANQ5 = 0005

Ainsi on peut dire que toutes les formes de courbures sont conformes pré-
symplectiques. Pour que {2 soit conforme symplectique il suffit done d’avoir

(2.19) >N =0 .
Mais en vertu de

(2.20) ANR =070,

la différentiation extérieure de (2.19) compte tenu de (2.12) et (2.4) montre
que Péquation extéricure (2.19) est fermée, par conséquence (2.19) n’implique
pas de conditions nouvelles. On a ainsi obtenu sur M une structure conforme
symplectique ayant 0 pour covectewr de Lee. ,

Soient j et u respectivement Pisomorphisme canonique défini par la mé-
trique g de M et Pisomorphisme de fibrés: TM — T*M, Z —i,02 définit
par 2. Convenons d’appeler le champ vectoriel X = > taha€ S, et la 1-forme 0
respectivement le champ principal et le pfeffien principal associés & la con-
nexion V..

On a

(2.21) 0 =jX =—puX* = X* =+ (jlop) X ,
et eu égard & (2.20) il résulte aussitodt

(2.22) _ L =0,

et puisque visiblement

(2.23) Pl =0,

on peut dire que X* est un automorphisme infinitesimal de la structure con-
forme symplectique (£, 0).
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A Paide de (2.2) et (2.12) on trouve

(2.24) VY =0 X + (f + f2)(dp),
et
(2.25) VX# = fzac‘@ha* .

On déduit

(2.26) VX =2+ HA
et
(2.27) Ver X¥ =0 .

Les champs vectoriels X et X* étaient les deux isotropes, la relation (2.26)
exprime que X est isotrope géodésique et la relation (2.27) que X* est con-
formément & la définition de R. Rosca, un champ géodésique siricte. De plus
il vient [X, X*] = fX* [ ]: crochet de Lie, et cette relation exprime que le
champ vectoriel X* admet une transformation infinitesimale de générateur X.

En rappelant que > Q% est la 2-forme de Ricei sur M, on déduit ausitdt
de (2.17), et eu égard & l'expression de 0, que Pon a > Q% = 0. Cette équa-
tion montre que M est Ricci minimale. En outre toujours de (2.17) il vient
Rag = (n— 1)(28* + f) et Pon déduit que la courbure scalaire R est donnée par
R = aln— 1)+ ).

Théoreme. Soit M(U, Q, g) une variété paracompleme siructurée par une
connexion concirculaire V, et soient X et 0 respectivement le champ principal e
le pfaffien principal associés d V..

Une structure conforme symplectique définie par £ et 0 est déterminée par
un systéme exiérieure fermée et si p et j sont respectivement Disomorphisme de
fibrés défint par £ et Visomorphisme canonique défini par g, on a les propriéiés
suivantes:

(a) X est un champ isotrope géodésique et (j~rou)X est un champ (isotrope)
géodésique strict.

(D) (7o)X est un automorphisme infinitesimal de la structure conforme
symplectiqgue (2, 0) ot admet une transformation infinitesimale de générateur X.

(c¢) Les 2-formes de torsions qui correspondent aw ler espace $.0. sont pré-
symplectiques et toutes les 2-formes de courbure sont conformes pré-symplectiques.
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(d) La variété M est Ricei minimale et a pour cowrbure scalaire le multi-
plicateur &’ Buler de 6 multiplée avee n(n — 1).

3 - Soit @: M — M Pimmersion propre d’une sous-variété M dans M
et s0it Toy(JT) Pespace tangent & I en chaque point @(p) e . D’aprés [3]
Pimmersion @ est anti-invariante si UZu(M) € Too(I)* (Toin(I)*: espace
normale & M en a(p); o*T(M) = T(H)® T(J)*). Nous noterons I par M,
et supposerons que 3 ; est de dimension maximale, $0it UT,\ (M )= Tom(M,).
Dans ce cas on trouve

(3.1) b« = §*

et si nous posons ex = ha - Ry €6 Mo = ho— I les ex forment base tan-
gentielle de M, tandis que les n. sont les sections normales associées ) x.- Pour
des raisons de simplicité nous noterons les éléments induites par @ avec les
mémes lettres.

On a

(3.2) dz(p) = 2 0*® e,
et de (2.2) on déduit
(3.3) Vitg =15 da(p) - 2@ X* .

Définition. Nous disons qu'une section normale n, sur M est presque
quasi-ombilicale si Pon a (Vna, do(p))> = 2af + pa0*® ¢, ¢ A J1.

Soient Iy = — {da(p), Vna) les formes quadratiques fondamentales associées
& @ (les I, sont des champs de tenseurs covariants symétriques d’ordre 2, et
ne dépendent que de T'(M,)*).

De (3.2) et (3.3) il vient aussitdt

(3.4) lo = —ta{dz(p), du(p)) + R0,

et immersion x: M; — M est totalement presque quasi-ombilicale.
La (n— 1)-forme vectorielle de courbure moyenne @ est comme on sait [3]

(3.5) D=3 (— 110 ALADNLNO® s,
et
(3.6) AND =R H ,

AN . . . .
(" indigue omission).
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Dans (3.6), H est le vecteur de courbure moyenne associé & x et 5 =01
A A0 est la forme volume canonicque de M,.
En faisant usage de (2.2) et (2.16) on trouve aprés calcul

n-4+1

(8.7) | H = 2—; (X —X%).
Dans (3.7) X et X* représentent les valeurs induites par o des champs X
et X¥,

11 résulte <H, H)— ({n 4+ 1)/2n®)1* et ainsi on a une interprétation inva-
riante de la valeur induite de la norme euclidienne 2 des .

Soit maintenant Pimmersion x: J — M ot I une sous-variété telle que
UToin(M) = Tory(H). Une telle sous-variété est dite invariante [9] et est notée
par M,. Si dim M, = 2q, alors M, est définie par

(3.8) =0, 6% =0; y=q-+1, y*=9y-+tn.

Eu égard & (2.2) on trouve que les secondes formes fondamentales assoeciés
a immersion = sont

(3.9) Z,,=t,,26f®z'*, t=1,..,q, ¥ =1-4+n,
et
(3.10) Lax=0.

Mais la métrique de M, étant > 67® 6™ il résulte que les sections nor-
males h, qui correspondent au ler espace self-orthogonal sont ombilicales tandis
que celles qui correspondent au second espace self-orthogonal sont géodésiques.

Théoréme. Soit M(U, 2, q) la variété paracomplexe discutée aw n. 2. On
peut considérer les immersions propres suivantes:

(a) Les immersions anti-invariantes x: M, — M; celles-ci sont presque
quasi-ombilicales et le vecleur de courbure moyenne associé & « est (au facteur
(n+1)/2n prés) la valewr induite de X — (§ ou) X.

(b) Les immersions invariantes w: M, — M; celles-ci sont ombilicales pour
les sections normales du ler espace self-orthogonal et géodésiques pour les sections
normales du 2éme espace self-orthogonal.

4 — Soit T'M la variété fibré tangent & la variété M discuté au n. 2 et
soit € = Y v*(8/dv?) le champ canonique sur TM. Soit ()° et () respective-
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ment le relevement complet et vertical (calculé au termes du fibré cotangent
F*(M)). Poson

(4.1) l= Y av05*
et indiquons par d, et 7, les opérations de différentiations et de dérivation
verticale sur F*(M) (d, et i, sont respectivement une antidérivation de degré 1
et une dérivation de degré 0 sur ATM [4]). On a
(4.2) dal = 3 (050> - v205*) |
et Pon déduit
(4.3) II = AN dal = Ja (Ao \O* 4 v N ™) - 20A Y vo* 0
+ (2 tav?) A2 + Fvx e,
I1 vien rapidement
(4.4) LI =1T, iall =0,

et comme d’autre part la forme I7 est visiblement symplectique (de rang 4n)
les équations {(4.4) expriment que I7 est une forme finslerienne.
D’autre par le reléevement complet Q¢ est [10)

(4.5) Q¢ = 3o (dvs A0 4- G2/ dvs*)
et on déduit
(4.8) AANR°e = — (Data A )AQ — Fa dvs A QF* 1 20 Yo 05 A dvo* |
on trouve
(4.7) L0 = Q°, ixQe=10,
et par conséquence la forme ¢ est aussi finslerienne.
Considérons maintenant le systéme mécanique /4 = {M, T, =} (dans le
sens de J. Klein [5]) ol Pénergie cinétique 7' et le champ de forces = sont
définis respectivement par

(4.8) T =1, 7= 10.

En vertu du fait d,7 = IT on peut dire que .# est régulier et a pour forme
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fondamentale /7. On trouve aprés caleul
(4.9) LT =27, Lo =27 .

Ainsi 7' et 7 sont les deux homogenes et du méme degré 2 [4].
8i Z est le systéme dynamique associé & # (Z est défini via la formule
il = d(T— £, T)+ =). Alors:
(a) puisque 7' et 7 sont homogene de méme degré, Z est une gerbe sur M,
soit [C, Z]1= Z [1];
(b) puisque 7' est de degré 2, la forme I7 — (A7 — ayNdt € ANTM x R)
est une relation intégrale dinvariance pour Z - /ot

Théoréme. Soit TH la variéié fibré tangent correspondant & la variété
paracomplexs du 1. 2 et soit Q¢ le relevement complet de lo forme conforme sym-
plectique de M alors:

(a) ¢ est une forme finslerienne,

(b) on peut @éierminer sur THM un systéme mécanique régulier pour lequel
la forme fondamentale est finslerienne et dont le systéme dynamique associé est
une gerbe suyr M.
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Riassunto

Si studiano le varietd paracomplesse M(U, 2, g) strulturate da unw connessione con-
circolare e per le quali la 2-forma quast simplettica Q permutabile con g & conforme sim-
plettica.
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