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SANDRA FoOoRrRTE (¥)

Sulla termomeccanica dei fili (**)

Introduzione

I profondi studi rivolti negli ultimi venti e pilt anni ad affrontare il pro-
blema della deformazione di un continuo generale, tenendo conto di effetti
termici, hanno portato ad una sistemazione concettualmente soddisfacente
della materia, anche se restano ancora da affrontare gravi e ardui problemi,
specialmente riguardanti la trattazione assiomatica.

Nell’intento di portare un qualche contributo all’argomento, si esamina
qui, nel caso semplice termoelastico, il moto di un filo perfetto, facendo anche
intervenire Pambiente esterno attraverso un possibile flusso di calore.

Si determinano, innanzi tutto, e senza limitazioni sull'ampiezza delle tra-
sformazioni, le condizioni per la propagazione di onde ordinarie di accelerazione.
Si riescono addirittura a determinare i valori delle velocitd di propagazione
delle onde longitudinali e trasversali, mentre si dimostra che non sono pos-
sibili onde per le quali le derivate prime della temperatura sono discontinue.
NelPultima parte ci si occupa di onde infinitesime, scrivendo e diseutendo
ampiamente la relativa equazione di dispersione.

In appendice.si d& un teorema di unieitd per i piceoli moti attorno ad una
configurazione forzata di equilibrio.

1 - Notazioni

Sia & un filo, {; un suo piazzamento. Identificheremo # con ;. Un
punto X di {p ¢ individuato dalla sua ascissa curvilinea o, ¢ € [0, L]

(1.1) X = X(0) .

(*) Indirizzo: Istituto di Matematiche Applicate, Facoltd di Ingegneria, Universita,
Via Diotisalvi 2, 56100 Pisa, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M. (C.N.R.). — Ricevuto: 23-1X-1980.



196 S. FORTE (2]

(dove si ¢ identificato X con il vettore posizione di X rispetto ad una origine
prefissata 0). Con T si denota la tangente a (, in X

T — aX

(1.2) = do

Sia [0, T) un intervallo di tempo anche illimitato. Con £ si denota il piaz-
zamento di & all’istante v di ascissa curvilinea s, s€[0,1]. Con «x si denota
un punto di { (identificato con il suo vettore posizione rispetto ad 0)

(1.3) x = x(s, 1) ,

e con t il versore tangente a {, in x

= t(s T)“a——;
(1.4) =USHT) =5

Una deformazione s & una applicazione s € 02: [0, L] x [0, ¥) — R+ tale che:
(i) ¢ invertibile per ogni fissato 7, (ii) s(0, 7) = 0, (iii) 0s/3¢ > 0 Vo, 7.
Una trasformazione x di {z & un campo vettoriale x € €2: [0, L] [0, 7) — V

(1.5) x = x(0, 7) = x(s(0, 1), ) .
Si definisce lo spostamento u
(1.6) u = u(g, 1) = x(g, ) — X(o) ,

la velocitah di X, x
. 0
1.7) x(o, 7) = = &lo, 7),

P'accelerazione di X, x

a‘.’

(1.8) x(0, 1) =

o x(o, 7).
Si definisce allungamento unitario
, 08
(1.9) d=1—1, ove (1.10) = —

oo’
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Tra /. e u sussiste la seguente relazione

cu

ou  ou
y - o. 2 L 2222
(1.11) ) \/1 + 2T =T 3

2 - Leggi di bilancio

(a) Si denoti con p = o(s, 7) la densitda materiale, per unitd di lunghezza,
di {r e con g, = go{o) la densitdh di . Siano ¢ e g, funzioni continue nelle
loro variabili.
Vale la legge di conservazione della massa

(2.1) foodo =fods Vo, oy] € [0, L],

oy £y
dove [s,, ;] ¢ Pimmagine di [oy, 0,], tramite la deformazione, all’istante 7.

Con il cambiamento di variabili s = s{g, 7), per Parbitrarieta di gy, 0, si giunge
alla forma locale di (2.1)

(2.2)

[~
Ny
I
0
<

(b) Siano v ed a le espressioni spaziali (euleriane) della velocita e della
accelerazione rispettivamente. ¥ assegnata una coppia di applicazioni, sistema
di forze, (S, b) tali che: (i) S:[0,1]1x[0, ) — V con s = S(s, 7), O su [0,1];
(i) b: Vx[0,1]1x[0,7) = V, con s+>b(v,s, 7) continua su [0,1]; S rappre-
senta la tensione nel filo, b la densitd lineare delle azioni esercitate sul filo
dall’ambiente esterno; b pud anche dipendere dalla velocita dei punti di &,
non volendo escludere che il moto possa avvenire in un mezzo resistente.

Vale la seguente legge di bilancio (della guantita di moto)

d 8y kN
(2.3) ar Jovds=[bds + Ss:) — S(s) 5

per ogni [s,, 8,] C [0, I].
Da (2.2), per le ipotesi di regolaritd fatte sugli integrandi e I'arbitrarieta
di [sq,s,] si giunge alla forma locale di (2.3)

: N
(2. 4) ga=>b+ .
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In forma materiale (lagrangiana)

S, oppure oot ="b -+

(2.4 0% =b+

ARy
SRS

dove b= Ab(v; s(o, 1), T) e S=S5(s(s,7), 7).

(c) Se i momenti sono generati solo dal sistema di forza S e b, il filo &
perfettamente flessibile. In questo caso vale la legge di bilancio (del momento
della quantitd di moto)

5 Sy

d
(2.5) i J(®—0)Avods = [(z = 0)Abds -+ (&, — 0)AS(s;) — (wo — 0)AS(s0) 4

38 8¢

Vo, x, di £, di ascissa s,, s, rispettivamente, con s, < s, .
Utilizzando (2.1) e (2.4) per Parbitrarietd di (so, s;) e la continuity del-
Pintegrando, si ottiene la forma locale di (2.5)

(2.6) tAS =0, da cui (2.7) S=uat, «acR.
Un filo ¢ caratterizzato da
(2.8) a>0.

In forma materiale (2.7)
(2.9) S=- 5

(d) Sia ¢ la temperatura assoluta del filo: & = d(s, 7), o:[0,1]

X [0, 7) — R*, funzione C? dei suoi argomenti. 9, sard la temperatura, omo-
genea, del filo nella configurazione di riferimento (. Con ¢, indicheremo la
temperatura, omogenea, dell’ambiente esterno, ¢, funzione nota del tempo.
Si postula Vesistenza di una energia interna & dipendente da una density

lineare di energia &: &= [peds, e di una potenza termica @: @ = [ hds
+ (81, T) — (8, T), cON ¢ = ¢(s, 7) funzione (' di s e &k = h(s, 7) funzione
continua di s; h rappresenta la quantitd di calore assorbita dal filo per unitd
di tempo e q(s:, ) — ¢(so, 7) & il flusso di calore attraverso gli estremi @, e z,

della porzione di filo in esame.
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Vale la seguente legge di bilancio dell’energia

d 8 N
(2.10) 7 [J3ov-vds + for ds]
3 8 a 3y
=[hds+[ 5% ds -+ fo-bds 4 S(s1)-v(sy) — S(s0) v(sy) ,

— [hds+] %%ds ffobds+ % (S(s)-v(s)) ds .

Utilizzando il cambiamento di variabile s = s(c, ), per la arbitrarietd di
(S0, 81) © la continuitd dell’integrando, si giunge alla forma locale di (2.10)
semplificata con l'uso di (2.4)

(2.11) 00é=h + + S-

L’espressione materiale di (2.11)

a
(2.12) @os—h+ +S

dove k= 2h(s(c, 1), 7) € § = ¢(s(a, 7), 7).
(2.12) pud essere riscritta utilizzando la relazione che 31 ottiene derivando
rispetto al tempo lidentitd 12 = |0x/do|®

(2.13) oé=h+z=4al.

(e) Si postula Pesistenza di una funzione 5, Pentropia, dipendente da

8

una densitd lineare 5, # = [gn ds. Per il secondo prineipio della Termodinamica

3y

+ ] o 1
(2.14) f ends—f g ds +§§i§~§§§§

>0,
che in forma locale

(2.15) 977—5—$5>0.
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L’espressione molecolare (lagrangiana) di (2.15)
(2.16) mﬁ~5———5>0,

dove 9 = 9(s(o, 1), 7). .
Moltiplicando ambo i membri di (2.16) per J e utilizzando (2.13)

7. s, 8
(2.17) mUn—@e+al+35;>0.

Facendo intervenire in (2.17) P'energia libera y = ¢ — 5 in luogo di ¢, otte-
niamo la disequazione di Clausius-Duhem

QD
al]

l
N
o

(2.18) 00(1p -+ ) — otk —

NAEY
A
qQ

Definiamo filo ideale un filo perfettamente flessibile, tale che
(2.19) 2ol + 1) — ad =0,
per ogni processo termodinamico a partire da Zp.

Per un filo ideale quindi §(28/9¢)>0.

3 - Fili ideali termoelastici

Un filo ideale & detto termoelastico s‘e
B.1) e=#27,0), % = (4, 9, 0), k2 = P4, ¥,0), o=a(l, '57 o).

Per un filo termoelastico

0P s ow = . : .
go%};f}—go%ﬁ—}—gonﬁf—a}»:O.

Per arbitravietd di 1 e &

aA
(3.2) a=m%>0, n=-—zz.



[7 SULLA TERMOMECCANICA DEI FILI 201

Per un filo termoelastico l'equazione di moto si riscrive

A 0 o 0x - 0 o 0x ox
(3.3) 9°x:b+aa(}. aa) b+8?(2)-8“&+280"~’
— 1 dx  10x 08 04 4 otx
=b—tdy Zaa[aﬂld+aﬁﬁ“+§8]+3802(1)'

Osservazione. Dall'identitd 1% = |0x/dc|* derivando rispetto a o si
ottiene '

19x 0%x 0%x
(3-4) ho = 3% ' B
derivando rispetto a 7
10z 0x 0x
(3.5) =%
Sostituendo (3.4) in (3.3)
e HG e It L e g,
ovvero
(3.6) = —-—-[&1 }1(&" ——%)(xa@) %5)] Xos = g + 1 %x (6505 + Go] -
Sia V

1 a
Vm 11 45 (1= )@l

(1) Talvolta conviene scrivere 1’equazione del moto in termini dello spostamento
anziché della trasformazione gyu = b + (8/80)[(2/4)(2u/oc + T)], ovvero, grazie alle
equazioni costitutive (3.2),

29 ou

(8.8)’ Qou-—b‘f‘—[‘za—l(‘a— T)yi.

14
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(3.6) diviene

1
(3.7) X — ang — + ) [ 5'19'0' + &a] .

o lc‘l
Q)l g)

Si osserva che ¥ & un tensore simmetrico e x, & un suo autovettore, cor-
rispondente all’autovalore (&/g,)4; infatti

1

;0)‘ [&xs 4 7 (&r— @ NEZREDE Y

Vo = 7

1 z o
— — (6o + (8 —3) %] =~ Ao

Go /4 Qo

Inoltre un qualsiasi vettore ortogonale a x, & autovettore di V corrispondente
allautovalore 8/g,4 > 0.

Riscriviamo Pequazione del calore per un filo termoelastico. Supponiamo
q= G4, 3,9, 0), h=nd—9.,0 1), con h(0,s)=0, h funzione decrescente
di §—9,.

In queste ipotesi

08,];—]—@5‘5 é)}w 56"*"45’1%0‘{*@0‘"6‘2,
2 & 5 1 1 - 1 = 1 1=
GO0 =(— —&) A+={1he +— @50 = gz, O —ds+ —Fh
& (9 é2) +Qo€ii +Qof119 6+90(10 aa+goq +Qo )

0

ovvero

PR IO AR |
q). (t 60'2) +—é; q|9 190'+ qﬂaﬁdd_*_ qa+o h

1]

Una forma alternativa dell’equazione del calore si ottiene tenendo conto delle
equazioni costitutive (3.2). Valgono le seguenti identita

o9 o, g,
(azl ( )) ht s+ g,
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ovvero
0P, .5
(3.10) —90(55)?9——z+5(;-

I1 sistema (3.7) e (3.10) costituisce un sistema differenziale per la trasfor-
mazione x e la temperatura & che va risolto con opportune condizioni iniziali
e al contorno. La difficoltd che si incontra nella risoluzione di tale sistema
sta nella sua natura non lineare.

4 - Propagazione di onde di discontinuiti in un filo termoelastico

Supponiamo x e ) continue con le loro derivate prime, ma con disconti-
nuitd di prima specie nelle derivate seconde in un punto P di &;. Sia P* il
corrispondente punto di { di ascissa curvilinea o*. In generale o* sard fun-
zione di 7.

Sia U = ¢* la velocitd di propagazione della discontinuitd. Inoltre sia
A = [02x/006%] il vettore caratteristico della discontinuity di « attraverso P*,

Per la relazione di compatibilitd cinematica di Hugoniot-Hadamard &

o

0tx
[55:1=—UA, [321= U

Dalla equazione (3.7)

(4.1) U A—VA=0,

essendo il secondo membro di (3.7) continuo.

Sia A? = [929/8¢%] lo scalare caratvteristicq della discontinuitd di 9 attra-

verso P¥, '
Per la relazione di compatibilitdh cinematica di Hugoniot-Hadamard &

92 0%
(5751 =—U4% [55]1=Uan

Allora da (3.8)

(4.2) ;—oq‘so/l" [T (—-Q"z gy — 91 4] (8- 4) .

]
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(4.1) insieme a (4.2)

(A —V)A =
(4.3)
1 & 1
=g, A= [U(Z — &) — = §:1(t-A);
Qoqva [ (Qo d2) o 4] (t-A)

a (4.3), segue che det (U2A — V) = 0 ovvero

(4.4) U= J— oppure (4.5) U= 2 .
00 A

Nel primo caso /A deve essere parallelo a x; (o che ¢ lo stesso a t). Nel
secondo caso /A & ortogonale a xs. Si hanno cosi nel primo caso, onde longi-

tudinali meccaniche con velocitd di propagazione U = \/(o*c;,/go).
Lo scalare caratteristico delle onde termiche

(4.6) Ar = ——[ 22 (6 — 0082) — 2] IA|
qi‘)o' 0
& proporzionale al modulo del vettore caratteristico dell’onda meceanica.
Nel secondo caso si hanno onde trasversali puramente meccaniche con
velocita, U =V &/g, 1.

Osservazione. Si potrebbe pensare che un legame piu complesso di
(4.6) tra A e A? si possa ottenere in ipotesi meno restrittive sulla eontinuita
delle derivate prime di 9. Si dimostra tuttavia che se il materiale & conduttore
definito (ovvero 2¢/00s > 0), [0s]= 0 (?).-

Innanzi tutto, si applichi la formula di Kotchine al bilancio dell’energia

(4.7) U[oo{x] - U[008]~[Q]+[S x].

Nelle 11)0‘5(331 in cu el sié postl [19] =0, [ax/aa] = 0 (qumd1 [/l] = O) [x] = 0,
[oo] = 05 [e] = 0, [«] = 0, essendo &,.« funzioni regolari di 4, &, o. Quindi
da (4.7) [¢g]=0.

Dimostriamo che se [g]= 0, necessariamente [#s] = 0. Poiché ¢ & una
funzione € dei suoi argomenti

4] = ¢+ — ¢~ = (d;*) — q(J,")
= (B, + [9]) — a@,) -

(3) Un teorema generale & stato dimostrato da Colemzm" e Gurtin [1].
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Consideriamo la funzione g = ()
o) =@, +y)—ad;),  @0)=0.

Se per assurdo [Js] 52 0 per y= [J:] = 0, ¢([Js])= 0. Allora, per il teorema
di Rolle, esiste & 0<&<[Js] (oppure [Js]<&<0) tale che ¢'(£)
= ag/az)gl,,rg = 0, in contrasto con l'ipotesi che ¢ sia una funzione stretta-
mente monotona di J,.

5 - Piccoli moti attorno ad una configurazione di equilibrio

Supponiamo r configurazione di equilibrio, assegnata, sotto un sistema
di forze bp, av= 0o(0P[0) |,y 5=s» So= T, con a,, T funzioni assegnate di g,
soddisfacenti I’equazione

ﬁ,{_bk_mo

Si cercano soluzioni del sistema (3.3), (3.10) del tipo

u=u(g, 1; &) =u, &, ‘520(07 75 &) =Vp -+ 0:.&

con £ conveniente parametro che misura la piccolezza della deformaszione.
In questa ipotesi

o0s ou au .
lza_o,=\/1+2T +ao‘ %‘,—1+TU1§-—1+11§, 8;0"{“5’157“
dove 9s,/00 = A;. Inoltre

1 au aul

(5.1) t=-(+T)=T+ui  con b= —hT.

Da (5.1), moltiplicando scalarmente ambo i membri per t otteniamo

A= %u kt—{—Tt

Sostituendo a A, du/do, t le rispettive espressioni linearizzate

Zozl, }.1:('5'—+t1)'T.
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Si osservi che, essendo ¢ di modulo unitario,

t,-T=0, percio Xlz%l?-T.
Poniamo o = a, + o, & Allora
ou, »
S~“t—“oT+[“o('—”‘ 1)+ oy TIE .

Sia inoltre b == b b, & Allora Pequazione (2.4)' ha come. approssimazione
al primo ordine

. 0 Ju, ou,
Quu1=b1+é;‘{(xo[—a—0"—— (E}j T)T]+M1T}

Ricordiamo che o = p,(9¢%/04) & una funzione di & tramite 4 e . Allora

aﬁ a:,A
o = @"‘a}f)}: {00 o1 = 0o (a;f l(1, 92, 0) ld—wa; [, 92,00 D) -

Supponiamo che, come suggerito dall’esperienza, o sia una funzione cre-
scente di 4

0%
(5.2) k = k(o) == 905% om0 >0,

e che o sia una funzione decrescente della temperatura

o

%3537 la, om0 <O.

(5.3) v =w(0):=

I’equazione dei piccoli moti diviene

{ o,

ou,
(5.4) Qoiis = by == {0 52+ (k— ) (52 - T) T 499, T} .

Troviamo la linearizzazione dell’equazione del calore (3.10).

Sia ¢ = — p#(92/00*) il calore specifico per unitd di lunghezza. Si suppone
¢>0. Sia 9,=9, h=~hd—1>,0,1)="hE dove h,= ohj/o(®d— 3, le, @
= — a,. Per le ipotesi fatte su A, a risulta non negativo. Supponiamo inol-
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tre, secondo Iipotesi classica, ¢ = y(29/20), y = y(e, ) > 0. Allora
_ ) %y
(5.5) (=q0:7) =nmE=yi5=&,  y>0.

In prima approssimazione il problema diviene

. ] 0
g, =b; + {050 ul —“o)(ﬁl;:—l'T) T4 v9,T},
(5.6)
0%y o o0
19 ara "T+e “‘“W‘%‘f‘é‘&%‘a;’

con le opportune approssimazioni lineari delle condizioni iniziali e al contorno.
(5.6) costituisce un sistema di equazioni lineari in wu, e 9.

Osservazione. Sia Q il tensore simmetrico: Q= a1 + (k— o) TRT;
Q & definito posmvo Infatti nel riferimento {X; T, N, B} della tangente,
normale e binormale a {, in X

VeV  z-Qz =k 4 ap(e? +22) >0

Supponiamo T = cost, v, «, costanti, forze di massa nulle. Proiettando I’equa-
zione (5.6) secondo un vettore IV, IV 1 T, la componente trasversale del moto Uy
secondo IV soddisfa Vequazione

0%y
Qo‘u/l\r———do a rekd

Tale equazione, che non coinvolge la temperatura, & 'equazione delle onde
di d’Alembert con velocitd v = Vv «,/0,, in accordo con (4.5) (1 =1 trattan-
dosi di piceoli moti attorno alla configurazione di riferimento). ;

Proiettando (5.6); secondo la tangente, la componente longitudinale del
moto u secondo T deve soddisfare il sistema.

02 Uy o
0oty = kg ——— 90" +v ao'

02 Uy . 0%
—d 81:8<r+ 8r =—ad +”aa2
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Per quanto riguarda quindi la componente longitudinale del moto, se v = 0
le equazioni del sistema (i) sone accoppiate. Nel caso » = 0, cioé nel caso in
cui gli sforzi siano indipendenti dalla temperatura, ritroviamo l'equazione
delle onde di D’Alembert con velocitdh v = 4/k[p,, in accordo con (4.4) dove
= o ICR .

Nel caso » < 0 cerchiamo una soluzione di (i) del tipo

u = U exp [i{wt — pa)], ? = O exp [i(wr — po)],

con U, O costanti reali, w costante reale, p costante complessa.
Le soluzioni cercate debbono soddisfare il sistema

— 0o Uw?=— Ip* U — ipBOy — Fppl 4 cBiv = — a@ — y,p* O,
ovvero
(i)  (kp®— 0o U ;- ipyO =0, — FpvpwlU - (icw 4 a -+ pp2) @ = 0.
Affinche (ii) abbia soluzioni @, U non nulle & necessario che

kp?— gow? ipy .
(iif) det =0
— dpypow oo -+ @ - yp*

equazione (di dispersione) biquadratica in p e di terzo in w che consente di
determinare p in funzione di w (o viceversa).

{(a) Cerchiamo una soluzione del’equazione di dispersione con w e p reali
(ovvero indaghiamo sulla possibilitd di onde sinusoidali persistenti nello spazio
e nel tempo con velocitdh w/p e pulsazione reale w).

(iv) (6 + vop®)(kp?— g 0?) = 0, ‘ wle(kp? — gow?) + Frvp?] =0

Dalla prima equazione kp®= g,w? da cui p = 4+ 0+V/g,/k. Dalla seconda
Ppvip?=0, da cui p = 0. ‘
Una soluzione ¢ dunque p =0, w =0, quindi % e & costanti.

(b) Cerchiamo una soluzione dell’equazione di dispersione con » imma-
ginario puro e w reale (ovvero indaghiamo sulla possibilitd di propagazione
di onde con dissipazione spaziale di tipo esponenziale di coefficiente Im p,
pulsazione reale w).
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Poniamo p = 5i, we R
(vil) (& — po@)(— k7% — gow?) =0, wle(— kat— gyw?) — Fpr?n] =0,

da eui w =0, 7= - +Vafy,. Si hanno dunque onde diffusive.

(¢) Se w é reale e p complesso (Rep =0, Im p < 0) 'onda si propaga
con velocithd w/Re p, ha pulsazione reale w e dissipazione di tipo spaziale con
coefficiente Im p.

In questo caso l'equazione di dispersione diventa

5

Q€ o
Ey, Q@ ky, 0.

) P —iw®

Per » = 0, 'equazione di dispersione ha le seguenti soluzioni

a w
5.8 =4 [—Z—de=
(5.8) P Ve 7

ovvero ha per soluzione un’onda puramente termica, oppure

PZI}:(U‘/%:

ovvero un’onda puramente meccanica con velocitd v/k/g,.
Studiamo il comportamento asintotico delle soluzioni di (5.7). Per w — 0

‘p~>ii\/§, oppure p —0,
[1]

(confronta con il caso (a) e (b)).
Per @ = oo, p -

p:’i\/—oa) oppure p~ 4+ —ﬁ—}—&f—ic—w.
k Yo QoY Yo

consistente con (5.8).

Appéndice

11 sistema (5.6), con le assegnate condizioni iniziali e al contorno, ammette,
se esiste, una unica soluzione.
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Per la linearith delle equazioni & sufficiente considerare una- soluzione
(ﬁ, B) di (5.6) corrispondente a dati iniziali e al contorno nulli e dimostrare
che u=0 e 9 =0. ’

Per tale soluzione, moltiplicando la prima di (5.6) scalarmente per # e
integrando tra 0 o L ‘

[Q + viT]do

Fosoa Za 0
Jowude= [u-
0 [ a

ovvero

mva='w§+ﬁﬂv ' La @21 a0

[SR

d <
dr of
Il primo termine a secondo membro si annulla e per la simmetria di @

L oin 4
dO’} 0 ‘é‘*& "l?TdG' .

w 5u

22

@ty
DO et
QD

d 1 A
(A1) d—r{of 50lu]*do+

Analogamente, moltiplicando per 9 la seconda di (5.6) e integrando tra 0 e L

a

_of,g,,% ng,__f Lo 1919@__[ %ﬁﬁda—l—j%%(%%ﬁ) do

= 119 cg] dedo — iojll[aﬁz—%-yo(%é)’-’dg
775 1

_ 97;;& fzcoz‘;*?da——gl; 0f[a52+y,, %‘3 )2 do

Sostituendo in (A.1)

d .1 =~ A o 1
(A.2) 61?{5 (Oolul“ra Q +co j2) do} = — 5

Sia B(r) la funzione in parventesi graffa, F(z)>0 V1.
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Il secondo membro di (A.2) risulta non positivo, per cui (d/dz)E(r)<0.

B(r) & dunque una funzione decrescente di 7z, nulla per 7 = 0.

Risulta allora F(r)<0 per 7e€[0,7), dunque F(r) =0, da cui =0,
it =0 su [0, L]x[0, %), ovvero § =0, u = 0.
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