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FRANCESCA ROLANDI (¥)

Su una disequazione relativa al moto

di un fluido di Bingham (**)

1 - Come & noto, la maggiore difficoltd che si incontra nello studio del
moto turbolento di un fluido, Newtoniano ¢ non, consiste nel fatto che non é
ancora stato possibile dimostrare, se si esclude il caso di moto piano, un teo
rema di esistenza ed unicita in grande per la soluzione del classico problema,
misto di Cauchy-Dirvichlet. Questa circostanza, non essendo giustificata fisi-
camente, deve essere imputata o alla inadeguatezza degli strumenti matema-
tici utilizzati, o al fatto che il modello matematico adottato non deserive in
modo adeguato il fenomeno fisico in esame. Qualora si accetti la seconda ipo-
tesi, va innanzi tutto osservato che le equazioni, che sono assunte governare
il moto del fluido, non sono relativistiche ¢ quindi perdono di significato se
la velocita « (1) del fluido diventa paragonabile a quella ¢ della luce; a maggior
ragione deve esscre verificata la condizione

(1.1) lu|<e.

Benche la (1.1) venga assunta nella deduzione delle equazioni idrodinamiche,
a posteriori essa non & pin necessariamente soddisfatta in quanto, in tali equa-
zioni, la velocita pud, a priori, assumere un valore qualunque. Diventa percid
naturale imporre alla soluzione del problema considerato di verificare la
condizione (1.1); dal punto di vista matematico, ¢io si traduce nel sostituire

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Facoltd di Ingegneria del Politecnico, Via
Bonardi 9, 20133 Milano, Italy.
(**) Lavoro escguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 15-1X-1980.
(*) Qui e nel seguito, dal momento che ¢id non porta ad ambiguitd, useremo le
stesse notazioni per indicare vettori e scalari.
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alle equazioni delle disequazioni variazionali e nel richiedere che « appartenga
ad un eonvesso di un opportuno spazio funzionale.

Adottando tale punto di vista, G. Prouse in un recente lavoro [3], ha asso-
ciato alle equazioni di Navier-Stokes un sistema di disequazioni variazionali
ed ha dimostrato che, per tale sistema, & ben posto, in grande, il problema
misto di Cauchy-Dirichlet, qualungue sia il numero di dimensioni, sia per
soluzioni forti che per soluzioni deboli. Inoltre ha mostrato che se
risulta |u|<e <<e¢ per 0<i<i, allora, in tale intervallo di tempo, le disequa-
zioni si riducono alle equazioni; per > % la soluzione delle disequazioni non
soddisfa pitt necessariamente le equazioni che, d’altronde, perdono di signi-
ficato fisico essendo ivi il moto relativistico.

In questa nota si generalizzano i risultati ottenuti in [3]; partendo infatti
dall’ipotesi che debba essere verificata la condizione (1.1), si studia il moto
di un fluido di Bingham e si mostra poi che dalle disequazioni ad esso asso-
ciate si ottengono, al limite, le disequazioni di Navier-Stokes.

2 - Sia 2 c R™ un aperto limitato di frontiera I’ che, per semplicitd, sup-
porremo di clagse €5 in 2 scorra un fluido di Bingham il cui moto, supposta
la densitd unitaria, ¢ retto dalle equazioni (2)

o, ou; 0 op
ﬁ—}—uié}é—a—%o—iﬁ“ fr—é;@,
(2.1) (4,5 =1,..,m),
ou;
om; %,

ove: o= 2u — (g/D(n))(Dy(u)) se Dy(u) =0, tobo’<g? se Dy(u)=0, ¢ si
& posto Dy;(u) = (0ufow; 4+ ou,fow,), Diu) = §Di;(w)Dy(w). 1 == {Uy, ..., Wy},
P, 4y g, sono, nell’ordine, la velocita, la pressione, la viscosita e la soglia di
plasticita del fluido.

Per maggiori dettagli si rimanda a [1], cap. 6.

Alle equazioni (2.1) associamo le seguenti condizioni al contorno

(2.2) w(w, 1) = 0 ael, 0<t<T,

(*) Si sono omessi i simboli di sommatoria convenendo di sommare rispetto agli
indici ripetuti.
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traducenti la teoria dello strato limite, e iniziali
(2.3) u(@w, 0) = uy(x) zef.

Come ¢ noto, Duvaut e Lions hanno dato in [1] al problema (2.1), (2.2),
(2.3) una formulazione variazionale ed hanno dimostrato Vesistenza di una
soluzione debole nel caso m-dimensionale; se poi m<2, tale soluzione &
unica e pud essere regolarizzata.

Le disequazioni variazionali relative a un fluido di Bingham sono poi state
studiate da vari autori (si vedano, ad esempio, [1], [4], [3]; e la bibliografia
ivi citata) senza riuscive, tuttavia, a dare un teorema di unicith nel caso
generale.

Basandoci sulle considerazioni fisiche esposte in 1, noi associeremo al pro-
blema (2.1), (2.2), (2.3) la condizione (1.1); in tal modo saremo in grado di
dimostrare che il nuovo problema ammette una e una sola soluzione, che verry
definita fra poco.

Introduciamo ora le notazioni che useremo in seguito:

N = {vlve (2(2)", divo =0},
Ne = chiusura di A" in (H(Q))™: (w, v)ye = (;, v)zo ,
(N°)'= duale di No: (-,-> duality fra Nl.e (N?),

K = {v|velN,; |v|<e g.0. in 2}, K & ovviamente un insieme chiuso con-
vesso di N°,

[+]

K = interno di K,
a/('u, 'v) = 2 j‘.Du(QL)D”'('U) duQ )
2
b(u, v, w) = fu Qz)—"fw a0
[t ] "‘Q iamj i ’
jw) =2 [ D (v)2dQ .
o
- Osserviamo che, tenendo presente I'ultima equazione delle (2.1) e la (2.2),
risulta ‘ ‘
(2.4) b(u, v, w) = — blu, w, v}, bu, uy u) =0,

(2.5) a(uw, v) =— {du, v>, alu, u) = lluﬁfv1 u,ve N, -

13
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Premesso cid, diremo che u(t) = {u(x, 1), x € 2} ¢ soluzione del problema
(2.1), (2.2), (2.3), (1.1) se

(1) w(t) e L0, T'; N1 K)n L~(0, T'; N°),
(i1} u(t) soddisfa q.o. in (0, T') la disequazione (?),
(2.6) {0, 0— w0+ palu, v — u)+ blat, w, v) + gj(o) — gi(w) — <f, vy} ds

> o) — u(t) |3 — $]0(0) — u(,{]i,n Yoe L¥0, T; N*n K), »'(t)e L¥0, T; N°).

Per quanto riguarda la giustificazione (formale) della formulazione varia-
ziona'e adottata, rimandiamo ad [1]; si fa solo presente che, nel nostro caso,
bisognera in pin supporre che u e K.

In 3 e 4 dimostreremo i seguenti teoremi.

Teorema 1. Se f(¢)e L0, T; (NY)) e u,€ K, esiste almeno wuna fun-
zione u(t) soddisfacente le (i), (ii).

Teorema 2. La soluzione definita dal Teorema 1 ¢ wunica.
Infine in 5 daremo un risultato di regolarita.

3 — Dimostriamo ora il Teorema 1 facendo uso del metodo di penalizza-
zione. Sia {h;} una base di N¢, s> m/2, tale che

(h“ 'U,‘)Na == Ai(h,-, ’U,-)Nu VW € _Ns, (h,’, h,’)Na - (3“' »
¢ poniamo u,(t) = 2 ota(t) ;.
=1
Approssimiamo poi j(u) mediante il funzionale
2

] — (1+1/n)/2 .
Ga(2) Trim Qf (Dir(u))at 40 ;

(®) Qui e nel seguito, per semplicitd, verrd sottointesa la dipendenza da ¢ quando
¢id non porta ad ambiguiti. o
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Jalu) & differenziabile e risulta

(3.1) o)y > = (D))" D) Dyy(0) AQ .
I?)

Detto Py Poperatore di proiezione su K, sia
(3.2) Bw) = v— Pxo

un operatore di penalizzazione relativo a K (cfr. [3],, cap. 3).
Consideriamo ora il sistema di equazioni differenziali ordinarie

(8:3)  (u(t) + nB(wn())), Bi)yo + pa(ttn(t), B) + b(walt), wa(t), )
+ g<j,,,(“n(t))7 hiy= <f(t), hi>1

cui si associano le condizioni iniziali
(3.4) Ua(0) = 2y, , Uon € [Ryy ooy Ra], Ugn —> Uy in NO

Come & noto, il problema (3.3), (3.4) ammette una e una sola soluzione
in [0,1], 2<T. Le stime a priori, che ora dedurremo, ci permetteranno, tra
Paltro, di affermare che i = 7.

Moltiplichiamo le (3.3) per w«;,(f), sommiamo e integriamo fra 0 e ¢; ricor-

dando le (2.4), (2.5), (3.1) e sfruttando la monotonia di Be j,',, si ottengono,
con semplici passaggi, le seguenti stime a priori:

T
(3.5) lun(®) 5 < My J w0k dt< M, ,
o

T
(3.6) nf(B(tn)y Un) yo A< My,

1]
(3.1 ”.7'1'1(%1) ”L’(o,T; < My,

Fd

(3.8) J10(ny 1,y v) | At < B, ”"’Uﬁ(o,r; ¥ Yoe L¥0, T; N9).

0

Tnoltre, ricordando la (3.2) ed osservando che Blwa) 7 0 se |u,| > ¢, dalla
(3.6) si deduce che

Mysaf J1B)] 10,49 @t > of fu]fun)|d2 4,
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ossia. che
(3.9) 1B | srgo,0. 2y < M -

Osserviamo ora che, per le (3.5), dalla successione {u,} & possibile estrarre
una sottosuccessione, detta ancora {u.}, tale che, per n — oo, risulti

u, — 4 nella topologia debole di L*0, T'; NY),

(3.10)
u, — % nella topologia debole* di L*(0, T'; N°).

Dalla (3.6), poi, sfruttando la monotonia e l'emicontinuitd di B, si ottiene,
usando un classico procedimento (cfr. [3],, cap. 3), che

(3.11) utye X q.o. in (0, T).

Diamo ora una stima su u;(t). A tal fine, sia @) = z y:(t)h; un’arbitraria
n i=1
funzione di H)(0, T'; N°) e poniamo @,(t) = > y«(t)k;. Moltiplicando le (3.3) per
i=1

y:(t), sommando e integrando, si ottiene, ricordando le (3.5), (3.7), (3.8), (3.9) (*)

T

f ]k('”';y ‘P)N“I at = .f l("‘n; ‘pﬂ)zv"l di< M, ”‘pn ”L‘X’(O,T; 109) + ﬂM‘z”‘P" ”L'(O,T; N
) o

0
+ JIS ”‘Pﬂ HL’(O,T; N + g-ZVIA “‘pﬂ“L’(o,T; &) + Hf”lﬁ(o,r; (x)") ”(p" ”L’(O,T; Nt

<M, “‘Pn”lzua-rﬁe (;] 7 79 <M, “‘P”Hx/z+e o wh
1] s 0 e

Ne segue che [, (8)] y-1/0—c (o 7, oy <M+ € quindi che

(2.12) a0 ]| 112 0,25 vy 0 220,25 3y < M -

Poiché 'immersione di H*7°(0, I'; (N*)') N L*0, T'; N1) in L*0, T'; L?) & com-
pletamente continua, dalla (3.12) segue che

(3.13) Uy —> U q.0. in @x(0,7T).

(%) Si osservi infatti che, V0 < e<1/2, se s>m/2 allora HY2+5(0, T'; N*) c L™(0, T; L%).
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Sia ora v(¢) una qualungue funzione tale che

(3.14)  o(t)eLx0, T; N°NK), o'()eL0, T; N°), v@::%gﬁmh

by
Posto v,(f) = 3 0.(t) h;y per p>7P abbastanza grande, si ha, evidentemente

che »,<e. =1

Sia poi d; = g; se i<p, 6, =0 se 1> p; scelto n>p, moltiplichiamo le
(3.3) per 0.(t) — a;(t), sommiamo, integriamo fra 0 e ¢. Tenendo presente la
monotonia di f e la convessitd di w —j(w), si ofticne

(3.15) Jf{(v;9 Uy~ Un)yo +#“(un, ;) + b(Un, Uny Vo) + gin(vy) — <f; Vyp— ’26,,>} ds

1]

= f {IL‘“(“M ’”’n) + gjn(un)} ds + 21'”7)11@) - un(t) ”fv""‘ %”’U,, (O) — Uon ”i" .

Sia ora ¢(f) una qualunque funzione € 0°([0, T1), @(t)>0, Vie[0, T1; ricor-
dando le (3.10), (3.13) e osservando che (cfr. [1], cap. 6)

13 t
liminf [ {pa(u., %) + gj.(v.)} ds> [ {ua(u, w) -+ gj(w)} ds
[} o
dalla (3.15) segue, facendo tendere n — oo,

(316) (1)t [ (0], 0, w)yo+ palty 05— 1) - blat, 2, 9,) L gj(0,) — gi(a)

- <f7 Vp— 'u’>} ds
> [o(t) Ae[310,(8) — w(t) 30— §04(0) — wo] 3] -

Passando ora al limite per p — oo nella (3.16), si trova che #(t) soddisfa q.o.
Yie (0, 7) 1a (2.6) Vo(t) definita dalla (3.14) e quindi, essendo L0, T'; N+)
denso in L0, T'; N1), & verificata la (ii).

Il Teorema 1 & cosi completamente dimostrato.

4 — Dimostriamo ora il Teorema 2. Siano %; ¢ 4, due eventuali soluzioni
¢ poniamo w = i(u ;). Sia poi w, definita da
2 1

ew, + we = w, w(0) = 1, 5
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{we} & una successione regolarizzante associata a w; & percid lecito,

nella (3.3), scritta per u, e u,, prendere v = w, (cfr. [3], cap. 2). Sommando
t

le due disequazioni, tenendo presente che f(wé, wWe — W), As<0 e passando

o
al limite per & — 0, si ottiene, ricordando la convessityh di » — j(»),

w1) § s s @5 + Bl — w2,

t
< {b(uz_ Uy Up— Uy, Us) + DUy, Upg— g, Uy~ uz.)} ds.
0
Poiché, per le (3.5), (3.11), risulta

i
J{I0(ua— gy Us— Uy, ) |+ | B2y, Uy— 0y, Us— 4,) |} ds
1]

t
<M, | e~ wyll o tta— Wy o ds
0

la (4.1) implica che u; = #,.
L’unicita della soluzione & cosi provata. Con procedimento analogo si dimo-
stra la dipendenza continua di «(f) dai dati.

5 — In questo paragrafo dimostreremo che se i dati del problema consi-
derato sono pit regolari anche la soluzione lo &; precisamente vale il
seguente teorema.

Teorema 3. Se f(t)e L300, I'; N°, u,e KN N, allora la soluzione defi-
nita .dal Teorema 1 wverifica la condizione

{6.1) Au(t) € L0, I'; N°) ..
Incominciamo a considerare il seguente problema: si cerca una 4i(t) tale che
(i)’ () e L0, T; Noyn L0, T'; NN K), Ad(t) e L¥0, T; N°),
(i)’ 4(t) soddisfa la disequ@zione
¢

(3:2)  [{0', 0~ @)y pa(@, v— @) + gj(v) — gi(@) — (F, v— @)} ds

o

> 30() — G0 30— 2(0) — wolZs  Yo(t) € L0, T; N* N X), v'(t) e L0, T'5 N°).

Se f(t) € L#0, T; N°), il problema precedente ammette una e una sola solu-
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zione. Infatti, siano {h;} e {1} rispettivamente le autofunzioni e gli autovalori
di 4 soddisfacenti le relazioni

(hs, P = Al by, P)yo V‘P ENT, (hi" Bj)yo == 04 .

Per le ipotesi fatte su 2, si ha allora che h;e N* (s > m/2) (%)

Ripetendo il procedimento usato in 3 e 4, si dimostra allora che esiste una
e una sola 4% soddisfacente le (5.2) e la (i); rimane da provare che % soddisfa
la (5.1). u

A tale scopo, posto @, = > o;.(f) h;, consideriamo il sistema di equazioni
=1
differenziali ordinarie associato alla (5.2)

(5.3) (@ — p A+ nBliE) — J, B e + g<GL(T), B> = 0.

Moltiplicando le (5.3) per — A,0;,(t), sommando e integrando si ottiene

(B4) @02+ [ — (0B(iLs) — F, A8iy) yo— {GL(T0,), AL} ds

2
.L“'l .

= 3[@a(0)

Osserviamo che, per la monotonia di j, e f, si ha (%) — {j.(&%), A, >0,
— (B(@,), Ail,)y0>0. Tenendo conto di tali disuguaglianze nella (5.4), ne segue
che [|A%a(t)] 2o, 1, yoy< My € quindi che Ad(t) € L*0, T; N°). I cosi provata la
esistenza della soluzione del problema (i), (ii)’. :

Dimostriamo ora il Teorema 3. Notiamo che, se u & soluzione del pro-
blema (i), (ii), allora

(5.5) b(u, u, v) = (Bu, v),. Yoe N°;

& percid lecito porre nella (5.2) (f, v — Wyo = (fy ¥ — @)y + b{w, %, v — ). Ri-
petendo allora il procedimento usato per.dimostrarc il Teorema 2, si ottienc
che u = 4%; di conseguenza, la (5.1) & soddisfatta.

6 — Mostriamo ora che i fluidi Newtoniani possono essere considerati come
limiti dei fluidi di Bingham.

(°) Si noti che I'ipotesi fatta su I" pud essere indebolita; basta infatti richiedere
una regolaritd sufficiente a garantire che h,e N®.
(°) Risulta infatti (e analogamente per p)

v + b, t)) — . (v(=, ), v(@ 4+ h, 1) — v(z, H>=0. ¥
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Sia u,(f) la soluzione definita dal Teorema 1 e wu(t) e L¥0, T'; N*N K)
N L2(0, 'y Ny) la soluzione della disequazione di Navier-Stokes

14

(6.1) J{W', v— )y + palu, v— ) - bu, w, 0) — {f, v— ud} ds

=% [0() — u(®) 30— $9(0) — w03

Yo(t) € L¥0, T; N* N K), v'(t) € L*(0, T'; N°), ove K & il convesso definito in 2.
Prouse in [5] ha dimostrato Iesistenza e Punicitd di una tale u(t). In questo
paragrafo proveremo il seguente

Teorema 4. Se g0, allora wu,(f) —u(t) in L0, T; N'NK)
N L=(0, T'; N°) debole.

Infatti le stime a priori ottenute in 3 ei permettono di concludere che
1) 20,2: 30 &) 1 200(0,2; 370 < COST

7 1
Vo, ()] =172 (0,25 (v <cost,

Vg > 0, g limitata. o .

Tenendo allora presente che [ gj(ug) d¢ — 0, con ragionamenti analoghi a
0

quelli fatti in 3, dalla (2.6) (seritta per w = u,) si ottiene, facendo tendere
g —0, la (6.1).

Osservazione. Come si & detto all'inizio, se esiste un > 0 tale che
risulti, q.o. in 2x(0,1), |u]<c < ¢, allora u(t), soddisfacente le (6.1), & anche
soluzione debole delle equazioni di Navier-Stokes. Tuttavia nelle ipotesi fatte
in [5], il problema di provare I'esistenza di un tale I & ancora aperto e sembra
presentare notevoli difficoltd. Solo imponendo ai dati condizioni pitt restrit-
tive si pud ottenere qualche risultato. Infatti, se m =3 e

(6.2) € N1 (H3(R))3,

allora il problema (2.2), (2.3) associato alle equazioni di Navier-Stokes am-
mette una soluzione classica (cfr. [2]); in particolare

(6.3) u(t) € C(2x[0, T)) .
Ovviamente se %, € EC e verifica la (6.2), allora, per la (6.3) e tenendo presente

che, se u(t) seddisfa le equazioni di Navier-Stokes, allora soddisfa anche le
corrispondenti disequazioni, & garantita lesistenza di 7> 0.
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Summary

We consider an inequality connected with the motion of a Bingham fluid and we prove

an existence and wniqueness theorem in the m-dimensional case for the solution of the clas-
sical Cauchy-Dirichlet problem. We show, then, that such results generalise those obtained
by @. Prouse in the study of the motion of a Newtonian fluid.
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