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ANTONELLA FURTIOLI MARTINOLLI (*)

Teoremi di esistenza in grande delle soluzioni
di problemi di Cauchy per il sistema lineare

0z; ) 02 . e
= Zj {wa’z’:i(y) - -+ bz‘j(?/)zi} + ¢z, y) (t=1,2,..,N) (‘M()
oy 4 o

1 - Introduzione
Date le due variabili complesse @ = x; + i@,, ¥ = %, -+ iy, si ponga
Ro= {w: |o| <o}, Saye) = {y: ly— 9| < B},

Sy,a(?/o) = {?/: y<ly— 1wl < 5} ’ con 0<a,f, <+ oo e y=0.
Si tenga inoltre presente che tutte le volte che si parlera di funzione analitica
si fard riferimento alla definizione di funzione analitica secondo Weierstrass;
le funzioni analitiche che si incontreranno possono pertanto presentare delle
polidromie.

Cid premesso, si considera il seguente problema di Cauchy

0%;

A 02;
——a—:& e gg‘ {Jsaﬁ(?/) P + bi,-((l/)z,v} + ez, ),

1)

22, Y) = p2),
con le ¢ («) analitiche in un intorno del punto z = 0.

(*) Indirizzo: Istituto Matematico, Politecnico, P.za ILeonardo da Vinei 32,
20133 Milano, Italy.
(**) Ricevuto: 25-VII-1980.



136 A. FURIOLI MARTINOLLI 21

Supponiamo che le a;(y) e bi;(y) siano analitiche (non necessariamente
monodrome) in un campo 4 di ordine di connessione qualsiasi, che e, (2, ¥)
siano analitiche (non necessariamente monodrome) in Ry x 4 con « reale posi-
tivo oppure o = - oo.

Fissato e 4 e, in corrispondenza, dei rami monodromi dei coefficienti e
termini noti, si dimostra dapprima che la soluzione, analitica per il teorema
di Cauchy-Kowalewski in un intorno conveniente di (0, 7), ¢ dotata di svi-

+ o
luppo in serie di potenze del tipo #:(w, y) = >, za(y)a* dove gli zu(y) (sod-
Q9
disfacendo un sistema lineare ordinario i cui coefficienti dipendono da %, a;(y),
b:s(y), 0%e,(0, y)[ow*) sono analitici in tutto il campo A di analiticitd di a;(y),
bis(y)y 9%ei(0, y)) [ow".

Utilizzando il metodo delle funzioni maggioranti si riesce, in un secondo
tempo, a prolungare analiticamente tale soluzione; nell’ipotesi che ¢ dati siano
trascendenti intere ¢ che i termint noti ¢;(x, y) sieno analitici in Reo X A si riesce
ad effettuare tale prolungamento analitico in tutto il campo di analiticitd del coef-
ficienti e termini noti del sistema lineare assegnato; nell’ipotesi invece che i dati
siano analitici in Ry con o reale positivo arbitrario ed i termini noti analitici
in Bax.A4, il risultato oftenuto é pil limitato poiché si dimostra Panaliticita
della soluzione in ogni campo R ., x A" dove 4’ & un qualsiasi campo limitato
strettamente contenuto in 4 ed «(4’) ¢ un conveniente numero reale positivo,
che dipende da A’.

Considerato infine un problema singolare di Cauchy del tipo

oz & 02; .
‘5‘7*/ = ;i {.zafj(g/) oz -+ bx‘i(y)zi} —+ ez, y)

240, 9) = vi{y),

si d& una condizione necessaria per Pesistenza di soluzioni, condizione che si
dimostra essere anche sufficiente per D'esistenza di infinite soluzioni analitiche
in ReoXA e di infinite soluzioni analitiche in campi R, x4’ del tipo sopra
precisato, a seconda dei casi.

Si ricorda che in due lavori precedenti (cfr. [1]1,2) era stata dimostrata
per due diverse classi di equazioni differenziali a derivate parziali del secondo
ordine, la possibilita di prolungare analiticamente la soluzione di un problema
di Cauchy ben posto nell’intorno di un punto singolare per 'equazione stessa;
tale risultato era stato ottenuto in entrambi i casi come conseguenza di teoremi
di rappresentazione delle soluzioni, teoremi ottenuti in base alla teoria delle
equazioni ordinarie di Fuchs e della equazione ipergeometrica.

Nella Osservazione 2 si dimostra come le equazioni precedentemente stu-
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diate rientrano .come casi particolari nel sistema ora considerato; anche i risul-
tati allora ottenuti per quanto riguarda il prolungamento zmahtmo delle solu-
zioni sono contenuti nei risultati pilt generali ora conseguiti ed inolire cssi
sono estensibili e generalizzabili ad una pilt vasta classe di equazioni a derivate
parziali dotate ‘di punti singolari. Problemi analoghi sono stati studiati da
M. L. Ricei (cfr. [8]) e J. Kajiwara (cfr. [2]125.05)-

La prima considera una equazione differenziale a derivate parziali del se-
condo ordine a coefficienti funzioni della sola y, analitici ¢ monodromi in un
campo del tipo {0 < |y|<<f} e dotati di un polo in 7 = 0; essa di un teo-
rema di esistenza e unicitd per la soluzione di un problema singolave di Cauchy,
che risulta analitica e quasi periodica rispetto ad « in un campo J,xxS
= {o: [Ima|<e 0 <|y|<p}.

I1 secondo considera equazioni e sistemi lineari (ai tipo diverso dal siste
ma (1)) i cui coefficienti, presentando dei poli, sono essi pure analitici e mono-
dromi in un campo non semplicemente connesso ed otticne tecoremi di esi-
sbenza in piccolo e in grande di soluzioni analitiche nelP’intorno di tali poli.

I risultati ottenuti sono precisati nei seguenti teoremi.

Teorema 1.
Ipotesi. (I) ai(y), bu(y) (4§ = 1, 2, ..., N) siano analitiche nel Campo con-
nesso A di ordine di connesszonﬂ qualsmsz edm, y) (1=1, 2, ..., N) siano analitiche

n BoxA. (II) @z zk @t (1=1,2, , N) stano analitiche in R

Tesi. Dato il py oblema di Gauchy (1) con §e A, la soluzione é analitica in
tutto tl campo R X A.

Teorema 2.
Ipotesi. (1) as;(y), bis(y) (4, j=1, 2, ..., N) siano analitiche nel CAMPO CONNESSO
A, di ordine di connessione qualsiasi; ¢; (w, J) (¢==1,2, ..., N)siano ana litiche in

Bax 4 con o reale positivo. (I1) @z quokm“ 1=1,2,..., N) siano enali-
tiche in Rs.

Tesi. Dato il problema di Cauchy (1) con §j e A, la soluzione é analitica in
ognt campo R, . xA', dove A" & un arbitrario campo limitato tale che A' C 4
g 74 5(4") 3 74
cd a(A') un conveniente numero reale positivo, dipendente da A'.

Teorema: 3.-

Ipotesi. a;(y), bu(y) (4,5 =1, 2, ..., N) siano analitiche nel campo connesso
A, di ordine di conmmessione qualszasz, ez, y) (1=1,2,.., N) stano analiti-
che in Ry xA.

10
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Tesi. Il problema singolare di Cauchy (2) non ammette soluzioni se le p,(y)
(t=1, 2, .., N) non soddisfano al sistema lineare ordinario

@) v(y) = 2 bu(y) wily) + €0, ¥) (i=1,2,.., N).

Supponiamo ora che le p,(y) soddisfino al sistema (3). In questo caso si possono
assegnare in modo largamente (ma non del tutio) arbitrario i valori z/w, )
= @(z). Si oltengono in corrispondenza infinite soluzioni analitiche in Rwpx A
se @ = 1 oo ¢ le @,(x) sono trascendenti inlere; se invece o € finito oppure le
@(x) non sono trascendenti intere si ottengono infinite soluzioni analitiche in ogni
campo del tipo R, x A’ dove A’ é un arbitrario campo limitato tale che AcA
ed ofA’) & un conveniente numero reale positivo, dipendente da A’.

Osservazione 1. Dai Teoremi 1 e 2 discendono, come casi particolari
che conviene mettere in evidenza, i seguenti corollari.

Corollario 1.

Ipotesi. (I) au(y), bus(y) (4,5 = 1,2, ..., N) siano analitiche in S, 5(0) con f
reale positivo oppure B = + oo; ¢i(x, ) (= 1,2,.., N) siano analitiche in
+ o
R X 85,60). (II) @ufw) = Jx@ua® (i=1,2,..., N) siano analitiche in Re.
[}
Tesi. Dato il problema di Cauchy (1) con € Sy 5(0), la soluzione é analitica
in tutto il campo R XS, 6(0).

Corollario 2.

Ipotesi. (I) ai;(y), buily) (4,5 =1,2,.., N) siano analitiche in S, (0) con f
reale positivo oppure f = + oo; cl@, ¥) (t=1,2,.., N) siano analitiche in

4o
R x 8,,5(0) con « reale positivo. (1I) @,x)= Sepat (1=1,2,..., N) siano
analitiche in Ra. o

\

Tesi. Dato il problema di Cauchy (1) con j € 8, 5(0), la soluzione ¢ anali-
tica in ogni campo del tipo R, 5% 8, 4(0), dove y >0 ¢ 6 < sono arbitrari ed
a(y, 6) & un numero reale positivo conveniente che dipende da y € 4.

Osservazione 2. In[l],, vengono dimostrati teoremi di prolungamento
analitico della soluzione di un problema di Cauchy nell’intorno dei relativi
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punti singolari, per le seguenti equazioni
4) YRy + Y2, -+ 2 = yate,,,
(3) Yy —1Dzy + [+ B+ 1)y —yla, + oz = late,, + uaz, + vz .
T immediato verificare che, posto z(z, y) = 2(x, y), 2z, y) = xe.(w, ),

(@, ¥) = z,(@, y), le equazioni (4) e (5) equivalgono ai seguenti sistemi lineari
che sono del tipo (1):

0%, 0 02, — 0%,
oy %7 oy " oz
Oy @0z, 1 1 1

= 2—= 2,

oy gt Ty Ty

O . _29_z2 - waz,,
oy ¥’ oy ox
Oy 1 0z

W =0 {1 “a?i« + (v —af)at(p — Nz [y— (a+p+1)ylz} .

I risultati allora ottenuti per quanto riguarda problemi di Cauchy del
tipo (1) con dati analitici in R, sono completamente contenuti nel Teorema 1
¢ Corollario 1.

Se invece i dati sono analitici in Rs, in [1]s,» si ottengono teoremi di pro-
lungamento nell’intorno della singolaritd che migliorano il risultato del Corol-
lario 2 poiché permettono di giungere a prolungare analiticamente la soluzione
a tutto un campo del tipo R, x8,50) e a mettere in evidenza un significa-
tivo legame fra i raggi «' e 6.

Il Teorema 2 nella forma piti generale costituisce invece, anche per le equa-
zioni (4) e (5), un risultato nuovo, non contenuto nei lavori citati.

Anche il Teorema 3 si applica alle equazioni (4) e (5) ottenendo per la (4)
il seguente risultato che non & contenuto in [1],.

Teorema. Dato per la (4) un problema singolare di Cauchy del tipo
“0,9) =y), 20,9 =),
¢sso. non ammelte soluzione se p(y) e y(y) non sono del tipo sequente

oy) = Oy’ + G, p(y) = Cuy' - Oy,
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con i unita immaginaria e Cy, Co, O;, C, costanti complesse arbitrarie; se¢ in-
vece (y) ¢ yly) sono di questo tipo, il problema singolare di Cauchy ammette
infinite soluziont.

Per Vequazione (5) un analogo risultato si trova nel teorema 5 di [1],.

I risultati qui ottenuti sono inoltre applicabili ad una pill generale equa-
zione di ordine n del seguente tipo

oz orlz 0z
(6) 3 + au(y) pav + o aaa(y) %

n—

on . onlz
= @™ b(y) @? + 2" by(y) e A T ba(y) e+ cla, ),

in eui i coefficienti a;(y), by) (i = 1,2, ...,7) sono analitici in un campo
connesso .4, di ordine di connessione qualsiasi, e(z, ¥) ¢ analitica in Rsx 4
ed ao(y) & privo di zeri in 4. L'equazione (6) & infatti equivalente ad un sistema
del tipo (1) se si assumono come incognite la 2(z, y) ¢ tutte le suc derivate par-
ziali fino all’ordine » — 1, dopo aver moliiplicato quelle d’ordine % rispetto
ad & (con k=1, 2,..,n—1) per il fattore a*

11 numero complessivo delle incognite, e quindi anche delle equazioni &
N=1+24..-+n essendo =(z, y) dotata di (k- 1) derivate parziali di
ordine k. '

2 . Dimostrazioni

Teorema 1. Per’il teorema di Cauchy-Kowalewski il problema (1) am-
mette una e una sola soluzione analitica, sviluppabile in serie doppia di Taylor
assolrtamente convergente in un intorno di (0, %), dotata pertanto del seguente
sviluppo in seric di potenze

+
2w, y) = 2 raly)er  con zu(F) = @u (t=1,2,...,N).
; 4 :

Derivando parzialmente rispetto alle due variabili complesse, si ha

0z; &, oz; *t& .
gy = 2l = Zesa ke (E=1,2, 0 N).
0 « 9
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+o
Sostituendo nel sistema, dopo aver posto ¢,(z, y) = Sreay)et (i=1,2,..., N)
con ¢;;(y) analitiei in 4, si ha 0

oo

+ o + o +o
Zr 2 (y) ok = Z 1”“:: y) Z r 2y ket - by(y) zk zik(y)xk} -+ ZL ey ) wk
0 ] 0

0

400 x
= Zk {E, [ai(y) e -+ b)) zanly) -+ cik(?/)}wk (i=1,2,...,,N).

Per il principio di identitd di due serie di potenze segue infine che le 2a:(%)
risolvono necessariamente i seguenti problemi di Cauchy per i sistemi lineari
ordinari non omogenei dipendenti da &

¥

2u(y) = Zj les W)k -+ bos(y)]2n(y) + culy)

1
(7) (6=1,2,..,N; k=10,1,2,..)
Zi(Y) = Qi .

Le 2.(y) sono pertanto individuaZc; esse risultano inoltre prolungabili ana-
liticamente a tuito 4, poiché ivi i cocfficienti non presentano singolarita.
Limitiamoei tuttavia, per il momento, a ragionare nel cerchio S, () con

pr uguale alla distanza di § dalla fronticra di A. Prendiamo in esame i ter-
+o
mini noti ¢,(x, y) Z,m (Y — )i, analitiel in Ry X 8p,(7); la funzione

Zm {Z [Cin |} (g — 7)PaF = chm (y — j)a*

¢ maggiorante di tutti gli N termini noti ed & analitica ancora in R, X Sp,( J)

Ilissati ad arbitrio i due numeri reali e positivi o' e p < /5‘1, esiste in cor-
rispondenza un numero reale positivo M tale che ¢y, < M/(( [((e)¥(B")") e pareid
la ¢(@, y) (e quindi anche gli N termini noti ¢z, y)) a,mmette come mubgm-
rante la funzione k

M [ +o ﬂ[
rn ________. — n ,nA — 0
=G D ~ 3 @ P %

W

con C(y) analitica in S8z (7).
I coefficienti a,;(y), ;(y), essendo analitici in 8p,(7), saranno dotati dei
seguenti sviluppi in serie di potenze

4o +x

a’ij(?/) - zn a’iin(?/ ""?7)" ) bu(y) = zn biin(y - ?7)" (?’7 7 = 17 21 secs 'N) .
[}

0
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Posto A, _Z{}a,ml + [bin] + 1/(B")"} e considerata la funzione A(y)

= Z,,An(y J)", essa risulta analitica in S, (y) e maggiorante di tutti i 2N°*
[

coefficienti a,;(y), b;(y) e della funzione C(y).
N + o
Posto inoltre ¢, = z |, la funzione p(2) zk @o* risulta analitica in

R, ¢ maggiorante degh N dati ¢.(x) del problema ch Cauchy (1).
Il seguente problema di Cauehy, che dipende da o' e f’

X o M
=2 J)M+A?/Z}+A(?JZ(%)—;;$’°
(8) (#=1,2,...,N)

Z (@, ) = g()

¢ pertanto maggiorante del problema (1) e le Z,(x, y) che risolvono il pro-
blema (8) saranno maggioranti delle z,(x, ) che risolvono il problema (1).

Per determinare tali Z,(z, y) osserviamo innanzitutto che, considerato lo
+ oo
sviluppo in serie di potenze Zi(w, y) = >, Zuly)o* (i =1, 2, ..., N), in modo

0
analogo a quanto fatto per le z,(y), si dimostra che le Z,(y) risolvono Vk>0
intero i seguenti problemi di Cauchy per i sistemi lineari ordinari

Zi(y) = (k+1) Ay Ev,z,k (%kA(y)

(9) ' « (t=1,2,...,N; £=0,1,2,...)
Z,-k(?) = @Pry

prbblemi che a loro volta sono maggioranti degli analoghi problemi (7); infatti
+
a.(y) e b;(y) ammettono A(y) come maggiorante e le ¢ (y) = En Cun(y— 7"
+to
sono maggiorate sucecessivamente dalle ¢,(y) = z Cxaly — H)% da. MO ()

__Z (M[(e)5(B')")(y — §)" e infine da (M/ )¥) A(y).

Le soluzioni Z,(y) dei problemi (9) si- ottengono facilmente ponendo
ZaW)=Zy) ¢=1,2,.., N) e risolvendo i seguenti problemi di Cauchy
per le equazioni lineari ordinarie seguenti

: M4
Z9) = N+ 0 4) Zly) + L,

(10) (k=0,1,2,..)
Zk(g) = Q.
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Si ha pertanto, Vk>0 intero e per i=1,2,..., N

M - M
Nk +1)7 7 N )k +1)

Zuly)=Zu(y)= exp [N(k-+1) [Aly) dy] it

v

(dove il cammino di integrazione da i 7 a y & ovviamente contenuto in Sg(F 7))-
Risulta quindi

Z(x, y) Zk Zy(y)w

M

M 4
= S Al + e N(k ——— Yk
g o+ vopmrnlee 2 VI W] = Fomm D) ®

= oxp [N f4(9) dy] 35 g fexp [V [ A (9) dy]a}

ak

i +o 1 1% +w
+ M eXp[l\T_fA(y) dy] zok IWT) {exp[N_fA(g/) dy]w}k__ﬂlgk W

(i=1,2,..,N).

Le Z»,y) sono quindi analitiche nel campo definito nel seguente modo

{yeSp(@)e, Yy, lw|< “ }s
lexp [V [A(y)dy] |

nello stesso eampo risulteranno analitiche le 2,(, ¥}, soluzioni del problema (1).

Quanto & stato fatto in corrispondenza della coppia (o, By di partenza
st pud ripetere Yo' reale positivo e VB’ reale positivo con B << p,.

Ne segue Panaliticitdh delle #(w, ) in Reo X S, (7).

Consideriamo ora un punto qualsiasi y, e 4; essendo A connesso & pos-
sibile congiungere 7 ad y, mediante una linea I" generalmente regolare con-
tenuta in 4 e ricoprire I" con un numero finito di cerchi, Ss(y = 7), 8s,(¥.),

-y 88, (Yn_s); S6,(yn = ¥s) con i centri su I, tali che §, (=1, 2, ..., n) sia
la distanza di y, dalla frontiera di 4 e tali che ciascun cerchio contenga il
centro del successivo.

La soluzione del problema (1) si pud allora prolungare analiticamente nel
campo R x{ U 85,(y,)} risolvendo gli » problemi di Cauchy che si otten-

I=1,..n
gono assumendo successivamente come dati le z(z, v,) (i=1,2,..., N;

l=1,2,.., %), tutte trascendenti intere.
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Si deduce allora che Vy, e A csiste un intorno Spq (%) tale che le z.(w, y)
sono analitiche in Re X Spu, (%) ¢ quindi risulteno analitiche secondo Weier-
sirass (non necessariamente monodrome) in tutto il campo Rex 4.

Teorema 2. Dimostriamo dapprima che, Vy, € A, esistono due numeri
reali positivi dipendenti da ¥,, «{y,) ¢ f(¥,), tali che le z,(x, y) siano analitiche
in Rawy X Spw(Yo)-

Sia [" una linea generalmente regolare contenuta in 4 congiungente i ad ¥,
¢ siano Spi(y, = §), Say(¥a)y -y S (Yn = Yo) # cerchi con i centri su I” tali che
Se(y)c A (I=1,2,..,n) e tali che ciascuno contenga il centro del succes-
sivo.

Abbiamo gia dimostrato che le z;(r, y) ammettono maggioranti Z;(z, y)
dotate della seguente espressione

v +0 Kl
Zi(w,y) = exp [N [A,(y) dy] Zx @ {exp [N [Ai(y) dy]a}r
- 4 .

v

¥ +o 1 ”
Ny - . plk
4 Mexp [N ;jAl(y) dy] %k T T l){exp[l\TgAl(y)dg/]x}
+w s
M S G=1,2, ..., N),

5 V(Yo (k+1)

dove 0 < ¢ < o & arbitrario, ma fissato, e dove abbiamo posto, per comodita
di notazioni successive, 4,(y) = A(y) maggiorante di a,;(y), bis(y) e Cly) (4,7
=1,2,..,N)in §;(f) con §' arbitrario, ma fissato, tale che B, < B < B la

+o +eo N
serie Y, @t = 2, {J |pa|}et & ora analitica in Rs.

0 [} 1

Tali Z,(=, ) risultano pertanto analitiche nell’insieme contenuio in Rax 4

definito dalla condizione seguente

al

{ye8ay(7) ¢, Yy, |w|< ”
lexp [N | Ai(y) dy]|

;

nello stesso insieme risulteranno analitiche le z,(w, ¥).
: ¥
Sullarco I'N 8p;(F) risulta olomorfa la funzione [ Ay dy; 7percid

v v
Re [ A,(y)dy & continua e limitata. Si avra pereid
; .

my < [exp [V [4;(y) dy]|= exp [Re [NV fAl(y) dyl]< M. per yel'n8a(7),

e si pud concludere che le z{x, y) sono olomorfe Vy e I'M S85(7) in B, .y -



[11] TEOREMI DI ESISTENZA IN GRANDE ... 145

Assumendo ora come dati di un secondo problema di Cauchy le z(z, v.)
(t=1,2,.., N) & possibile analogamente concludere che le z,(z, %) che risol-
vono questo secondo problema di Cauchy sono anslitiche nell’insieme defi-
nito nel modo seguente

!
051

|oxp [V [ 4.(y) dy]|

v

{y e 88(y.) e, Yy, |w]|<

’

dove 0 < oc; < o, & arbitrario, ma fissato, a A,(y) ¢ la maggiorante dei coefii-
cienti a;;(y), bs(y) (4,j=1,2,..., N) e di C(y) nel cerchio %) costruita
in modo analogo ad A4,(y).

Con un numerc finito di passi si riesce a prolungare le z,(z, y) nell’insieme

definito dalla condizione

fye U S e, YyesSs), |o|< — ’
=12, v n lexp [V [A.(y)dy]|
7

dove insieme | 84 () ricopre Vintera linea I

1=1,2,..n
Posto infine
[
Blye) =By alye) = lyu !
Max [exp [N [4.(y) dy]|
yESﬁ,’l(‘yn) ¥n

si pud coneluderc che le 2z, ¥) sono analitiche in Raty) X 8p0)(Yo)-

Consideriamo ora un campo limitato A’ tale che A’ c 4.

11 campo U Sps)(y) costituisee una ricopertura di A’ che & compatto poiché
vez'
chiuso ¢ limitato.
B possibile allora estrarre una sottoricopertura costituita da un numero
finibo m di cerchi: Spup(y:) (=1, 2, .., m).
Posto o(A’') = min «fy,) ¢ immediato concludere Panaliticitdy delle z,(x, )

=12, ..m

nel campo R, x4

Teorema 3. Osserviamo innanzituitto che, se z(x, y) (1=1,2,.., N)
costituiscono una soluzione del problema singolare (2), le (3) seguono neces-
sariamente dal sistema (1) ponendo ivi # = 0. Supponiamo ora che le ¢;(z, %)
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siano analitiche in R, x A. Essendo il sistema (3) a coefficienti e termini noti
analitici in 4 tali saranno le v,(y). : : ro
Fissato 7 €. 4 consideriamo N serie di potenze del tipo >, 2., @* (=1, 2,
0
.., N) soggette alle sole due condizioni di avere i primi coefficienti Zio0
= y,(¥) e di essere tutte convergenti in uno stesso cerchio R, con o« reale

positivo oppure « = -} oo. Considerato allora il problema di Cauchy z(z, §)
+o ,
= D@ (i =1,2,.., N), esso ammette una e una sola soluzione anali-
0

tica nel campo definito dal Teorema 1 oppure 2 a seconda che sia o = 4 oo
oppure o finito.

Dimostriamo che tale soluzione soddisfa il problema singolare di Cauchy
assegnato.

Infatti in un intorno di (0, %), essa & dotata del seguenté sviluppo

400 +c0
2@, y) = DpZunl®(y —J)", 2:(0,y) = Doy — 7",
0 1]

risolve necessariamente il sistema (3); & immediato ora constatare che, in
base al teorema di unicitd in grande della soluzione di un problema di Cauchy
per i sistemi lineari ordinari, risulta 2,0, ¥) = w(y) in tatto A, essendo en-
trambe soluzioni, per il sistema (3), dello stesso problems di Cauchy
pl@) = 20, 7) = Zion- +oo

Dallarbitrarietd delle N serie > 2,2 segue esistenza di infinite soluzioni

[ .

analitiche in R x4 oppure nel campo precisato dal Teorema 2 a seconda che

tali serie abbiano raggio di convergenza infinito o finito.

Supponendo infine le ¢.(z, ) analitiche in Rs X A4 si ottiene, in modo per-
fettamente analogo, P’esistenza di infinite soluzioni del secondo tipo cioé¢ ana-
litiche in ogni campo del tipo R, ,,x A" dove A’ & un arbitrario campo limi-
tato tale che 4'c 4 ed a(4’) & un conveniente numero positive, dipendente
da A'.
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Summary

Let be given the following Cauchy-problem for a linear system of partial differential
equations

82, X 2z,
"5; = 21::' {ma;;(y) EJ; + bWz} + el y) ,

i=12, .., N
22, 9) = p.(o) = b 0,
where @, y are complew variables and z(x, y) are the complex, unknown functions.

The coefficients a,(y) and by(y) are analytic in some open, simply or multiply-con-
necled region A and the known lerms ofw, y) are analytic in an open region
{lz|< a}x{yed} (¢>0 or « =+ oo).

The initial data are analytic in an open disk {|x|< a}.

When referring to analytic functions, we refer to the Weierstrass definition; therefore
the coefficients and the known terms may have singularities of any type: even branch points.

By using the method of majorants we prove two analytic-continuation theorems: if
o = + oo the solution is analytic in the cylinder {(w, y): y € A}; if « is finite the solution
is analytic in_any open region {|w|< a(d')}x{y e A'}, where A’ is an arbitrary open
timited with A'c A and «(A') is a convenient positive number.

These results show, if @ = + oo, the following analogy between the solutions of the
system above mentioned and those of a system of linear ordinary differential equations:
the singular points of the solutions are only among those of the coefficients and the known
terms.

We consider also the following singular Cauchy-problems

oz; & 0z

—6—3—/ = ;,- {za;;(y) - + ()2} + ez, ),

20, y) = v{y)

under the same hypotheses for a;(y), b;(y) and c=, y).
We give a necessary condition for the existence of solutions; if it is satisfied, we prove
the set of solutions is infinite.
% % %







