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CARLA LuPrPI (%)

Sul problema della rappresentabilita per le AHT (¥*)

1 - Introduzione

In [2] si ¢ introdotto il concetto di algebra di Heyting topologica (AHT);
si tratta di una generalizzazione alle algebre di Heyting del concetto di alge-
bra di chiusura (cfr. [4]), cioé detto in breve: una AHT & una algebra di
Heyting dotata di una «topologia», che, contrariamente a cid che accade
nelle algebre di chiusura, non pud essere definita da un solo operatore, ma da
una coppia di operatori (X, I), dove K & un operatore di chiusura e I un
operatore di interno.

Ricordiamo gli assiomi delle AHT

(@) K(0)=0 (@) I(1)=1

() v<K(w) B Iw)<w

(v) K@) = K(z) () I*w) = I(x)

(0) Kz y)= K@)V K(y) (8) I(w Ny)=I(=) N Iy)

(e) E(I(x) = K(y))=I®) = K(y) () I(K(x) = I(y))= K(v) = I(y) .

Ci si pone ora il problema di dare una eventuale rappresentazione delle AHT.
I noto (cfr. [4]) che ogni algebra di Heyting ¢ immergibile nell’algebra degli
aperti di uno spazio topologico; percid sembra naturale, nell'intento di affron-
tare il problema della rappresentabilita delle AHT, orientarsi verso spazi con
due topologie (spazi doppi): una legata alla rappresentazione dell’algebra di
Heyting, I’altra legata alla topologia della AHT. Tale approcecio si basa sul
seguente risultato: se & = (X, K,, K,> ¢ uno spazio doppio (soddisfacente
opportune condizioni: spazio bitopologico), si pud definire una AHT, che indi-
cheremo con %(%Z) come segue

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 43100 Parma, Italy.
(**) Lavoro esegunito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto:
11-VII-1980. .
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(i) Palgebra di Heyting sottogiacente & I'algebra ¥(X, K,) degli elementi
aperti relativamente alla prima topologia,

(if) gli operatori topologici sono costruiti utilizzando la seconda topo-
logia, mediante le formule K = K,9(X, K,), I = I,1,}9(X, K,).

Viene spontaneo chiedersi se ogni AHT sia isomorfa ad una sottalgebra
dell’algebra %(Z), per un qualche spazio bitopologico %

Si osserva che ogni AHT finita non solo é rappresentabile nel senso pre-
cedente, ma anzi si ha che se 5 = (H, I, I ¢ finita, allora per ogni (X, K;>
tale che H sia immergibile in %(X, K;) & possibile definire un operatore K,
su X tale che & = (X, K,, K,)> sia bitopologico e & sia immergibile in %(Z).

Questo ed altri esempi spingono ad affrontare il problema della rappresen-
tabilith su due livelli, introducendo accanto al concetto di AHT rappresen-
tabile (cfr. Def. 6) quello di AHT fortemente rappresentabile (efr. Def. 7).

Per aleune classi di AHT si ottiene una « rappresentazione» in un senso
pitt debole del precedente utilizzando uno spazio doppio non necessariamente
bitopologico. Sorgono cosi i concetti di AHT concreta (efr. Def. 4) e AHT for-
temente concreta (cfr. Def. 5), che corrispondono, in forma piu debole, ai due
livelli di rappresentabilitdh sopra introdotti.

Nella ricerca di condizioni sufficienti affinché una AHT sia rappresentabile
ha un particolare interesse il caso in cui Palgebra sia della forma #(X, K,)
per un qualehe spazio topologico (X, K,>; il paragrafo 3 d& una caratteriz-
zazione algebrica di tali algebre.

T paragrafi 4, 5, 6 forniscono teoremi di rappresentazione in uno dei sensi
precedenti per alcune classi di AHT.

I quattro concetti di rappresentabilitd introdotti non sono indipendenti;
cosi ogni algebra fortemente rappresentabile & sia rappresentabile che concreta.
Si osserva inveee che esistono algebre non fortemente conerete, che sono- tut-
tavia rappresentabili e quindi concrete. La presente nota lascia aperti alcuni
problemi, cosi ad esempio si ignora se esistano AHT non concrete e in parti-
colare non rappresentabili.

2 « Defirizioni ¢ teoremi fondamentali

Definizione 1. Si dice che Z = (X, K,, K,> & uno spagio doppio se
K,, K, sono operatori di Kuratowski su X ().

(1) In tutbo il lavoro ogni qual volta si menzionerd un operatore di Kuratowski I(;,
indicheremo econ I, il corrispondente operatore di interno (I;=~ I ;~) e viceversa.
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Definizione 2. Uno spazio doppio Z = <X, K,, K,> si dice spazio Di-
topologico se vale,

(1) K,I(x)cI, Ky(») VYol X, (ii) I, I, ()21, 1.(v) YxCX.
Si osservi che (ii) & equivalente a
(i) LI, I(w)=ILI1(x) VYVoeCcX e (@{) LI, I(x)=11I,x) YrCX.

Da semplici esempi risulta inoltre che le proprietds (i) e (i) sono indi-
pendenti.

Teorema 1. Sie & = (X, K,, I{,> uno spazio bitopologico e sia G (X)) (2)
Palgebra di Heyting degli aperti dello spazio topologico (X, K,>; allora, posto
K=FK9(T), ¢ I =T11%(Z), st ha che {K,I> & una topologia su G (X).
La AHT (G\(X), K, I> verra indicata con G(Z) (3).

Dimostrazione. Si deve anzitutto osservare che K, I sono operatori
a valori in %, (%); a tale scopo basta dimostrare che vale, VaC X, IK,I,(x)
CI, K, I,{x); cid segue direttamente da (i) della Def. 2 ponendo I (x) al
posto di .

Per dimostrare che (K, I> & una topologia su %,(Z) & sufficiente dimo-
strare che per (K, I) valgono i sefte assiomi delle AHT menzionati nel
teor. 3.2 di [2]. Si osserva che (), (£), () valgono in quanto K, & un opera-
tore Kuratowski. Dimostriamo che vale (¢). Tenendo presente la Def. 2 si ha
Yo,y € 9(%):

K(I(zx) = K(y))= KILi(~ I(z) U K(y)) = K, I,(~ I, I{z) Y Ko(y))
€ I Ko~ I, I(2) U Ky(y))
== I1If2(~ I, 1, I(x) Kz(?/))
= II(N I, I, In(z) v Ifz(?/))
= L, I I(x) = Kuy)
= I, I (®) = K(y)
= I(z) = K(¥) .

(3) In generale se (X, K> & uno spazio topologico, con (X, K;) indicheremo
Palgebra degli aperti di (X, K>, mentre se & = (X, K;, K,> & uno spazio doppio,
porremo ¥(Z) = ¥(X, K,).

(3) Il concetto di spazio bitopologico si generalizza in modo naturale a quello di
« algebra di Boole bitopologica », si noti che il Teor. 1 si estende a questa situazione
pitt generale.



94 C. LUPPI [4]

Iraltra disuguaglianza segue da (f).

Le (B)’, (0)' seguono ovviamente, tenendo presente che I,, I, sono opera-
tori di interno.

Dimostreremo ora (¢)’. Siano x, y € ¥,(Z); tenendo presente (ii)’, (ii)" della
Def. 2 si ha

I(K(x) = I(y)) = LiL(Ke(w) = L I(y)) = L [ Iy (~ I4(2) U I, 1,(y))
= I, I.(~ K.(x) U I,I, L,(y))
= I,(~ () U I, I, I,(y))
= I,(~ K,(z) U I, 1,(y))
= Ky(z) = I, L,(y)
= IK(x) = I{y) .

Come si & detto in 1, il problema di una eventuale rappresentazione delle
AHT viene affrontato considerando vari concetti di « rappresentabilita »; a tale
scopo diamo le seguenti definizioni

Definizione 3. Sia Z = (X, K,, I{,> uno spazio doppio, ¥ = {H, K, I>
una AHT; si dice che 5# ¢ associata a Z (medianie h), se

(i) b: H>» (&) ¢ un monomorfismo,

(i) Ky(h(a))=n(K(a)) VYaeH, (iii) I, I,(h(a))= h{I(a)), VYae H.

Definizione 4. Si dice che 5 ¢ concrefa se esiste uno spazio doppio &,
cui essa sia associata.

Definizione 5. Si dice che 5% ¢ fortemente conoreta se per ogni (X, K, >
e ogni h: H » 9(X, I{;) & possibile definire su X un operatore di Kuratowski
I, tale che 5% sia associata ad & = <X, K,, I{,> (mediante h).

Corollario. Se 5# ¢ fortemente concreta é concreta.

Dimostrazione. Basta ricordare che ogni algebra di Heyting & rappre-
sentabile come reticolo di aperti di uno spazio topologico.

Definizione 6. Si dice che 5 ¢ rappresentabile se ¢ associata ad un
qualche spazio bitopologico Z' = (X, K,, K,>. Talvolta in questo caso si dird
anche che 5 & rappresentabile in Z'; in virtd del Teor. 1 e Def. 3 cid equivale
a chiedere che 5# sia immergibile in Z(Z).
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Definizione 7. Si dice che # & fortemente rappresentabile se per ogni
spazio topologico (X, K,> e ogni h: H » %(X, K,) & possibile definire un
operatore I, tale che % = (X, K,, K,> sia uno spazio bitopologico e # sia
associata ad Z (mediante h).

Corollario. Se 52 ¢ fortemente rappresentabile & fortemente concreta e rap-
presentabile; inoltre se S ¢ rappresentabile & concreta.

Data una AHT 5 e uno spazio doppio Z, il seguente lemma fornisce una
condizione necessaria perché # sia associata ad 2 = (X, K,, K,>.

Lemma 1. Sia # = (H,%,7> (%) una AHT associate mediante h ad
uno spazio doppio = (X, K,, K,>; allora, indicato con & Vinsieme dei chiusi
@i (X, K,>, st ha

S 2Fy={he): ce C}U {~ht): teT}.

Dimostrazione. Sia ¢e€%; da (ii) della Def. 3, si ha che h(c)
= h(E(c)) = K.(h(c)), da cui h(c)eS. Sia teT, da (iii) della Def. 3, si ha
h(t) = h(I(8)) = L I(h(t)) C I(R(2)), da cui h(t) = L(h(t)), quindi ~ h(t) e Z.

Considerata una & = (H, K, Iy, uno spazio topologico (X, K> ed un
monomorfismo k: H > 4(H, K,), ci si chiede se sia possibile definire un ope-
ratore di chiusura K, in modo tale che s sia associata (mediante h) ad
Z = <X, K, K,». Il Lemma 2, il Teor. 2 seguenti e relative osservazioni
esaminano il suddetto problema.

Lemma 2. Sia # = {(H,¥,7 ) una AHT, sia {X, K,> uno spazio topo-
logico, h: H > 9(X, K,) un monomorfismo; allora in X & possibile definire un

operatore di Kuratowski K, tale che si abbia

(i) K,(h(c))=h(c) Vece ¥, (i) L(r@))=h@) Vied,
(iil) K,Iy(x) = ) {k(c): h(c) 2 I,(x) ¢ c€ ¥} VzCX.

Dimostrazione. Definiamo per ogni #C X
(N Ko@) = N {~ht) U ke): t €T, ce ¥, ~h(t) U hic) 2 x};

(%) Ricordiamo che la topologia di una AHT & determinata da (%, 3"), dove € &
il reticolo dei chiusi e F quello degli aperti (efr. [2], teor. 1. 2).
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si osservi che.
(2) L@ =UR@ N~n):teT, ce¥, hit)N ~Dh(c)Ca}.

Poiché Poperatore K, ¢ definito dalla sottobase &, del Lemma 1, (i) e (ii)
valgono ovviamente, .

(iii). Ci limitiamo a dimostrare K,I,(z)2([) {h{c): k(c) 2 I,(2), ¢c& €}, poi-
che Daltra disuguaglianza & ovvia. A tale scopo basm osservare che, posto
y = ~ h{t) U h(c), se y 2 1(x) 3¢’ € € tale che h(c').2I,(x) e y2h(c'). Ora da
I(z)Cy segue I (x)CI(y)= h(t) = hie) = h{t = ¢) e y2IL,(y) = h{t = o).
L’asserto segue ponendo ¢ =i{ = c.

Osservazione 1. La topologia definita da (1) & la meno fine topolo-
gia per cui valgano le (i) e (ii) del Lemma 2, come segue tenendo presente
che essa & generata da &,. Definendo in X loperatore K, come in (1), si
ottiene uno spazio doppio % = (X, K,, K,>; tuttavia come si dedurry dal
teorema seguente ed esempio 1, 5 non sard in generale associata ad Z'; pre-
cisamente mentre luguaglianza definita da (i) del Lemma 2 si estende alla
(ii) della Def. 3, non altrettanto accade per (ii) cme, in 0‘611612.16, verra a cadere
la (iii) della Def. 3.

Teorema 2. Sia # = (H, K, I> una AHT, ¢, come nel Lemma 2, siano
(X, K,> uno spazio topologico ¢ h: H » %(X, K;) un monomorfismo; allora
in X ¢ possibile definire un operatore I, tale che Ya e H si abbia

(i) K.(h(a))=h({K(a)), (if) I,(h(a))2 h(I(a)).

Dimostrazione. Definiamo K, come in (1).

k (i). Segue da (iii) del Lemma 2, tenendo presente che b & iniettiva e
K(a) =min{c: ce ¥, c>a}.

(ii). 8i ha I(k(a)) 2 U {h(t): t €T, h(1) C h(a)}; d’altra parte, tenendo pre-
sente che h & inettiva e I(a) = max {i: t€Z, t<a} si ha

(3) R(I(a)) = U {(t): R(t) € h(a)},

da eui Passerto segue ovviamente.

Da noti teoremi di rappresentazione per le algebre di Heyting, segue ora

Corollario. Per ogni o = (X, K, I)> esiste uno spazio doppio cui € é
legata secondo il Teor. 2.
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Osservazione 2. Da (ii) del Teor. 2 segue che s ¢ associata ad £ sse
VYa e H vale

(4) I, I,(h(a)) C h(I(a));

quest’ultima disuguaglianza perd in generale non vale, come risultera dal
seguente esempio 1. Si noti inoltre che I, dipende oltre che da Z anche da ¥;
naturalmente quanto piu grande sard %, tanto pit difficile sard, quindi, che
nella (4) valga Puguaglianza.

Esempio 1. Sia (X, I,> uno spazio topologico infinito, in cui l'insieme
degli aperti #(X, K,) sia definito nel seguente modo: a € ¥ (X, K,)ssea = §
oppure & & cofinito. Ovviamente % (X, K,) ¢ un’algebra i cui elementi # 0
sono densi. In #(X, K,) si consideri la topologia (%, 7 ) tale che ¥ = 9(X, K,),
Z = {0, 1}. Definendo in X D'operatore I, come in (2), si ha facilmente Vo C X
I(x) = @, da cul segue in particolare per @ =aec Y (X, K,), a = I, 1,(a)
#= I(a) = 8. Da quest’ultima si deduce che {(%(X, K,), ¥,.7 > non ¢ associata
ad ¥ = (X, I{y, K,).

Corollario. Le¢ AHT considerate nell’Esempio 1 non sono fortemente con-
crete.

Dimostrazione. Dati s#, X, K;, h come nella Def. 3, supponiamo che
esista un K, tale che 5 sia associata a (X, K, K,> (mediante h).

Dimostriamo allora che J# & associata (mediante h) anche a (X, K, K,>
con I, definito dalla (1). Infatti, per I'Osservazione 2, basta dimostrare la (4).
Ora, per 1’Osservazione 1, K; deve essere pit fine di K,, da cui I,I,(h(a))
C I, I,(h(a)) = h{I(a)).

D’altra parte, scegliendo (X, K,> come nell’Esempio 1 e come h lidentita,
abbiamo visto che la (4) non vale per K,.

Osservazione 3. Siano dati 2/, X, K,, h come nel Teor. 2; la dimo-
strazione del corollario precedente suggerisce di attenersi alla definizione di K,
data in (1) nell'intento di ottenere uno spazio doppio Z cui s# sia associatba.

Consideriamo una AHT 5 e uno spazio doppio come nel Teor. 2. Al fine
di poter progredire dalla concretezza nella direzione della rappresentabilita,
esaminiamo ora due condizioni sufficienti affinché valgano le proprieta (i) e (ii)
della, Def. 2.

Lemma 3. Siano 57, X, K,, K,, b come nel Lemma 2. Una condizione
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sufficiente perché wvalga la (ii) della Def. 2, ¢ che per ogni xS X si abbia
I, I(x) € b[T).

Dimostrazione. Dimostreremo, addirittura, che se un certo o & talé
che I I(x)eh[7], allora esso soddisfa I,I,(z)CI,I,(x). Sia dunque
I Iy(w) = Mt), dove t€7, da (i) del Lemma 2 si ha I,I,(x)= h(t)= I.(k())
= I, I, 1,(x) C I, I,(x).

Lemma 4. Siano s#, X, K,, K,, h come nel Lemma 2. Se h & un isomor-
fismo allora vale la (i) della Def. 2.

Dimostrazione. Sia h: H » F(X, K,); poiché h[H] = %X, K,), dalla
(i) del Teor. 2 si ha K. I,(») e 9(X, K,), da cui segue K,I,(w) = I,K,I,(x)
C I, Ky(x).

La condizione espressa dal Lemma 4 coinvolge un’algebra di Heyting iso-
morfa all’algebra (X, K,) degli aperti di uno spazio topologico ed & noto
che tali algebre sono complete; ci si chiede se ogni algebra completa sia della
forma ¥(X, K;) per qualche spazio topologico <X, K,>. La risposta ¢ negativa
come mostra ogni algebra di Boole completa e non atomica (efr. Teor. 5).
Vale quindi la pena di caratterizzare tali algebre; & quanto faremo in 3.

3 « Q-algebre

Per tutto il paragrafo si assume che i reticoli considerati siano distributivr
e dotati di estremi 0,1 ed inoltre che gli omomorfismi fra essi conservino 0,1.

Definizione 8. Siano H, H' reticoli; un omomorfismo A: H — H' si
dird un @-omomorfismo (*) se conserva tutti i supremi che esistono in H.

Definizione 9. Sia H un reticolo, V un filtro di H; si dirdh che V & un
Q-filtro se V & un filtro proprio e vale
(i) se Va;eV allora 3jeJ tale che a;€ V.
jied
Si osserva facilmente che ogni @-filtro & un filtro primo.
Sia H un reticolo, sia 8 = {V:V & un @-filtro di H}, e sia Va e H, ho(a)
= {Ve8: aeV}; vale allora il seguente lemma.

Lemma 5. Lapplicazione hg: H — P(8) ¢ un Q-omomorfismo.

(5) Il simbolismo estende quello usato in [4].
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Dimostrazione. Ci limitiamo a dimostrare che he conserva V. Si ha

ho(Va;)={Ves: Va,eVi={Ves:3jedJ, a; eV}

jied jiedJ

=U{Ves: eV} =Uhea,).

jedJd jeEJ

Teorema 3. Sia H un reticolo. Allora sono equivalenti le seguenti propo-
siziont:
(i) se a,beH ¢ a<kd, allova esiste un Q-filtro V tale che a €V ¢ b ¢V;
(i) ho & imdeliiva;
(i) 3X, 3h: H s»» 2(X) tale che b sia un @Q-omomorfismo iniettivo.

Se H & completo, le precedenti equivalgono a

(iv) esiste uno spazio topologico (X, K.> tale che H ~ G(X, K,).

Dimostrazione. (i) implica (ii). Se a<b da (i) segue {VeS:aeV}
¢iVeS: b eV}, quindi he(a) 5= ho(b).

(ii) implica (iii). Basta porre X = 8, h = h, ¢ tener presente il Lemma 5.

(iii) impliea (i). Siano @, be H e a<b; poiché & & un omomorfismo iniettivo
h(a) ¢ h(b); sia @y € h(a)\A(D) e sia V = {ce H: @€ h(c)}; si osserva che V &
un Q-filtro, a eV e ¢ V.

(iii) implica (iv). Si osserva che A[H] & un reticolo di insiemi chiuso rispetto
alla |J, contenente Pinsieme vuoto e Iinsieme ..

Definiamo lo spazio topologico (X, K,> come quello che ha A[H] come
insieme degli aperti. L’asserto segue essendo hH) ~ H.

(iv) implica (iii). Sia k: H— #(X, K,) un isomorfismo; poiché l'inclusione
Jj: 9(X, K,) > 2(X) & un Q-omomorfismo iniettivo anche h — jok: H— PX)
& un @-omomorfismo iniettivo.

Definizione 10. Si dice che un’algebra di Heyting H & una Q-algebra
se ¢ completa e se per essa vale (i) del Teor. 3.

Teorema 4. Un'algebra di Heyting ¢ isomorfa all’algebra degli aperti di
uno spazio topologico sse & una Q-algebra.

Dimostrazione. B un banale corollario del Teor. 3, tenendo presente
che due algebre di Heyting sono isomorfe se lo sono come reticoli.

Osserviamo che ogni algebra di Heyting finita ¢ una @-algebra, giacché
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in questo caso @-filtro equivale a filtro primo. Un’altra classe notevole di
()-algebre ¢ fornita dal seguente

Y

Lemma 6. Ogni catena completa ¢ una Q-algebra.
Dimostrazione. Sia H una catena completa, sia a,be H e a < b, sia
V= {weH: 2> a} Siosserva che V & un Q-filtro, beV e a ¢ V.

Conecludiamo il paragrafo osservando che
Teorema 5. Ksistono algebre di Heyting complete che non sono Q-algebre.

Dimostrazione. Basta considerare un’algebra di Boole completa e non
atomica. Infatti se essa fosse una @-algebra sarebbe atomica, poiche i @Q-filtri
di un’algebra di Boole completa sono principali e massimali.

Si osservi che se H non & una (-algebra, non la & neppure H @® {1'} (basta
tener presente 'ovvio legame che ¢'¢ tra i filtri di H e quelli di H® {1'}).
Da cid nasce ovviamente la possibilita di avere una infinita di esempi di alge-
bre di Heyting che non sono @-algebre.

4 - Teorema di rappresentabilita forte per le AHT finite

Lemma 7. Sie # =<(H,¥,7 ) una AHT, ,€7, ¢;e6€ (t=1,...,n)
e h: H»>9(X, K;) un monomorfismo; allora J (h(t;) N ~ h{c,)) pud essere espressa

=31

come intersezione di termind della forma ~ hie)\J h(t), con ce ¥, te7.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n. Per n = 1 Dasserto
& ovvio; nel caso # -+ 1 si ha

n+l n
U @) N ~nhie)) = U (b(t:) N ~hie,)) U (Mtngs) O ~ h(Cayy)) -
i=1 i=1
n+1
Dall’ipotesi induttiva segue che U (h(f,) N~ h(c;)) & intersezione di ter-
==l

mini della forma seguente: (~ (c) U h(t)) U (B(tuys) N ~ h(Cays)).
D’altra parte distribuendo si ha '
(N h(O) U h(t)) U (h(tn-l-l) N~ ]I/(011+1))
= (~h(e) U M) U b{t, 1)) O (~ h{e) U h(t) U ~ I(c,,1))
= (~h(c) U M)} N (~ k(") U R(?)),

dove t'=1U1,,; e ¢'=c¢MN e, . Da cid segue Passerto.
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Teorema 6. Ogni AHT # = (H, ¥, 7> tale che € VT sia finito é for-
temente rappreseniabile.

Dimostrazione. Siano X, K,, & come nel Lemma 2; definendo K,
come in (1), dall’Osservazione 2 segue che ¢ sufficiente dimostrare I, I,(ha))
Ch(I(a)) e (i), (i) della Def. 2. Osserviamo anzitutto che nelle nostre ipotesi
& soddisfatta la condizione del Lemma 3. Sia infatti # C X ; tenendo presente (2)
e che €, 7 sono finiti, si ha che I,(x) & espresso da una unione finita, diciamo

L) = U (ht) N ~ k(c;)), con t,€J e ¢;e €. Dal Lemma 7 segue che I, I,(x)
=1
¢ intersezione finita di elementi della forma I,(~h{c) U h(1)), ciod h(c = t);
quindi essendo ¢ = teJ, I,I,(w)eh[T]. Sia ora z = h(a) e sia t, €7 tale
che I, I,h(a) = h(t,). Poiché h(t,) C h(a), dalla (3) segue allora I, I,(h(a))
C h(I(a)).
Per quanto riguarda la (i) della Def. 2, osserviamo che essendo % e I
finiti, si ha

L Ky(w) = I, () {h(e;) U ~ R(t,): Ble,) U ~ h(t;) 2 x}
= N {L(h(e:) U ~ (t,)): hle;) U ~ h(t;) 2 x}
= () {k(t; = ¢,): h(e;)) U ~ () 2 @} .
Tenendo presente che k(c;) U ~ h(t,) 2 = implica h(t; = ¢;) 2 I (»), da (iii)

del Lemma 2 si ha I, K,(»)2 K,I,(x). Infine Ia (i) della Def. 2 segue dal
Lemma 3.

5 - Teoremi di rappresentazione per le algebre di Boole e le catene topologiche

Teorema 7. Ogni ABT (5) & = (B, K> ¢ fortemente concreta. Inoltre s¢
B ¢ una Q-algebra, B ¢ rappresentabile.

Dimostrazione. Siano X, K,, K, come nel Lemma 2; basta dimostrare
che I, I,(h(a)) = h(I(a)). Osserviamo che per ogni be B, ~h(b) = h{— b) da
cid segue, per la (3), I,(k(a)) = U {h(1): h(t) C h(a)} = R(I(a)), da cui I, I(h(a))
= h(I(a)).

(®) Con ABT si intende algebra di Boole topologica o algebra di chiusura (efr. [4]).
Naturalmente se # & una ABT essa & anche una AHT.
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Sia B. una @-algebra, dal Teor. 4 segue che esiste uno spazio topologico
(X, I{;> ed un isomorfismo h: B — 9(X, K,); tenendo presente i Lemmi 3 e 4,
basta dimostrare che I,Ix) e k[T ], Yo e X. Bssendo I, L(x) = U {h(t): teT,
h(t) C @}, basta dimostrare che, se (f;),., ¢ una famiglia di elementi di 7,
allora (UR(t;))en[T].

jiedJ

Indichiamo con \/ Poperazione di supremo in B; V() eT, (cfr. [2],
jeg
teor 1.1), da cui h( V (t,)) € h[Z). Tenendo presente che » & un isomorfismo

JjEJ
si ottiene direttamente P’asserto.

Teorema 8. Ogni AHT # = (X, ¥,7 ) tale che H sia una calena é
fortemente concreta ed inoltre se H & complela S ¢ rappresentabile.

Dimostrazione. Siano X, I{;, K,, h come nel Lemma 2. Dimostriamo
dapprima che per ogni « C .Y tale che I,(z) e h[H] si ha

(5) Tux) = AU B
dove: A= U {r(t) N~ R{e): hle) c h(t) € Iy(2)}

B = U {({t) N~ h(e): h(t) N ~ h{c) Cw, I,(x) C hic)C h(t)}
con ¢ che varia in & e ¢ che varia in J. In particolarve, per x = I{a), si ha
(6) ‘ L(k(a)) = U {h(t) N ~ h(e): e < t<a}.

Per dimostrare (5), basta osservare che k(c) 2 i(?) implica h(f) N ~ hic) = @
ed inoltre che h(?) D I,(x) 2 k{c) implica A(f) N~ k(c) ¢ 2.

Per dimostrare (6) basta osservare che da h(e) 2 h(a) e k() N ~ k(e) € h{a)
segue R(t) N~ Rk(c) = 0. Da (6) segue quindi I(h(a))< U {r(1): t<a} C h(I(a));
da cui si ottiene I,I,(h(a))C h(I(a)) e in virth del’Osservazione 2 .# risulta
essere fortemente concreta.

Supponiamo ora che H sia completa. Per il Lemma 6 si possono scegliere
uno spazio topologico (X, K;> e un isomorfismo h: H — 4(X, K,).

Tenendo presente il Lemma 4, basta dimostrare la (ii)’ della Def. 2; poi-
che I, I,(z) C I(x), ¢id equivale a dimostrare

(7) I, I, I (z) = I, I(z) N I,() .
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Da (5) segue
I I(z) N Li(z) = L(I,(x) N I(z))
= L(U{r@) 0~ hie): h(e) c hit) © Ix)} v

U {~k(e) N I(@): h(t) N ~ R(e) Ca, Ii(x)che)c h(1)}).

Da I,(z) Ck(c) segue ~ h(c) N I,(x) = 0, tenendo presente che L & biu-
nivoca e posto I(x) = h(a), si ha I,1,(z)N I{z) = L(U ) 0~ hie):
¢ <t<a}). Dalla (6) segue la (7).

6 - Altre classi di algebre ‘conerete

11 successivo Teor. 9 presenta una classe di AHT rappresentabili; tali AHT
non sono in generale fortemente concrete come mostra PEsempio 1 che esa-
mina particolari algebre di questa classe; tuttavia il Teor. 9 ¢i dice che sono
rappresentabili e quindi concrete.

Dall’Esempio 1 e dal Teor. 9 appare percid che i due concetti dii ATIT for-
temente concreta ¢ AHT concreta sono distinti, cosi pure i due concetti di
AHT fortemente rappresentabile ¢ AHT rappresentabile sono distinti.

Teorema 9. Sia o = (H,¥,7> una AHT tale che H sia una Q-algebra
@ out elementi 5= 0 sono densi ¢ T = {0,1}. Si ha allora che 3 ¢ rappresentabile.

Dimostrazione. Per il Teor. 4 esiste uno spazio topologico (X, K> e
un isomorfismo h: H — (X, K,). Cominciamo col dimostrare che 3 & con-
creta; tenendo presente 1’Osservazione 2 basta dimostrare I I(ha)) € h(I(a)),
Ya € H. Consideriamo dapprima il caso in cui in KX, K> valga

(8) 3o, Py, C X tale che () {h(a): FacH}2y,.
Si ha quindi V2 C X
(9) I(x)#@ implica a2y,.
Sia I, definito come in (2) e sia z= X5 allora I,(z) = Uf~ hic): ce %,

) Ca}. Quindi I(z) Ny, = U {~ hie) Nyt ¢ € €, ~ h(e) C w}. Ora ~ hic)Ca
nnphea, hic) = 0 e, pe1 la (9), ~ k(e )§~_7/0, quindi, () Ny, = §. Inoltre
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si ha per la (9)
(10) I I,(x)=0.

In particolare per ogni 14 aeH, si ha I,I,(ha)) = 0 = h(I(a)).

Per dimostrare che s & rappresentabile basta tener presente la (10} e il
Lemma 4.

Consideriamo ora il caso in eui non valga la (8). In questo caso & possi-
bile trovare uno spazio topologico (X', K> e un isomorfismo »': H > (X', K,)
per cui valga la (8). Sia p,¢ X, sia X'= XU {p,} e sia FX', K,
= {0} {h(a) U {po}: 0 = a € H}. Sia Yac H

@, a=10
R(a) U {po}, a0,

tenendo presente che gli elementi di H sono densi e quindi Vea,,a,eH
h(ay) N h(ay)=0 sse (h(a;)=0 oppure h{a,)=0), si dimostra facilmente che i’ ¢
un isomorfismo fra H e F(X, Ki). Ovviamente si ha () {k'(a): 0 4a€ H}
2 {po}. '

11 seguente Teor, 10 rappresenta in parte una generalizzazione del Teor. 9,
giacché Tipotesi 7 = {0, 1} viene sostituita con J C R, dove con R indichiamo
T'insieme dei regolari.

Lemma 8. Sia H un’algebra di Heyting, h Pomomorfismo di Stone () e
sia H = (H,€,7 > wna AHT tale che I C R. Sia inolire per ogni 1= a € H,
F,={—tUec:ted, ce¥, MtyN~Nh{c)Ch(a)} ¢ sia byc H. Si ha allora che
F,U{b} ha la proprietd dell’intersezione finita (PIF) sse by £I(a).

Dimostrazione. Se F,U {b,} ha la PIF, essendo — I(a)e F,, si ha
by N — I(a) % 0 e quindi b,<I(a). Supponiamo ora che F,U {b,} non abbia
la PIF, ne segue, senza perdere in generalitd, che esistono n elementi di F,
(—t Y ey)y eeny (— 1, U e,) tali che

11 beN N(=tUe)=0.
f==1
n—i
Da (11) segue by N N (—t, U e)<t, N — ¢,; poiche h(t,) N ~ h(c,) € h(a)
=1

() Ciod: N(a)={V:V filtro primo di H e a¢€V}; (cfr. [4]).
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si ha I(h(t.)) N I(~ h(e,)) € Lk(a), da ecui h(t,) O — h{e,) C k(a) e quindi,
tenendo presente che 2 & un omomorfismo iniettivo e che tyy, —C, €7,
by N — ¢, < I{a).

n—1
Si ottiene cosi by N ) (— ;U ¢;)<I(a) e quindi

=1
beN—I(@) N[ (—Ue)=0.

Ripetendo n — 1 volte il procedimento precedente si ottiene by — I(a) = 0,
quindi by<— — I(a) = I(a), essendo I(a)ec R.

Teorema 10. Ogni AHT 2 = (H, %, > tale che T C R ¢ concreta.

Dimostrazione. Sia (X, K,> lo spazio di Stone di H, sia h:
H>»¥9(X, K,) Pomomorfismo di Stone. Sia K, Poperatore di chiusura definito
da (1); dall’Osservazione 2 si ha che J# & concreta sse Yo e H vale I, I,(h(a))
Ch(I(a)). Ovviamente basta dimostrare che la disuguaglianza vale VYa 1.
Dimostreremo che Vaz£1 esiste un ¥,C X tale che L(ka))C Y, o I,Y,
Ch(L(a)).

Per ogni a1 sia Fo={—tUc:teT, ¢ce¥, hit)N ~h(e)C h(a)} e sia
Y,=~{VeX:V2F,}. Si osserva che se V € I,(h(a)) allora €7, e, ¥
tali che —1#, U6 ¢V e h(t) N ~ k(c) C h(a), da cui segue Ve Y,; quindi si
ha I,(h(a))C ¥,.

Dimostriamo ora che I, ¥, C h(I(a)). Tenendo presente che I,Y, — |J {h(b):
be H, hb)C Y,}, si ha che

(12) Vel,Y, sse db,eH tale che Vehib) e hib)CY,.

Si osserva che la condizione h(b,) C Y, & equivalente ad affermare che ogni
filtro primo V ¢ Y, ¢ tale che b, ¢ V; questo & possibile solo se F, U {be} non
ha la PIF e quindi, per il Lemma 8, solo se by,<I(a). Sia dunque Ve I,Y,,
dalla (12) segue, per P'osservazione fatta, che 3b, eV tale che by<I{(a); da cui
si ha I(a) €V, cioé Ve h(I(a)).
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Summary

Given a bitopological space & = (X, I, K,>, one gets a topological Heyling algebra
G(2) by taking the K,-open subsets of X for the underlying Heyting algebra, and by
using I, and K, in order to induce a topology on it. We investigate the problem of embedding
a topological Heyting algebra in one of the form %(%).

We also give a mnecessary and sufficient condition for « eomplete Heyling
algebra to be the algebra of all open subsels of a topological space.
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