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ADELINA TARSI SANTOLINTI (%)

Regolaritd e stime di omogeneizzazione

per una disequazione quasi-variazionale (**)

Introduzione

Sia £2 un aperto limitato di R*, di frontiera 202 di classe (1, e siano date,
Yu, ve Hi({2), le forme integro-differenziali

1) a*(u, v) (k=1,..,N),
ou o y
_QJ. ;ll 11( au av d + I ga’f(m)a 'm) d.’l?
con
@ Soan@et,>alElr o in 2,
(3) ak(x) >0 g.0. in Q.

Si consideri poi il sistema di disequazioni quasi-variazionali introdotto da
A. Bensoussan e J. L. Lions in [1]

(e y Wi — ) < ey p— ), U<l 4 A %,
(4) s (k=1,..., N),
u, € Hy(Q), Yoe HY(2), o<+ A Y.
14k

(*) Istituto di Matematica, Politecnico, P.za Leonardo da Vinei 32, 20133 Milano,
Ttaly.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A (C.N.R.). — Ricevuto: 3-VI-1980.



50 A. TARSI SANTOLINI [2]

Supponendo che i coefficienti o¥;(z), a¥(x), a¥(z) appartengano a L=(2), esten-
deremo un risultato di regolaritd per la soluzione w.(z), ottenuto, in caso di
coefficienti regolari, da M. G. Garroni, B. Hanouzet, J. L. Joly in [6], dimo-
strando dapprima che w(z) & holderiana, se f.(@) e L(Q), 7'> N[2, e poi che
esiste un p, > 2 tale che u.(x) € W)(2) Vp, 2 < p<p,, se fr(x) € L7(Q), r > N.
Strutteremo allo scopo la linea della dimostrazione seguita in [6], utilizzando
inoltre alcuni risultati di regolaritd per le soluzioni di disequazioni variazio-
nali, ottenuti da M. Biroli in [3], ;.

Supponendo poi. che i coefficienti a};(2), a%(x), ai(x) siano periodici di pe-
riodo Y e considerando le forme ‘

5) a(u, v) | | k=1,.., N

¥ x_ ou ov ¥ a: 8
:g’ gi,a,,(g)a—m—iam} 211a fvdw—{—jao Y v dz
e le disequazioni quasi-variazionali
a,’g(ukg, 1¢k5~ ) < fry Upe— 0, Ure <L+ A e, )
(6) 1k (k=1,..,N)
ukb‘eH;(Q)) Yve Hy(2), LR P
. N ‘ o 1%k

dimostreremo, sotto opportune ipotesi per f.(z), che la successione {u..(x)} con-
verge in L®(Q) verso u(x), soluzione della disequazione quasi-variazionale a
coefficienti costanti

“(’f(ukoy o= V) < iy Uro— V) 'u/lo<1 + A e,
(M) - oo R (b=1,..,N)
U € HY(R) Yoe H)(2), <1 A U,
~ A

¢ forniremo una stima della differenza |uy: — o0 Prima in caso di coeffi-
cienti regolari e poi in caso di coefficienti irregolari ma limitati, sfruttando
risultati analoghi ottenuti in [2], [3], e [4] per disequazioni variazionali ellit-
tiche.

1 - Dimostreremo ora il seguente
Teorema 1. Siano verificate le tpotesi (2), (3) ed inoltre risulii
(8) (@), ai(@), ai(x) € L™(9),

9). 1 fu@) e L1Q)  r>N[2,
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allora
(10) o) € (D) C 0<a<1,
con a dipendente dalla norma in L°(Q) dei céeff'icie;'z,tvi.
Dim. Procediamo come in {6] supponendo per semplicith N = 3.

Dopo aver osservato che wu.(x) ¢ continua (efr. [6] e [7]) introduciamo

gli aperti C.= {z€ Q5 ulw) <14 A (@)}, k=1,2,3, ed i compatti
o a#k ,
Se={r e 2; u(z) =1+ u,(2)}, Sp={we Q; u,(x) = 1+4u,(w)} che soddisfano

alla relazione
(10)° ; 8pc Oy, Supc .

Indicando con L* 'operatore alle derivate parziali associato alla forma at,
in Oy risulta L*wu, == f,; pertanto, sfruttando il teoremsa di De Giorgi-Nash-
Moser possiamo aftermare che w.(@) € €5(C,), k = 1, 2, 3, dove § dipende dalla
norma in L*(Q) dei coefficienti di L*. Siano poi O, e C, due aperti tali che
8uc O, cc Gy, Syyc Cycc €y e sia @i, o, @, @oy una partizione €= dell’uniti
subordinata al ricoprimento di 2: C, 02/0;, 0s/C,, C. Cy. Introdotto poi
il nuovo ostacolo y, = @y(1 4 ) + (1 -+ uz) + @1 4 ) + @us(l F U\ s),

si pud dimostrare che u, & soluzione della disequazione variazionale
@, w— )<<y, w— vy Ve HYD), v<yy,
(11) «
uw, € H(Q), Uy <Yy -
Per le ipotesi (8), (9) e poiché y, e ¥#({3) possiamo affermaré (cfr. [3],) che
%, € €+(02), dove « dipende da f e dalla norma in L=(2) dei coefficienti di L.
In modo analogo si giunge allo stesso risultato per u. e u,. '
© Con ragionamenti del tutto simili si pud poi dimostrare il seguehte '
~.Teorema 1.2. Siano verificaie le ipotesi (2), (3), (8) ed inoltre risulti
(12) fulw) € L7(£2) r>nN,

allora esiste un numero p,> 2, tale che Vp, 2 <p<p, si abbia

(13) - B '@k(m)ewgm(.o)x.
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Dim. Dopo aver osservato che per I'ipotesi (12) ux(#) & continua (cfr. [7])
si procede come nella dimostrazione precedente, affermando (efr. [8]) che
dpe > 2 tale che Vp, 2 < p<p,, risulti u, € Wor(C)).

Allora Yostacolo ;€ Wr»(L2) e pertanto possiamo concludere (cfr. [3])
che la soluzione u,(z) della disequazione variazionale (11) appartiene a Wy?(Q).

2 — Supponendo ora che i coefficienti af(x), af(z), af(x) siano periodici
di periodo Y, consideriamo, Ye > 0, le disequazioni quasi-variazionali (6); se
i coefficienti appartengono a L=({2) per il Teorema 1 le loro soluzioni {uxs(2)}
sono tutte hoélderiane eon lo stesso esponente «; possiamo dunque affermare
che esiste una sottosuccessione, che chiameremo per semplicitd ancora con lo
stesso nome, convergente uniformemente in £ verso una funzione u,(x) che
& evidentemente soluzione della (7)

(14) 111101 Ure(®) == Uy () uniformemente in 2.
£=>

Considerando, al solito, N = 3, introduciamo, Ye, gli insiemi

Cre={w€Q; we<<1 -+ A ic} , 8o ={2€ D5 e =1+ s},

1%k

S = {w€ 25 uge = 1 + e}, Stage = Sze M Sae

e, fissato h opportuno, gli insiemi
Cun={me Q; urp<1 —{—li\ Uy~ B}, Sizn = {26 Q5 t1g>1 + up— I},
®

Sian = {a:e g? Uyo > 1 - Uge— h} y S1zsn == S1an O Sias -

Per la (14) possiamo affermare che, almeno per ¢ abbastanza piccolo, risulta

(15) Cred Cun s
poiché si ha wpe— B2 < o<1+ Atp—h<<l -+ A Ue— hf2, ¢ quindi u.
< 1 + /\ Uge. 1#k 1#k

1#£k

Indicando con LX gli operatori differenziali associati alle forme a¥*(u, v)
negli insiemi €, valgono le equazioni

(16) quke =,

vhe continuano evidentemente ad essere valide anche negli insiemi C., che
non dipendono da &.
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Dimostriamo ora che risnlta
(17 8101 C Cop S € Cy, .

Infatti in 8y si ha #,>1 -+ 4,— b e quindi

Up<Uy— 1+ h<<y— h<] -+ U AUs— h
<1k (U — 1 AAuy— <1+ wAu,— b,

Siano poi gli insiemi 8,u,C C,y, CC Cary Sy C Oy cC Cpy € sian @y, s, @5, @25 UNA
partizione €< dell’unitd subordinata al ricoprimento aperto di: Oy, Cy/ O;,”

Can/ Gém O Oy,

Introdotto il nuovo ostacolo

(18) Pie = @u(1 4 wge) -+ @a(1 - uge) + @s(1 + Uge) F @aa(1 - Uge A Uge) y

dimostriamo che u, soddisfa, Ve > 0, alla disequazione variazionale

a,;(’qu, Use= V) < {fry Ure— 0D, Une < YPie
(19) |
e € Hy(Q) Yoe Hy(2) Yo<ye.

Infatti dalla (18) segue immediatamente Ure < Pre. Inoltre in Oy vale Pequa-
zione

(20) - Lyte = fy

" quindi in C,.v pud essere arbitraria. Per dimostrare allora la (20) basterdy
verificare che in Sy U 8y risulta

(21) 'l/)le = 7L15 .

Infatti i punti di Size U Sy, non appartenendo a (e, non appartengono nem-
meno a Oy; quindi in 8, U Sye si ha @, = 0. Inoltre i punti di Sy.e/Stase, in
cui risulta %e =1 4 #5e, #e<<1 -+ ;e nON PoOSSONO appartenere, per la (1.), a
Cn/Cy, In cui risulta invece ay<< 1 - wyy— h.
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Pertanto in Spe/Sime: i ha @3 =10 ¢ = (@: -+ @o3) %1e = e poichd si ha
anche g << Uge.

Con ragionamenti del tutto analoghi si pud dimostrare che la (21) & valida
anche nei punti di Sye/Siose.

Nei punti di Sy si ha infine ¢, = @, = 0, poiché in tali punti risulta
the =1 -F Use, thye =1 4 g, ¢ quindi, per la (15), non possono essere veri-
ficate le disuguaglianze u, <1 - Ug— by 23 < 1 - Uy — b, valide rispettiva-
mente nei punti di Cy/C,, e Cw/C,,. Allora in Sy si ha % = 4, e quindi
Pre = Pag(1 - Une) = Use. -

Potremo ora dimostrare il primo dei teoremi di approssimazione, valido
in caso di coefficienti regolari. : :

Teorema 2.1. QSiano valide le ipotesi (2), (3) ¢ siano inoltre verificate le
sequenti condizion?

(22) al(), @), difz) € CHG),

(23) o fule) e I7(Q) r>N;

allora risulta
/< K 8«/(3*-2+3a) se N > 3

= Atre=thol® e B<1 N=3
o < Kef 0< f< se N=3,

dove « ¢ Desponente di Holder del teorema di De Giorgi-Nash, relativo a L7(Q)
ed ai coefficientt a,;(x).

Dim. Considerando, al solito, N = 3, introduciamo Postacolo

1= (1 + Use) + Pa1 + ta0) -+ Pa(1 + 20) + Pas(1 - Uag A thso)
e consideriamo la disequazione variazionale

(16, 16— V) < {fry W1e— V>, W1 <Yy,
(25) |
we€HWQ)  VYoeH)Q) Yo<y,.

Poiché p, & regolare, essendo costrunito mediante le soluzioni in Oy, di equa-
zioni a coefficienti costanti, possiamo affermare, (cfr. [4]) ‘

(26) : ]lee_ um"vx’(!_»?) <K, M —2taa) -
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Dalle (25) e (19) si ha poi
(27)  Jwwxe— “HULOO(:S) <y 1/’1€”L°°(5)
< [ ttae— tao] yoogoy | -+ e a0 soogo,ny I [ Use— tao]f ooy -
Ricordando che in €, valgdno' le equazioni (16) possiamo affermare (cfr. [4])
(28) [9tie~ a0 oo(g,,y <Ko%
con K, eventualmente dipendente da h.
Dalle (26), (27), (28) segue allora la prima delle (24).

Ragionamenti del tutto analoghi si possono seguire per dimostrare anche
la seconda.

Dimostreremo infine il secondo teorema di approssimazione.

Teorema 2.2. Siano valide le ipotesi (2), (3), e siano wverificate le
seguenti condiziont

(29) a(w), ai(a), k@) e L(D),
(30)  lak(o + )= a(@) | tiey + (e + ) — @0 | oy
ol D d@ <Ml 0<p<),

con’ p* = p,/(p,— 2), dove p, ¢ Pesponente di Mayer relativo agli operatori L*;
allore risulia ‘ ‘

(31) : o . Hrlll’k‘é‘r;b_’[(,ko ”Leo(ﬁ)gker ,
con
B Y

$B2) oo TTESY - N —21—y) ’
dove-s= a|2(N— 2 4 3a), N>3 ¢ s<1/6, N =2; y = a?/2.
Dim. Introducendo ancora la disequazione (25) si ottiene (cfr. [47)

Jore— Uyq ”Lm'/_'\*—z(g) < gfhHh



56

A. TARSI SANTOLINI [8]

Poiché inoltre Postacolo v, € ¥(2) si ha anche (efr. [3]s)

”wle“c?'(!?)’ ”um"o?’(ﬁ) <L, con y = a2,

Di qui si ricava allora

(83)

lere— %o soo(m <ki&™,

e dalla (28) si ricava la (31).

(1]

(2]

(31

[4]

(5]

[6]

7

(8]
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M.

M.

M.

N.
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Summary
We prove hélderian regularity and Wi regularity Jor the solutions of a linear quasi-

variational inequality, with homogeneization estimates both for regular and bounded ir-
regular coefficients.
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