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MARIO GIONFRIDDO (%)

Sul parametro 4.(¢) d’un grafo L.-colorabile

e problemi relativi (*¥)

1~ 8ia G = (V, 8) un ¢grafo non orientato. Fissato se IV, s'indicherd con
ye il numero s-eromatico di G ([101],, p. 54), con d, la sua s-densitd (1), con el
il suo grafo complementare, con G il grafo tale che V(G*) = V(@) e {x,y}
€ 8(G°) se e solo se d(w, y)<s in G ([7], p. 14).

Posto A, = y,— d,, in 2 si proverd che per ogni h € N esiste almeno un
grafo &, tale che A,(G,) = h. Tale risultato si ricollega ad altri precedente-
mente ottenuti in [6],,, € ad un problema ivi deseritto. In 3 verranno, inoltre,
segnalati alcuni problemi relativi a grafi L,.-colorabili [10],.

Se r € R, g’indicherd con [r] il massimo intero non maggiore di r, con [+}*
il minimo intero non minove di 7.

2 — Teorvema 2.1. Per ogni he N esiste almeno un grafo G, tale che
Aﬁ(Gh) = h'

Dim. Supponiamo h>3. Siano allora:
K, un grafo completo di ordine & con V(K,) = {2, @, ..., @};

K, un grafo bipartito completo, bipartito in Y = {y;, %5, ..., .} ed in
Z = {2y, 2y, ey 2};

K:'h il grafo che si ottiene da K, , con la soppressione degli spigoli {y:, 2,,11)»

per i=1,2, ..,k (2); ‘

(*) Indirizzo: Seminario Matematico, Cittd Universitaria, 95125 Catania, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.8.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 1-X-1979.
(*) dy = max{|X|: XCV, diam X <s}.
(*) ¥'intende di porre 4 + w =7 nel caso ¢ fu =l -+4, e i—w="n -+ (i—wu
nel caso ¢ — u <0,
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Ky, un grafo completo di ordine 5h con V(Ky) = U4d;, 4;={a;,: i=1,2,
oy B} =

J, il grafo tale che
T/r(ﬁfh) = ‘IFY(I(h) U ]f(Kh,h) El
/2
S(T) = 8(K) U S(K,S) U U{wn y, o, 237} 5
i=1

Z, il grafo che si ottiene da K, con la soppressione degli spigoli

h)
{a'l,iy “4,1;.1} , {“2,:’, as,z‘_1+[h/2]*} y {a'a,z', axx,i_'.} ’ {“3,:’7 Q5,515
(1) { {
(@ iy Quif s {Gaiy aegn} s Aoy Gsimvppsy s (@505 Gs i)y

per i =1,2,..., k(3.

Osserviamo che in J), si ha YieN,={1,2, ..., }

(2), d(@,, v) <2 Yoe V(Jy),

N
Lo

. Vo e I/Y(Jh), V£ Ziplng2]
(2) dy:, )
per v = zi-}-[h/i!] 3

Lo

V'U € Vr(ﬁfh)j (E= g/i_;.[h/ﬂ*

AN

(2)s d(z:, v)

N ||/\

[
o

per v = Y ) -

Segue che il grafo J » risulta formato dai 3h vertici @y, @y, ..., @y Yoy Yoy oovy Yoy

2
2

21y Zay ey 2 © dagli spigoli {y;, 2,0y} PEr i=1,2, ..., h (%).
Inoltre, essendo in Z,

(3) d(x, 7)< 2 Yz, m)ed; x4,;, Y(i,j)eN:,

il grafo Z} risulta essere isomorfo ad un grafo completo con 5k vertici e, quindi,
z2 formato dai 5h vertici isolati a; ;.

Consideriamo, adesso, il grafo &, tale che
V(G = V(W) VU V(Z,), S8(G) = 8(J) U S(Z)yv T,
dove

11

Il

U {{wh a'S,i}a {yi) a’l,i}) {ziy a’z,i}} .

€Ny
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Si pud constatare che il grafo G, cosl definito, & di ordine 8k e che in esso
oltre le (2) ¢ la (3) sussistono, Vi e IV, (2), anche le seguenti

; . ' . 4,4 —1
<2 YU,k eN;xN, (4, k) < (,’ z_*‘ )
7 (5,1 —1)
(4)1 (7(.’73” a":’,k) \\ o (4 i—1 )
— Ay {2 1A — b s
=3 per (j, k) =< 5,i—1),
<2 Y4, k) e Ny, xN, i, k) (4,1 —1
(4)s Ay, a5, 0 #) v R )

I
w

per (j, k) = (4,1 —1),

2 VG, B eNs XNy (G, k) 7 (5,1 — 1+ [B[2])
3 per (j, k) = (5, i—1 4[R2 .

NN
A

l

(4)s d(z,-, ai,k)

Dalle (2), (3), (4) segue che il grafo G} pud essere ottenuto a partire dal
grafo completo Ky, tale che V{Kg) = V(G,), con la soppressione degli spi-
goli, Yie N, (%),

fg, aia},  {r a0, Yoy 2iepna) s
(5)

W tain) s {2 Gmqppert s {20 Yorwpr)

¢ che, quindi, ¢ ¢ formato dai 3k vertici isolati a;;, j =1,2,3,¢=1,2, ..., h,
e da h componenti connesse W, ognuna isomorfa a € (ciclo di 5 vertici), tali
che Yie N, (?)

V(W) = {4l‘,~, Oy, i 19 Yiy Riglnjaly as,i_l} s

S(W;) = {{-’Di, “4,1'._1}, {%,i-x,?/i}, {’J;’i, zz’+[h/2]}, {zi+[lL/2]7 a‘s,z’-—l} {wn a’s,z—l}}-

Fatte queste considerazioni, dimostriamo che

(6) dy(Gy) = 5h,
(7) 'yg(Gh) = 6h y
(8) Ao(G) = h .

Essendo A,(G,) = y,(Gh) — dy(G4), basterd provare la (6) ¢ la (7).

Consideriamo il grafo G* ed osserviamo che se u, » sono due vertici non
adiacenti in G? allora si ha d(u, v)<2 in @,. Dunque se A = {®,, @, ..., @)}
U {4y Yoy ey Yip U AU A, U 4y, si ha ACTV(G,) e diam A<2 in @,. Pro-
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viamo che |4]|=d,. Infatti se BC V(G,) & tale che diam B<2 (s’intende
in @), allora necessariamente si ha

A
VieN, |[BNV(W)|<2, dacui |UBnV(W)|<2h,

§=1

e quindi essendo

b
V(@) —UV(W)=4,0d,04d,, |4,U4,UAd|=3h,
=1
si ha |B|<Bh. Dunque dy(&,) = 5h.
Dimostriamo, adesso, la (7). Osserviamo che se K ¢ una IL,-colorazione
di G, dev’essere

(0 K4, U d,ud)=14,0 4,0 4;],
(1) K(4,0 4,V A,,)QQK(V(W,-)) =0,
(IIT) E(V(W)) NE(V(W,)) =0, Yi,jeN,, is&],
(IV) IK(V(W))|>3 VieN,.

Dalle (I), ..., (IV), essendo |4, U 4,U A;| = 3h, si ha |K(V(&))|>6h. Poi-
che Papplicazione I: V(G,) — O (insieme di eolori) tale che

K(.AIU Agu A3) = {“1’ “2’ ceey 063,,} 3 _K(.’E,) = I{(as','_l) = ﬁi 3
K(y:)) = K(as ia) =y, VieN, (%), K (2:) = poe

¢ una colorazione L, di @, mediante 6% colori, si ha la (7).

Per completare la dimostrazione del teorema, bisogna esaminare i casi in
cul @ h=1 o k= 2. In [6], ed in [6], abbiamo spesso riportato grafi G tali
che 4,(@) =1 o 4,(G) = 2. Vogliamo qui considerare i grafi @, e G, tali che

() Gy~ 0, (ciclo di 7 vertiei),
(D) V(@) = {&1, @y, ..y Bra}, S(G) = {{wi) Bya) PO i=1,2,..,9,
{mnwm}y {ml, x4}a {%, ‘”9}; {553, .'L'B}, {wsa mu}y {”10, 9011}}-
Per quanto provato in [6],, si ha A{(Gy) = 1, 4,(G,) = 2, inoltre per ogni

grafo G = (V, 8) tale che [V(G)| < |V(G)]|, 1=1,2, si ha A,(G) < A,(GF,)
(efr. [6],, n. 5).
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Dal Teor. 2.1 si ha che
(9) sup 4,(6) = + oo.
3 — In questo numero esponiamo alecuni problemi, ancora aperti, relativi
a grafi L,-colorabili.

(1) In [10], T. Speranza aveva segnalato il problema dello studio del
numero s-cromatico d’un grafo planare (o, pitt in generale, tracciabile su una
assegnata superficie). A questo proposito, in [6], avevamo provato che

—1)/2F - (b -1
(10) YieN, V¥s>3, 3@ planare yszds—{—[[(s b ;]) (h )]*,

p

dalla quale, posto A, = y,— d,, si ha che
(11) Vs>3 , sup 4(F) = -+ oo, @ planare .

In [6], avevamo anche fornito P’esistenza di grafi @ planari tali che A (@)= 0,
Ao(G) =1, Ay(@) = 2, ed avevamo inoltre segnalato la difficoltd di trovare
grafi, planari o no, tali che A,(G)> 2. La successione di grafi {G3},en, consi-
derata nel Teor. 2.1, & costituita da grafi che per >3 sono non planari e tali
che 4(G,) = h, Yh e N. Rimane, dunque, aperto il problema seguente: « Deter-
minare il sup Ao(G), per G planare; in particolare determinare, se esiste, per
ogni h>3 almeno un grafo planare tale che A,(Q) = h».

(2) Un altro problema che riteniamo interessante e che affronteremo in
seguito ¢ quello della determinazione, per ogni (s, h) e N?, det parametri vy(h)
d,(h), ms(h), cost definiti:

H

v,(h) = min {ve N: Y& = (V, §) tale che | V(&) | <<v si abbia 4,(G) <},
do(h) = min {ve N: Y& = (V, 8) tale che | V(G)|— d,(G) < si abbia A(G) <R},
my(h) =min {ve N: Y& = (V, 8) tale che |8(&)|<v si abbia A,(G)< k.

Osserviamo che, per il teor. 3.1 di [6], ed il Teor. 2.1, tali parametri esi-
stono per ogni (s, h) € N2, Piul esattamente si ha Vs>38, Yhe N, s dispari
v ()< (b 4 1)((8s 4 1)/2), dhY<(h 4 1)s, my(h)<h(3s - 1); s pari o,(h)
<(h 4+ 1)(38/2) + 2k, OJh)<(h -+ 1)s -+ R, m,(h)<h(3s 4 4)— 2.

In particolare, per aleuni rigultati ottenuti in [6]; ed in [6], e per il Teor. 2.1,
st ha v,(1) = 7, 6x(1) = 3, my(1) = T, 0,(2) = 11, 0,(2) = 6, my(2)<15, vy(R)
< 8hy 0,(h) <3, my(h) <1302, Yh>3.
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(3) Siano a>1, b>1, ¢>0, s>1. Se esiste un grafo @ ed una sua L,-colo-

razione tali che y,(G) = a, d,(G) = b, max |[ ()| = ¢, ze V(G) (*), diremo che
(a, b, ¢) & una Lsferna che indicheremo con I'(6, L,) = (a, b, ¢).

Se v(a, b, ¢) = min {ve N: 37(G, L,) = (a, b, ¢) con |V(&)|= v}, si pone il

problema di trovare per quali terne (a, b, ¢) esiste v(a, b, ¢) e, in tali cast, di
determinarne il valore.

Osserviamo che problemi analoghi, ma solo per s = 1, sono stati affron-

tati in [6]. In tale lavoro, Pautore propone inoltre due congetture relative ai
parametri a, b, ¢, v(a, b, ¢).

(1]

(2]

(3]

[4]

[3]

[6]

(7]
(8]

=
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Summary

We present a result concerning the s-chromatic number (see [181,) of a graph. In
particular, we show that for every positive integer h there exists a graph G, such that
Ao(Gy) = h, where A(G,) is the difference between the s-chromatic number of G, and the
clique number of G5. PFinally, we slate some problems concerning L,-colowrable graphs.






