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F. AMaTo (%)

Variétés lorentziennes de dimension paire

structurées par une connexion invariante involutive (**)

Soit (M, g) une variété lorentzienne paracompacte de dimension paire 2n-1-2
et soit T,(M) espace tangent en chaque point p € M.

On peut décomposer T,(M) suivant T, (M) = 3#,D S, ol 3£, et 8, sont
respectivement un 2-plan hyperbolique et un 2n-plan spatial. Une connexion
V déterminée par g est dite inwariante involutive (et notée par V,) si tous les
vecteurs de la base vectorielle {£;4 =1,2,...,2n -+ 2} d’un repére quasi
orthonormée Q € Q(M) (Q(M): fibré des repéres quasi-orthonormée de M) sont
quasi-concourants (dans le sens de R. Rosca [7];) par rapport & un certain
chamyp vectoriel X e T,(M).

Le premier groupe d’équations de structure met alors en évidence une
1-forme « € T:(M ) qui est nécessairement fermée. Lie champ X et la forme o
sont appelés respectivement le champ principal et le Pfaffien principal associés
4 la connexion V.

Une pareille connexion constitue une généralisation étendue aux variétés
lorentziennes de la connexion conforme plate de R. Rosca [7], (on retrouve la
propriété mise en évidence dans [7), que V; induit sur M une structure con-
forme symplectique OS,(n--1, R) = (2, «) ayant « pour convecteur de Lee). Sip
est Pisomorphisme de fibrés défini par £ le champ vectoriel ¥ = p(x) est
un automorphisme infinitesimal de 2 et en outre toutes les formes de con-
nexion sur Q(M) sont des relations intégrales d’invariances pour X.

On convient de noter la variété M en jeu par M(X, «, £, g) et il est prouvé

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 98100 Messina, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 7-IX-1979.
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entre autres que si X est paralléle, alors

(a) la forme de soudure dp de M est invariante par X;

(b) X est une section invariante pour le fibré du second ordre @Q.(M) et
est une homothétie infinitesimale pour 2;

(e) la courbure scalaire B de M est la constante positive 2n(2n--1))| X

K

Toute distribution D de T',(M) étant involutive on étudie ensuite au n. 4
les sous-variétés de M(X, «, 2,¢). On a les 3 types d’immersions suivantes:

(a) L’immersion propre z: M, — M ou M, est une surface hyperbolique
tangente a £,; celle-ci est totalement ombilicale.

(b) I’immersion propre z: M, —~M ot M, est une variété spatiale (de
dimension 2n) tangent & S,; celle-ci est totalement ombilicale et le vecteur
de courbure moyenne associé a x est la restriction a M, de la composante
normale de X.

(c) Les immersions impropres suivant lesquelles en chaque point il existe
un couple d’hypersurfaces co-isotropes ombilicales. ‘

Enfin on peut déterminer sur le fibré tangent T'M de M(X, «, Q2,g) un
systeme mécanique 4 [2] dont la forme fondamentale est finslerienne et dont
le systéme dynamique associé & 4 est un spray sur M.

1 - Soit (M, g) une variété lorentzienne de dimension paire 2n 4 2 et
soit T,(M) I’espace tangent a M en p e M. On peut décomposer 'espace T,(M)
de la facon suivante [3]

(1.1) TAM) = D S, .

Dans (1.1) 5%, et §, sont respectivement un 2-plan hyperbolique et un
2n-plan spatial.

H, est déterminé par deux vecteurs isotropes réels &, et &,,.,, qui avee
les 2n vecteurs spatiaux &, (2<a<2n-41) forment une base vectorielle quasi-
orthonorm ée.

Cette base est normée et Pon a [7],

(1.2) <§1, §2n+2> =1, <§a7 = — 5; .

Si Q(M) esb le fibré des repéres quasi-orthonormées de M, alors la forme
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de soudure sur Q(M), les équations de la connexion V ef les équations de
structure (E. Cartan) s’écrivent sous forme symbolique

(1.3) dp = a® §&;

(1.4) VE=0R¢& (0 = 0;: formes de connexions sur Q(M));
(1.5) dAo = — O\« (dA: différentiation extérieure);
(1.6) dAD = —0A0 + O (@ = @3: 2-formes de courbure) .

A Paide de (1.2) on déduit de (1.4)

0; + 0t =0, 0" 4+ 60; =0 (a,b=2,..., 20+ 1),
1.7)

2n+2 _ na a . nt
6(1 - 61 Y 62n+2 - 0(; °

2 — Dans [8] on a étudié une connexion, telle que toute distribution D
de T,(M) était involutive. Dans le présent ouvrage nous arrivons & un nouveau
type de connexion involutive de la maniére suivante. Soit X € 7,(M) un champ
vectoriel tangent & M. Supposons que tous les vecteurs de la base @ soient
quasti-concourants (dans le sens de R. Rosca [7]) par rapport 4 X. Compte
tenu de (1.2) et (1.4) cefte propriété s’exprime par

(2.1) Vé=tdptoarr@X, Véo=tomAp+at @ X, V&=t dp—or® X.

On déduit & Paide (1.4)

0F = t 0%t 1§ o, 0; = toot + tyuypa?,
(2.2)

0¢ =ty o0 — 1,02, 0! = {0t — By 0 0%+,
(2-3) X = ztaéu_ t2n+2§1 — t1§2n+2 .

Eu égard & (2.2) les équations deviennent
(2.4) dAaet = apat ol (2.5) = > to* € A(M),
et les équations (2.4) montrent aussitdt que toute distribution D de T,(M)

est involutive. Nous conviendrons d’appeler suivant R. Rosca [7], le champ
vectoriel X et la 1-forme « respectivement le champ principal et le Pfaffien
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principal associés & la connexion involutive définie par (2.2). La différentiation
extérieure des équations (2.4) prouve par des considérations élémentaires que
I'on doit avoir

(2.6) dpo = 0.

Conformément & (1.2) et (2.3) on a

(2.7 (X2 = 2ty — D (1) = 13, (2.8) ofX)=1dyo= — 2
Introduisons la 2-forme presque symplectique
(2.9) 0 = a'Aa® + ...+ a2t e AXM) .
A Taide de (2.4) on déduit immédiatement par differentiation extérieure
(2.10) AAR = 2«N Q.

Ainsi la connexion (2.2) induit sur M une structure conforme symplectique
C8,(n + 1, B) ayant 2« pour covecteur de Lee.

Nous conviendrons de noter une variété lorentzienne structurée par une
connexion (2.2), par M(X, «, 2, ¢9) ou X, «, 2 sont les tenseurs de structure
et g la métrique de I.

Soit wu: TM —T*M; Z —i,Q, Visomorphisme de fibrés défini par Q.

En posant

(2.11) Y= ,u_l(fx) = ts 52 - t2§3 + + tan.;_1£2n - t2n §2n+1 + t2n+2 51 - t1§2n+2 ’

et eu égard a (2.6) et (2.10) et en remarquant que «(¥Y) = 0, il vient L,Q = 0.
Ainsi le champ u~Y(e) est un automorphisme infinitesimal de Q (L,: dérivée de
Lie dans la direction Z).

Remarquons aussi que l'on a

(2.12) LX) = 0.
On peut donec dire que toutes les formes de connexion du fibré Q(3) sont
des relations intégrales d’invariance pour le champ principal X.

En convenant d’appeler la connexion définie par (2.2) une connexion inva-
riante involutive (abr. ¢. i. involutive et notée par V,) nous avons la

Proposition. Soit M(X, «, £2, g) une variété lorentzienne de dimension
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paire structurée par une c.i. involutive V, et soient X et « le champ prin-
cipal et le Pfaffien principal associés & V..
Alors on a les propriétés suivantes:

(a) Toute distribution de lespace tangent 7,(M) est involutive.

(b) X est une relation intégrale d’invariance pour toutes les formes de
connexion du fibré Q(M).

(e) V,induit sur M une structure conforme symplectique 0S,(n--1, R)
= (£, ) ayant 2« pour covecteur de Lee.

(d) Le champ Y = pz) dual de « par rapport & £ est un automor-
phisme infinitesimal de £.

3 — Bxprimons que le champ X est une section locale inwvariante sur M
(dans le sens de Lichnerowicz [6]).

On devra écrire
(3.1) Lyat =0,
et compte tenu de (2.4) et (2.8) on déduit

(3.2) A,=trarftya, dby=— e fla, dlya=— 120! - laad.

La différentiation extérieure des équations (3.2) montre que la condition
nécessaire et suffisante que le systéme (3.2) soit fermé est

(3.3) 1? = const. < [X|* = const.
D’autre part eu égard & (2.1) on a en général
(84) VI=—10dp +a®@X + DAt b — AUybona— Aonn b,
et & l'aide de (3.2), on trouve
(3.5) VX=0.
Ainsi si X est une section locale invariante sur M alors il est nécessairement
paralléle. Il est facile de voir que la réciproque est également vrai.

Une c.i. involutive pour laquelle le champ X est paralléle sera dénommée
une c.i. involutive paralléle (noteé par V,,).
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Dans ces conditions on trouve aprés caleul

AAO = 20\ 0F + 282 ot Ace2nte, AA0; = 20N\ 0 — 2620l A\ acs,
(3.6)
AND = 2a\0F — 26202 2p e, AAGY = 20 A0 + 21200 A oo,

et compte tenu de (2.11) il vient
(3.7) L0 =0,
Par conséquent toutes les formes de connexion 6% sont des invariants intégraux
absolus de X. Mais la 1-forme canonique 6 sur le fibré des repéres quasi-
orthonormés du second ordre Qy(M) étant 0 = '@ &+ Y, , 05® B, on
peut dire encore que X est une section locale tnvarianie sur Q.(M).

D’autre part de (2.1) et (3.5) on déduit
(3.8) Lyéy=0.

Par conséquent, en vertu de (3.1), on a

Lydp = Iya' ® &4+ o' @ Lyés = 0 ’

et la forme de soudure dp est imvariante par X.

De plus on trouve
(3.9) iy Q= — 0} 0 0L L0 =4,
et, eu égard & (3.7), (2.10) et (2.8), on obtient aprés caleul
(3.10) Ly =220,
Mais ¢* étant une constante, P’équation (3.10) montre que X définie une homo-
thétie infinitésimale sur M.

En faisant usage de (1.6) et & l'aide de (3.6) on déduit que les 2-formes
de courbure @4 sont exprimées par

O: = a\O; + Bat At = — O, O = apO! — 2alAas,
(3.11)
OF = aN\OF — tPattiAal, O = a0 - t2od At
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Un calewl rapide donne
(3.12) dN@: =0,

et puisque dim.XKer O3 £ 0, on peut dire que toutes les formes @ sont pré-
symplectiques.

On vérifie aussi sur (3.11) que les premiéres (¥ a'AO% = 0) et secondes
(ANO; + 3 OINOL— S 05705 = 0) identités de Bianchi sont satisfaites.

De (3.11) on trouve que les composantes I2,, du tenseur de Ricci R,, sont
exprimées par

(3.13) Ry = Fonyoonge = 20(8* ~ {1 lsnya) Roo =202+ 1) .
On déduit de 14 que la courbure scalaire R = > R,, est donnée par

(3.14) R=2n2n -+ 1)1* = 20(2n -+ 1) X |
On peut done énoncer la

Proposition. 8i le vecteur principal X d’une variété lorentzienne
M(X, a, 2, ¢g) structurée par une connexion V, est paralléle, alors on a les
propriétés suivantes:

(a) La forme de soudure dp de M est invariante par X.

(b) X est une section invaﬁante pour le fibré du second ordre Q.(M).
(e) | X| est constant, et X est une homothétie infinitesimale pour £.
(d) La courbure scalaire B de M est la constante positive 2n(2n-41)] X |2
(e) Les 2-formes de courbures sur le fibré Q(M) sont toutes pre-symplec-

tiques.

4 — Toute distribution D de T,(M) étant involutive, considérons en pre”
mier lieu 'immersion z: M, — M ot M, est une surface tangente a 5#,. Une
pareille surface est définie par

(4.1) wt =0

(pour des raisons de simplicité nous conviendrons de noter les éléments induits
par toute immersion avec les mémes lettres).
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En nous rapportant & (2.1), on voit que toutes les dérivées covariantes des
sections normales &, sont conformes & dp. Les secondes formes fondamen-
tales I, associées & Pimmersion étant comme on sait I, = — {dp, V&> on a
l, = — t,{dp, dp>. Ainsi Dlimmersion 2: M, — M est totalement ombilicale.
A Taide de (3.10) on trouve que la courbure gaussienne K de M, est
K =— 3% (t,)% Mais Vimmersion z: M, — M implique la décomposition

(4.2) XM, = X,/M,® X, | M, ,

ou X/M,, X,/M, et X [M, sont respectivement la restrietion & M, de X, la
composante tangentielle et la composante normale de X/M,.

On voit facilement que K = | X,/M,||?; mais X,/M, étant un vecteur genre
espace, il suit que K est négative. D’autre part la 1-forme de courbure moyenne
@ [1] associée & x: M, — M est la forme vectorielle

(43) D = “2n+2® §2n+2 — “1® 51

(elle s’obtient & partir de la forme de soudure de M,, aumoyen du star iso-
morphisme). On a

(4.4) dAD = 2(c N2 R H

o H est le vecteur de courbure moyenne (ou de vecteur de Bompiani) asso-
cié & .

A Yaide de (2.1) on trove H = X,/ M, .

Soit en second lieu x: M, — M, Pimmersion de la variété spatiale M, tan-
gente & §,. Par des considérations analogues aux précédentes on trouve que
M est aussi totalement ombilicale. Si X /M, est la restriction & M, du champ
principal X on a la décomposition

(4.5) XM, = XJM,® X\M,,
ot X, /M, et X,/M, sont respectivement la composante tangentielle et la com-

posante normale de X/M,. Ici la (2n — 1)-forme de courbure moyenne est
la forme vectorielle

(4.6) D=3 (— 1) PP\ NG AR &,
(": signifie mission).

La différentiation extérieure de @ montre que le vecteur de courbure moyenne
associé & x est X,/H,.
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Enfin les covecteurs isotropes o' et «?7*? étant conformément & (2.4) eux
aussi completement intégrables, il suit que comme dans [8], M est feuilletée
par un couple d’hypersurfaces co-isotropes presque ombilicales (dans le sens de
R. Rosca [7];). Considérons p.ex Phypersurfaces co-isotrope M définie par
wt = 0,

Alors le vecteur isotrope &, (qui est situé dans le plan tangent & M) est
le vecteur normal associé & l'immersion impropre »: M, — M.

De (2.1) on déduit

(4.7) Vé =1, dp,

et cette équation montre que le vecteur &, est concourant. D’autre part &,
étant aussi tangent & M,, on a: L, a®A...Aa* = (div &)(eA... Ao®™t) et &
Paide de (2.4), on trouve div & = 2nt;. Mais le 2n-forme de courbure moyenne
est iel

(4.8) D = (A... AN )R &y,

et par différentiation extérieure il vient H = #, = div§,/2n.

La différentiation de I’hypersurface co-isotrope définie par a«' = 0 donne
des résultats analogues. On a donc la

Proposition. Soit M(X, «, £, g) une variété lorentzienne structurée par
une c.i. involutive et soit 7,(M) = 5#°,D S, Pespace tangent en chaque poin

pe M. Toute distribution de T,(HM) étant involutive on est amené & consi-
dérer 3 types d’immersions:

(a) L’immersion propre x: M, — M oit M, est une surface hyperbolique
tangent & H,; celle-ci est totalement ombilicale et le vecteur de courbure
moyenne associé & @ est la composante normale X /M, de la valeur induite
du champ principal; en outre la courbure gaussienne de M, est négative ef
est égale au carré de la norme du vecteur de courbure moyenne.

(b) L’immersion propre x: M, — M ol M, est une variété spatiale (de

N

dimension 2n) tangente & 8,; celle-ci est totalement ombilicale et le vecteur

- de courbure moyenne associé & x est la restriction & M, de la composante
normale X, du chamyp principal X.

(¢) Les immersions impropres suivant lesquelles, en chaque point il existe
un couple d’hypersurfaces co-isofropes presque ombilicales; la courbure
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moyenne scalaire de chacune de ces hypersurfaces est égale (& une constante
preés) & la divergence du champ isotrope tangent.

5 — Soit M(X, &, 2, g) une variété lorentzienne structurée par une e.i.

involutive et & champ principal X paralléle et soit ZM la variété fibré tangent.
Notons par

(5.1) ¢ = sz%eF(TM),

(7(TM): ensemble des champs de vecteurs sur 7M ) le champ canowique (ou
de Liouville) sur 7'M et soit la fonction 7 e C*°(7TM) définie par

(52) T = % (fva)2__ Dl p2nte

Si d, est Vopérateur de différentiation verticale (d, est une antidérivation de
degré 1 de lalgébre A(TH)[2]) on déduit de (5.2)

(5.3) 4,7 = 2 = Z‘a Pt — pnt2yl gl glnt2
Si nous posons I/ = dAZ, on trouve & aide de (2.4)
(5.4) II =3, dvipot — dvertpal — Aot Ao+ - aA L.
La 2-forme I7 est visiblement de rang 4n -+ 4; c’est donc une forme symplec-
tique ewacte; plus précisement c’est la forme de Cartan relative & 7' [4].
8i 4, est Dopérateur de dérivation verticale (¢, est une dérivation de degré
zéro de lalgébre A(TM) [2]), on trouve aprés calcul
(5.5) LJ =11, i1l = 0.
Ainsi les équations (5.5) montrent que la forme I7 est finslerienne. Si ()°

est Popérateur de relévement wertical [5] dans I (T M) (( ) est un endomor-
phisme différentiel vertical), on a

8 2 2
(5.6) Xt = —tanpa Go1 — ta Gpanes + 2ata Gy -
Eu égard a (5.4), il vient

(5.7) ipdl = o => LT =0,
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et par conséquent X* est un awtomorphisme infinitesimal de IT. De méme
soit ¥v le relevement vertical du champ Y défini par (2.11). On trouve en
nous rapportant 4 (3.9)

(5.8) Tl = — f = — u(X).
Introduisons la 1-forme semi-basique = = T«. On a en vertu de (2.6)
(5.9) LoT = 2T, Lo = 27,

et les équations ci-dessus prouvent que 7 et z sont homogénes de degré 2.
Considérons sur M le systéme mécanique 4 [2], ayant IT pour forme fondamen-
tale et T' et 7 respectivement pour énédrgie cindtique et champ de forces.

Le systéme est régulier puisque I7 est symplectique. Le champ vectoriel
Z eI (TM) défini par

(5.10) il = T — LT) 4 =

s'appelle le systéme dynamique associé & .#. Puisque T est homogeéne de
degré 2, le champ Z est caractérisé par la propriété que 7 — (AT — m)\ 4t
€ A¥TM - R) est une relation intégrale d’invariance pour Z 4 ¢/¢t[2]. En
outre T’ et  étant homogénes et de méme degré il résulte que Z (i Al =— dT+x)
est un spray sur M.

On peut done formuler la

Proposition. Soit TM la variété fibré tangent 3 une variété lorent-
zienne M(X, a, 2, g) structurée par une c.i. involutive. On peut déterminer
sur 7'M un systéme mécanique # (M, T, ) ol le champ de forces est 7w = T
et ot la forme fondamentale /7 est finslerienne. En outre le relévement ver-
tical X* du champ principal X est un automorphisme infinitesimal de /7 et
le systéme dynamique associé & .# est un spray sur M.
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