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MARIO GIONFRIDDO (%)

Ipergrafi i cui attachment-hypergraphs

hanno p-sezioni complete (**)

1 - 8ia H=(X,&) un ipergrafo qualsiasi, f una biiezione di & in
N,={1,2, ..., m}, B, il simplesso di H tale che f(%,)=1. Si dira I M-grafo (inter-
section multigraph) di H il multigrafo H,, = (&, 8) tale che per ogni vertice x
di H, v B;NE; (i +£j), esista in esso uno spigolo di estremi B, H,[8].
Se H ¢ uniforme, H,, & isomorfo al multigrafo I*(H), commutato stretto di H
definito da F. Speranza in [10],. Se ¢> 1, si dira i-attachment-hypergraph di
H Yipergrafo H,;= (X,, &) tale che X, = {reX:2eB,NE;, j< i},
={F: F=¥.N E,, j <1i}; per i= 1, Hy, sard Pipergrafo (F,, {E.}) (3] [4]),.
Se 0<p<r(X)—1 ove »(X) & il rango di H, per grafo p-sezione [risp. grafo
p-sezione II] di H s'intendera Pipergrafo H'® [visp. H''”] avente per simplessi
i sottoinsiemi ' di X, |F|= p 4 1, contenuti in almeno un [risp. in ciascun]
B e & e per vertici gli estremi di tali simplessi F [10];.5. Si dird k-ciclo di H
una coppia (4, B) nella quale A = (Fy, ..., F,), B= (B,,..., B,), r> 1, sono
due 7-ple tali che

(i) VieN, B.eé, F.cBE,NE_ (), |F|=k+1<]|E];
(i) Vi,jeN, i#j= B, #+ B, F,#F, [4],.

Un k-ciclo si dird significativo se r> 2 [4], [5][8]. Un multigrafo G privo
di cicli significativi si dird multiforest. Una multiforest connessa si dird multitree.
Per mazimal spanning multiforest (multitree) di un multigrafo G s’intendera
una multiforest (multitree) parvziale di G avente il massimo numero possibile

(*) Indirizzo: Corso delle Province 50, 95127 Catania, Ttaly.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G-N.S.A.G . A. (C.N.R.). — Ricevuto: 3-IV-1978.
(}) Se ¢ =1, s’intende ¢ — 1 =7,
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di spigoli [8]. Un ipergrafo H = (X, &), uniforme di rango v, di ordine u, si
dird completo (o v-completo), e s’indicherd con K7, se & = P, (X) (%); se v = 2,
K? g’indicherd con K, (grafo completo con u vertici).

In questo lavoro introdurremo il concetto di K-hypertree o K-HT. Alla
classe di tali ipergrafi appartengono i k-trees [1],, gli (m;mn)-irees [3], gli
ipergrafi privi di cicli significativi [5] [8]. Dopo aver dato alcune caratteriz-
zazioni e dimostrato alcune proprieta dei K-HT, si estendono ad essi alcuni
risultati stabiliti da M. Lewin [8] e da M. Las Vergnas [7] per gli ipergrafi
privi di eieli significativi.

2 — Sia H= (X, &) un ipergrafo semplice, connesso, privo di simplessi
di cardinalitd uno (3). Si dira che H & un hypertree se esiste una biiezione
j: & — N,, tale che per ogni i€ NN, lipergrafo H, risulta connesso. Si dird
che un hypertree H & un K'”-hypertree o un K'»-HT [risp. un K'*-hypertree
o un K'”-HT], per p>0, se per ogni i€ N, esiste il grafo p-sezione di Hj,
[rvisp. il grafo p-sezione II] ed & isomorfo a Kl”;;!l (4). Se p = 0 e m > 1, per ogni
i€ N, — {1} deve, inoltre, esistere un indice j < ¢ tale che X, = ;N E;.

Nel seguito si porra, relativamente ad un ipergrafo H,

w(H) = min {r(X,) — 1: ie N,},

ove r(X,) & il rango di Hj,;. Se non vi sara luogo a confusione, w(H) s’indicherd
pitt semplicemente con w. Salvo avviso contrario, inoltre, considereremo sempre
ipergrafi semplici, connessi, privi di simplessi di cardinalita uno (3).

Teorema 2.1. Se H= (X, &) ¢ un K'*HT, allora H ¢ un K'>-HT. Non
sussiste il viceversa.

Dim. Si osservi che se M & un qualsiasi ipergrafo il eui rango ¢ maggiore
di p ed E & un simplesso di M/'», di molteplicita s, allora E ¢ anche simplesso
di M’? (ma di molteplicitd uno) [10],. Ne segue che, se per ogni 7 € N,, Piper-
grafo H/'? & isomorfo a K7:!, anche H/% & isomorfo a K7/l; da cuila prima
parte della tesi. Per provare che non sussiste il viceversa, si consideri I'iper-
grafo B = (Z,%) tale che Z = {2,...,2}, B= {25, ..., 25} 4 =1,2,3}

() P(X)={F: FCX, |F|=nv}

(3) Tali condizioni non ledono la generalita.

(%) 8i pud dare una definizione equivalente considerando K come un insieme di
ipergrafi K ed affermando che H & un K/»-HT [K/I»-HT] se esiste una biiezione di &

in IV, tale che per ogni ¢ € IV, H/3 [H//2] esiste ed & isomorfo ad un elemento di K[3],[4],.
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Se f & la bilezione di # in N, tale che f({zy, ..., %:5)) =4, i =1,2,3, si
puo constatare che H & un K"-HT, ma non un K'"*-HT (5.

3 — In questo numero daremo aleune caratterizzazioni dei K’-HT e
dei K''"-HT.

Teorema 3.1. Sia H= (X, &) un ipergrafo (semplice, connesso, privo
di simplessi di cardinalitd uno (%)) con m =|& | > 1. Siano, inolire, f una biie-
zione di & in N,, p un intero tale che 0<p<w. Dimostriamo che le seguents
Proposizioni sono equivalenti:

(A) H ¢ wun K*-HT.
(B) Per ogni i€ N,,— {1} esiste un j < i tale che X, = B, N ;.

(C) L'ipergrafo <X — B,> (%) ¢ un K'*-HT ed esiste un j<m tale che
-Xm - Em N EJ"

Dim. (A) = (B). Sia ie N, — {1}. Per ogni j < i tale che E, N E, = é,
si ha immediatamente B; N B, C X,. Si osservi che & X ¢ 7= 0, poiché H & con-
nesso. Proviamo che esiste almeno un j < ¢ tale che X, C BN E;. Se p=0,
la tesi & immediata. Sia p > 0. Siano, inoltre, i1, 42, ..., tn gli indiei minori
di ¢ tali che i1 <i2<..<in, B;N B, #~0, YueN,.

Poniamo F,, = B, N E,,. Se n = 1,2 la tesi & di facile verifica. Sia » > 2.
Fissato ¢2, dimostriamo che si ha F,CF,, oppure F,,C F,,. Siano, infatti,
8 €Fy—Fy, w6 Fypy— T, Necessariamente, per la completezza di H{i”},
deve esistere un indice we N, — {1, 2} tale che =, 2,€ F;,. Se v = min {u:
@y, @y € I}, si pud constatare che in H{;’] i vertici ;, #, non sono adiacenti,
dunque H[’;’] non pud essere isomorfo a Kl”; 1. In generale, fissato im, m > 1,

m—1
se ke N,_, & tale che UF,.u.CFik, si ba F;, CF, oppure ¥, CF,, . Infatti,
w=1
in modo analogo a come fatho in precedenza, se @, € By, — Fgp, o, € Py — i,
esiste necessariamente un indice weN,— N, tale che Ty B, €. Se
v=min {u: ,, 2, € F.}, si pud constatare che Tipergrafo H{fj] non puod essere

isomorfo a Kl”;: }, poiché in esso i vertici @, #,, non sono adiacenti. In conelu-

(®) Infatti in H[/é} esistono due spigoli in parallelo.
m—1
®) B, = {x € B,: glv) = 1}; <X — B,,> & Yipergrafo ([ B, & — {E,}): ossial'iper-
t==1
grafo ottenuto da H con la soppressione di tutti i vertiei di E,, aventi grado uno.
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sione esiste un indice ke lV, tale che I, CF, per ogni weN,. Da cui

h
X:=UF,CFy=E;NE, e la tesi risulta cosi provata.
=1
(B) = (C). Per ogni ieN,_,— {1}, X; & un simplesso di Hp;. Ogni
(p -+ 1)-pla di vertici di X; e, dunque, un simplesso di H[’,?j. Se p = 0, inoltre,
si ha X, = B; N E,. Ne segue che (X — £,> & un K>-HT. Dalla (B), infine,
per ¢ = m si ha la seconda parte della tesi.

(C) = (A). Ogni (p 4+ 1)-pla di vertici di X,, & un simplesso di H{,‘;]. Se
p =0, X, = E;N E,. Lipergrafo H{j’;d ¢, dunque, isomorfo a Kf;mll. Da cui
l1a tesi. :

Teorema 3.2. Nelle medesime ipotesi del Teor. 3.1, sono equivalenti le
sequentt proposiziont.

(AY H ¢ un K'"-HT.

(B)! Per ogni i€ N, — {1} e per ogni j <4i, se |B;N B;|>p + 1 allora
.Xi == E, M Ej.

(C) Lipergrafo <X —E,> ¢ un K'*-HT ¢ per ogni j<m tale che
[ B;NEB,|>p+1si ha X, =E,NE;.

Dim. (A) = (B). Dai Teoremi 2.1, 3.1, si’ ha che (A) = (A) = (B).
Dunque, per ogni i € IV,, — {1}, esiste almeno un j < 4 tale che X, = E, N E;.
Dimostriamo che per ogni %€ N,_,, u % j, tale che |E,N E,|>p -+ 1, si ha
X,=E.NE, Sa E,NE,cX, Ogni softtoinsieme di E,N F, & sottoin-
sieme di E;N BE;. Ne segue che se FCE,NE,, |F|=p-4 1, allora F & un
simplesso di HJ’? di molteplicitd S>2, e quindi I'ipergrafo HJ/? non pud essere
isomorfo 2 KI”;} Si ha, dunque, X; = E; N B,; da cui la (B)'.

(B) = (0). Sia 1€ N,_,— {1}. Poiché¢ 0<p<w, esiste almeno un j < ¢
tale che |E; N B;|>p - 1. Dalle ipotesi segue che X, & Punico simplesso di
H;; avente cardinalith maggiore o uguale a p -4 1. L’insieme dei simplessi
di Hl? &, dunque, P,,(X,) e quindi HJ risulta isomorfo a K%fi. Dalla (B,
per 72 = m, si ha la seconda parte della tesi.

(C) = (AY. Per ogni j<<m, se |E, N H;|>p+ 1, allora X,, = B, N E;.
Ne segue che X,, & l'unico simplesso di H,,; avente cardinalith maggiore o
uguale a p + 1, e quindi Pinsieme dei simplessi di H/’?, ¢ costituito da P, (X,.).

L'ipergrafo HJ!} risulta cosl isomorfo a Kiy). Da cui la tesi.
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Dalla (C) del Teor. 3.1 e dalla (C)’ del Teor. 3.2 si deducono due definizioni
per induzione (su m) dei K'» ¢ K/».HT.

(I) Un ipergrafo H con un solo simplesso & un K”-HT. Un ipergrafo
K" HT, con m> 1 simplessi, si ottiene da un ipergrafo K"*-HT con m — 1
simplessi aggiungendo un simplesso E,, in modo che, se X & Pinsieme dei ver-
tici di tale ipergrafo, esista un j < m tale che I, NXCH;.

(II) Un ipergrafo H con un solo simplesso & un K/*-HT. Un ipergrafo
K'™-HT, con m > 1 simplessi, si ottiene da un ipergrafo K'*-HT con m — 1
simplessi aggiungendo un simplesso %,, in modo che, detto X Pinsieme dei vertici
di tale ipergrafo, per ogni j < m se B, NE;|>p-+1 allora E,NXC B,
ed inoltre si abbia 7(X,)> p -+ 1.

I seguenti teoremi sono conseguenze delle precedenti caratterizzazioni.

Teorema 3.3. Se¢ H ¢ un K"HT, allora H ¢ un K'*HT, per ogni g,
0<g<w.

Dim. Se m=1, H¢é un K"“HT, qualunque sia ¢, 0<g<w. Se m > 1
la dimostrazione segue direttamente dalla (B) del Teor. 3.1, ove si consideri
che tale proposizione ¢ indipendente da P (0<p<w).

Teorema 3.4. Se H ¢ un K'-HT, allora H & un K/'"HT, per ogni q,
p<qg<w. Un K'"HT non ¢ necessariamente un K' HT.

Dim. Se m=1, H & un K"HT, qualunque sia ¢, 0<g<w. Siam > 1.
La prima parte della tesi segue direttamente dalla (B’) del Teor. 3.2, ove si
osservi che se essa ¢ verificata per un certo P, allora essa & anche verificata
per ogni ¢>p (s'intende ¢<w). Per provare la seconda parte, consideriamo gli
Ipergrafi B = (Y, %), D = (Y, 9), tali che Y= {y,, ..., Yo B={{Yi; eey Yiya}:
i =1,2,38}, D= {{ys, Ys, ¥a, s} W1y ..., Yipayy ©=1,2}. Se f & la biiezione
di Z in N, tale che 7({y, ..., 9is}) =4, 4=1,2,8, si pud constatare che B
¢ un K"*-HT, ma non un K'-HT (7). Se, invece, f & la biiezione di 2 in N,
tale che f({y:, ..., yu}) =4, i=1,2, 1({ys, ¥s, ¥s, ¥s}) = 3, si pud provare
che D & un K'7-HT, per ogni j = 0,1, 2, e che w = 2. Da cui la tesi.

Teorema 3.5. Un ipergrafo H con m>1 simplessi ¢ un K'"HT,

qualunque sia ¢, 0<q<w, se ¢ solo se per ogni i e N, — {1} e per ogni j<i
tale che B, N B; 5= § si abbia X, = B, N ;.

() Infatti in HJ}} esistono spigoli in parallelo.
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Dim. Se H & un K'“-HT, per ogni ¢ = 0,1, ..., w, Héun K'°-HT e la
tesi segue dalla (B) del Teor. 3.2. Viceversa, se per ogni i€ N, — {1} e per
ogni j < 1 tale che E; N E; = @, si ha X, = F, N HE;, per la (B) del Teor. 3.2
H ¢ un K'*-HT. La tesi segue allora dal Teor. 3.4.

Dalla (B) del Teor. 3.1 segue che i K’>-HT non dipendono dal parametro p.
Tali ipergrafi si potranno, dunque, dire pitt semplicemente K'-HT o anche,
osservando che i K/-HT sono K-HT, K-HT.

4 — Per K-hyperforest o K-HF s’intenderd un ipergrafo H con d>1 com-
ponenti connesse Y,, ognuna delle quali genera un ipergrafo (¥, = (¥, &)
che sia K-HT. Se H= (X, &) ¢é un ipergrafo privo di cicli significalivi (nel
seguito ipergrafo p.c.s.) con d>1 componenti commesse, k= max {|B, N B;|:
B, E;eé&, i+#j}, T=(&, L) una maximal spanning multiforest di H (IM-
Grafo di H), sussistono le sequentt relagioni

(L) 1X1+1L5=51E|,
(LV) S(UB|— k)< |X|—ka,
Ee&

dovute rispettivamente a M. Lewin [8] ed a M. Las Vergnas {7]. La (LV)
generalizza un risultato di L. Lovasz [9].

Dimostreremo che un ipergrafo p.c.s. ¢ un K-HT e che per i K-HT sussi-
stono la (L) e la (LV).

Teorema 4.1. Se H= (X, &) ¢é un ipergrafo p.cs., H ¢ un K-HF.

Dim. Sia (¥,) = (Y, #,) Vipergrafo generato dalla componente ¢-ma
di H Se m;=|%,|=1, <Y¥,> & un K-HT. Sia m,> 1. Indichiamo con E,
un qualsiasi simplesso di (¥Y,>, con F, [risp. con E;, j > 2] un simplesso di
(Y;> tale che B, N E, = @ [risp. (B, U... UE,_;) NH;+*0]. Proviamo che
(Y) & un K-HT, verificando che per esso sussiste la (B) del Teor. 3.1. Sia
weN, — {1}. Se |X,|=1, la (B) & senz’altro verificata. Sia |X,| >1. Se la
(B) non fosse vera, necessariamente dovrebbero esistere z,yeX,, v,¢<<u,

u—1
tali che xe€ E,— B, yel,— F,. Per la connessione dell’ipergrafo (U E,

=1
{B,, ..., Eu_l}) esisterebbe allora in H un ciclo significativo comprendente
B,, B, B, Contro le ipotesi.

Teorema 4.2. Sia H= (X, &) un K-HF con d>1 componenti connesse,
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T = (&, L) una mazimal spanning multiforest di H, . 8 ha

(L) X[+ L= 2 |B].

Eef

Dim. Se la (L) sussiste per ogni componente connessa di H, allora essa
sussiste per tutto H. Possiamo cosi supporre che H sia connesso. Se m
= |&| =1, la (I) & senz’altro vera (si ha |L|= 0). Supponiamo che essa sia
vera per ogni K-HT con m simplessi, dimostriamo che essa & vera anche per
K-HT con m - 1 simplessi. Se H'= (X', &') ¢ un K-HT con m -+ 1 simplessi,
esso si puod ottenere da un K-H7 H = (X, &) con m simplessi aggiungendo
un simplesso B, , tale che B, aNXCFH;, per almeno un j < m 4 1. Esiste,
dunque, un j << m -+ 1 tale che Xy =B, N E;. Se h=|E,,,N L, un
maximal spanning multitree di H' [, T'= (&, L"), si pud otftenere da un
maximal spanning multitree di H,,, T = (&, L), aggiungendo il vertice H,,_ 4

ed h spigoli di estremi F,,.,, B,. Si ha

[N+ 1D = X+ [Bua| = b+ | L]+ [B] = |B,,.] + E%IEI =2 |5,

Ee&!

da cui la tesi.

Teorema 4.3. Se H= (X, &) ¢ un K-HF con d>1 componenti connesse,
k= max{|B; N E;|: B;,, E;e &, i +#j}, si ha

(LV) 2B —k)<|X]|—kd.

Ee&

Dim. Sia m; il numero di simplessi contenuti nella componente 7-ma
di H. Se T = (&, L) & una maximal spanning multiforest di H,;, le compo-
nenti connesse di 7' hanno ordine m, ..., m,. Si ha

]L]gzd(miml)-kz (m—d)k,

i=1
da cui, per il Teor. 4.2

SIE|—|X|=|Ll<(m—ad)k, I |B|—mh<]|X|—dk,

Ee& Ee&

SUEB|—k) < |X|— dk.

Eed
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Sommario

8i studia una particolare classe di ipergrafi. Gli elementi di tale classe, detti K-hypers
trees, sono ipergraft ¢ cui « attachment-hypergraphs » hanno p-sezione completa. T'ra quests
vengono studiati i K/'»-hyperirees: ossia quelli i cui attachment-hypergraphs hanno p-sezione I1
completa. Si danno alcune caratierizzazioni di tali ipergrafi e st estendono ad essi alcuni
risultati di M. Lewin [8] e di M. Las Vergnas [7], noti per gli ipergrafi privi di cicli

significativi.
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