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VINCENZO MILLUCCI (%)

Sulla instabilitd gravitazionale
secondo Jeans di un plasma dissipativo

in presenza di effetto Hall e di irraggiamento termico (**)

1 - Introduziene

I1 presente lavoro si colloca nell’ambito degli studi sulla instabilitd gravi-
tazionale alla Jeans in magnetogasdinamica radiativa (MGDR). E noto che
Yinteresse per questo tipo di problema, in un contesto puramente magneto-
gasdinamico (MGD), si puo far risalive ad alcuni lavori di Chandrasekhar e
Fermi tra 1 quali si ricorda [1]. Si é poi avuto in tempi recenti un crescente
interesse scientifico per il modello magnetofluidodinamico con irraggiamento
termico: per una bibliografia di riguardo, nonche per la discussione delle equa-
zioni di base che si assumono, si rimanda a [9] (Cap. XI, XII), [38] e [6];.
In particolare per lo studio della instabilith gravitazionale alla Jeans in pre-
senza di irraggiamento termico e campo magnetico si pud ricordare [6], (n. 6).

Peraltro non consta all’autore che sia stato trattato in letteratura il caso
in cui non si trascurino gli effetti dissipativi e si tenga conto anche dell’effetto
Hall. Allesame di questo modello & dedicato il presente lavoro.

Si considerera quindi un fluido (comprimibile), viscoso, conduttore del calore
e a conducibilita, elettrica finita.

Al n. 2, assunte le note equazioni linearizzate della MGDR con lequazione
di stato in forma generale, si danno le equazioni cui debbono soddisfare le
perturbazioni nelle grandezze che definiscono lo stato d’equilibrio iniziale.

(*) Indirizzo: Istituto Matematico, Facoltd di Scienze, Universitd, via del Capitano
15, 53100 Siena, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M. (C.N.R.). — Ricevuto: 14-V-1979.
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Al n. 3 si ricava innanzitutto la equazione di dispersione e si da poi, discu-
tendola in dettaglio, la condizione di instabilitd gravitazionale.

Nei nn. 4 e 5 si discute in modo completo il comportamento delle pertur-
bazioni che si propagano, rispettivamente, in direzione parallela od ortogonale
al campo magnetico.

Al n. 6, infine, si presentano le conclusioni che ¢ stato possibile trarre.

2 - Le equazioni delle perturbazioni

Per il fluido deseritto nella Introduzione e nell’ambito della MGDR si pos-
sono scrivere le seguenti equazioni delle perturbazioni (in unita di Gauss)

ag(lf) R
(2.1) o divg® = —ay(ce® — 16013 7)
1 a (R) I
(2.2) 2 gt + 3 grad e® = — o, q®
it + gradp + E rad e® — grad U 4+ L B, Arotb
(2.3) Q7 +gradp + 3 gre gre Pl +
— (ot +n) grad dive — Vo = 0
ob .
(2.4) 7 = 1o (vABy) + 7 Vb + frot (ByArotb)
o .
(2.5) —a—f + godive =0
(2.6) VeU + dnlp = 0
. 08 0e® 4 . -
(2.7) o0Tom + 5 +3 B® divo 4 divg® — K, V2T = 0
— aQO m 890 s . aSo 8»8’0
(2.8) Q—(é—j;;)nl +(51—,;)1'017a s_(ﬁ’;)P°T+(6—R,)T°p'

A queste va aggiunta la condizione di solenoidalitd per Pinduzione ma-
gnetica: divb = 0.
In esse ¢® indica la perturbazione nella densita d’energia raggiante, ¢ il
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tempo, g™ la perturbazione nel vettore flusso di calore raggiante, o, il coef-
ficiente di assorbimento relativo allo stato imperturbato, ¢ la velocitd della
luce nel vuoto, o la costante di Stefan-Boltzmann, 7, la temperatura assoluta
nello stato imperturbato, 7' la corrispondente perturbazione, g, la densitd
nello stato imperturbato, v la perturbazione nel campo di velocitd, p la per-
turbazione nella pressione, U la perturbazione nel potenziale gravitazionale,
4 la permeabilith magnetica (costante), B, il vettore induzione magnetica
nello stato imperturbato (uniforme), b la perturbazione nell’induzione ma-
gnetica, « coefficiente di viscosita di compressione ed 5 quello di scorrimento
(costanti) (1), ¥ = ¢*/4muc, coefficiente di viscositd magnetica (costante) con g,
conducibilita, elettrica (costante), f = Byc?/4mu con By coefficiente di Hall
(costante), o la perturbazione nella densitd, G la costante di gravitazione uni-
versale, s la perturbazione nell’entropia specifica, E'® la densitd d’energia
raggiante nello stato imperturbato, I, il coefficiente di conducibilith termica
(costante), P, la pressione nello stato imperturbato, S, Pentropia specifica
nello stato imperturbato.

Per quanto concerne la validitd e i limiti di applicazione delle (2.1), ..., (2.8)
si rimanda alla bibliografia citata nella Introduzione. Si pud osservare che
le (2.1) e (2.2) si ottengono dalle equazioni del trasporto radiativo sotbo I’ipo-
tesi della approssimazione differenziale. Questa implica che la perturbazione
nella pressione sia data da e¢®[3 (relazione di Milne-Eddingion). La (2.3) &
Pequazione del moto, la (2.4) & lequazione dell’induzione magnetica tenuto
conto anche dell’effetto Hall, la (2.5) & Pequazione di continuitd, la (2.6) &
Pequazione di Poisson e la (2.7) & quella dell’energia. Le (2.8) discendono dalla
forma generale dell’equazione di stato avendo scelto come variabili termo-
dinamiche fondamentali p e 7' (cfr. [5];, n. 16) e [5], (pag. 383).

Le (2.1), ..., (2.7) costituiscono un sistema determinato lineare di tredici
equazioni differenziali alle derivate parziali nelle tredici funzioni incognite
scalari p, T, ¢®, U e le tre componenti di ciascuno dei vettori v, g® e b (o ed s
si ottengono dalle (2.8) una volta note p e T).

T noto (%) che ’esame della instabilita gravitazionale secondo Jeans si pud
fare studiando il caso della propagazione unidimensionale delle perturbazioni.
Possiamo allora introdurre in modo del tutto generale una terna cartesiana
di riferimento I' (0; z, 9, #) con versori i, i., i, tali che Passe z sia parallelo
alla direzione di propagazione con B, = B, i, - B,,i,. Inoltre si potry assu-

(') Non faremo qui uso della relazione di Stokes tra o ed u. La trattazione si appli-
cherd naturalmente anche a quei fluidi per i quali tale relazione & lecita. Per una discus-
sione su c¢id cfr., per es.[7] (Sect. 6.2).

(?) Per una diseussione su questo argomento si pud consultare, in particolare,

(4] e [8].
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mere che le funzioni incognite dipendano solo dal tempo e dalla coordinata z.

Si puo allora subito serivere, proiettando la (2.4) lungo Passe 2 (e tenendo
conto che divb = 0): 0b,/0t =0, 0b./02 = 0. Poniamo percid b,=— 0 essendo
interessati alle perturbazioni che si propagano effettivamente. In modo ana-
logo si wverifica che possiamo porre anche g, =0, ¢,= 0.

Per quanto riguarda le variabili termodinamiche di stato possiamo intro-
dwrre la velocitd «isoterma» del suono ¢r; & noto (cfr. [5],, pag. 383) che
Cp = (0Po[0g0)r,

Se si introduce ora

890 Yo,

(2.9) h= (57 AT

si pud anche scrivere (cfr. [6];, (2.14)) la relazione
Rt= (¢, — ¢,) o[ Toch ,

con ¢, e ¢, rispettivamente, i calori specifici a pressione costante e a volume
costante. Tutto eid permette (cfr. [6];, (2.17 )) di riserivere le (2.8) nella forma

P _ % l’ hp
(2.10) e="hT+ 53 .
T
B semplice poi verificare che da (2.1),...,(2.7) si ottengono le seguenti
equazioni scalari
(R) 1 . (R)
Q%; 4 gz 4B 4 ot(ce® — 166T3T)= 'éaaq{ ;ae +og® = 0,
e 7 0%, By, % % _n 0%, By, ?i)g
0t~ 0o 022 ' doyug, 0z’ ot g, 2% ' dmug, 0z’
o,  1lop oc+21781;~+ 1 9e® By, 0b,
ot g, 0= 0 02 ' 8¢ 3g, 0z dmpo, 0z’
0b, o0V, o2b,
(2.11) -at—=Bm5;+ v +/3 g
ob, ov, 0%, 0%,
5 = By — Bos a ST re — PR
v, orU
+ 90 aM = O 3
Dem B ov, | og® ‘ 0T

087‘+ ot +3 0 az+ oz Té-z?zo'
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L’insieme delle (2,10) e (2.11) rappresenta la base di partenza per la discus-
sione della instabilith gravitazionale nel modello fisico considerato.

3 - Equazione di dispersione e condizione di instabilita gravitazionale

Assumiamo che le soluzioni per le perturbazioni in studio siano del tipo
onda piana sinusoidale

(3.1) ple, 1) = Pexpi(wt— Kel ,

dove p ¢ la generica perturbazione, ¢ la sua ampiezza (costante), w la pulsa-
zione (costante) e K la componente (costante) lungo i, del vettore numero
d’onda, K = K-i,.

Poniamo inolfre

(3.2) iw =W, (3.3) N = K*— 4aGy,.

Considerando ora K prefissato reale si pud ricavare ’equazione di disper-
sione nel modo consueto sostituendo (3.1) nelle (2.10) e (2.11). Tenendo pre-
sente (3.2) e (3.3) si giunge infine alla

(3.4 aWet+a, We - a, W4 ...+ 0, =0,

. 3
y = 30, €y,

ty = NE® 0160ty 1% + Kp(30k 4K 2)I[(I* g+ K242, )2 + p2BE, K] ,

0z W

con A;, = Bt [47tjigy; @y, ..., ag sonO coefficienti reali la cui espressione espli-
cita non si riporta qui per brevitd.

Da (3.1) e (3.2) appare chiaro che in corrispondenza di radici reali e posi-
tive della (3.4) si ha instabilitd. Similmente cid accade in corrispondenza di
soluzioni complesse per W con parti reali positive.

Per lo scopo del presente lavoro queste saranno dunque le informazioni
che ci interesseranno con riguardo alle soluzioni della equazione di dispersione.

Osserviamo subito allora che a, & sicuramente negativo se N < 0, ciod se
¢p K? < 4nGg,; essendo a, sempre positivo & noto che in tal caso una almeno
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delle soluzioni per W sard reale e positiva. Questo implica che il valore cri-
tico A, della lunghezza d’onda 1= 2z/|K| & dato dalla (%)

3.5 A= J or
(3.5) o

Dunque per tutti i valori di 2 maggiori di A, si ha sempre instabilita gra-
vitazionale.
B noto che il classico valore di Jeans per i fluidi ideali non elettrocondut-

tori & A== \/nci/(Ggo), dove ¢, & la velocith «adiabatica » del suono, legata a
quella « isoterma » dalla nota relazione (cfr.[5],, (63.14)) ¢} = ¢ify con y
= ¢plc, > 1. La differenza tra 1, e 1, consiste dunque nelle differenti velocita
del suono che in esse compaiono.

Una lunghezza d’onda critica uguale a 4, si ottiene invece nel caso in cui
si consideri un fluido ideale e perfetto conduttore dell’elettricita sottoposto
all’azione di un eampo magnetico uniforme, in presenza di irraggiamento ter-
mico e in assenza di effetto Hall (cfr. [6],, n. 6).

Si pud affermare quindi che la presenza degli effetti dissipativi e dell’ef-
fetto Hall non altera, almeno nella situazione esaminata in questo numero,
la lunghezza d’onda critica.

Bssendo poi 4, > 4, si conclude che anche nelle ipotesi del presente lavoro
Pirraggiamento termico influisce nel senso di una maggiore instabilita.

Occorre ora esaminare cosa accade per 1< 4,. Certamente a, & positivo
ed & facile controllare che tali risultano anche tutti gli altri coefficienti. Ciod
vuol dire che sicuramente non c¢’e aleuna soluzione di W reale e positiva ed
& quindi soddisfatta una condizione necessaria per la stabilitd. Una condizione
che & invece necessaria e sufficiente per la stabilitd si pud ottenere facendo uso
del cosidetto criterio di Routh-Hurvitz (cfr. [2], pag. 340). L’applicazione di
questo criterio assicura che la (3.4) oltre a non possedere alcuna radice reale
positiva (come si & gid detto) ha tutte le radiei complesse con parte reale
negativa.

B perd arduo affrontare in modo diretto i calcoli necessari per ’applica-
zione del criterio di Routh-Hurvitz alla equazione di dispersione trovata a
causa della complessitd dei coefficienti. D’altra parte nel ecaso in cui particolari
e concrete situazioni richiedessero la discussione proprio della (3.4) non sard
difficile affrontare il problema dal punto di vista numerico e con laiuto di
macchine caleolatriei.

(3 Con il simbolo 4/ qui e nel seguito si intende la radice aritmetica.
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Si é invece potuto affrontare la discussione completa del metodo esposto
dopo avere fatto alcune ipotesi semplificatrici che, senza togliere interesse
fisico al problema, conducono ad una equazione di dispersione di grado minore.

A tal scopo e in analogia a quanto si fa in gasdinamica radiativa (GDR)
(cfr. [9], Cap. XI, XII) si assume innanzitutto di poter trascurave: (1) i ter-
mini contenenti le derivate temporali nelle equazioni del trasporto radiativo;
(2) il termine della pressione di radiazione nella equazione del moto; (3) i ter-
mini della densitdh d’energia raggiante nell’equazione dell’energia.

B questa la cosidetta « ipotesi GDR » gid nota in letteratura per essere
stata usata anche nell’ambito della MGDR (cfr., ad es., [6];, n. 6). Essa per-
mette di rendere piu agile lo svolgimento dei calcoli mantenendo un effettivo
significato fisico al modello. Sotto la ipotesi GDR si ottiene un’equazione di
dispersione del tipo

(3.6) b0W7+b1W6+...+b,z0,
dove

by = 03¢,, b, = NK* (16000T3/(302 4 K2) + Ep)[(Ktyn+ K242, 00)*+p2B;. K8n?]

mentre gli altri coefficienti, anch’essi reali, non si riportano qui per brevita.

Si noti come il segno di b, dipenda ancora da N il che permette di affer-
mare che la lunghezza d’onda critica & ancora data da (3.5).

Per tutti i valori di 2 maggiori di A, avremo sempre instabilitd. Per 1 < A,
risulta. ancora che tutti i coefficienti sono reali e positivi. Come nel caso pre-
cedente perd solo lapplicazione del criterio di Routh-Hurvitz pud, in defini-
tiva, garantire la stabilith per A < A

La complessita dei calcoli necessari rende perd pilt agevole ed interessante
occuparsi di due casi particolari. Si studierd cio¢, nell’ambito dellipotesi GDR,
il comportamento delle perturbazioni che si bropagano, rispettivamente, in
direzione parallela od ortogonale rispetto a B,.

4 - Propagazione in direzione parallela al campo magnetico

Lo studio del comportamento di queste perturbazioni pud farsi assumendo
By, = 0, ferma restando I'ipotesi (3.1). I semplice controllare che in tal caso
le equazioni per »,, v, » bs @ b, sono disaccoppiate da quelle per le altre inco-
gnite. Si riconosce subito che esse descrivono le ordinarie onde magnetofluido-
dinamiche. con direzione di propagazione parallela a B,. Naturalmente saranno
smorzate a causa degli effetti dissipativi che caratterizzano anche la equazione

26
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di dispersione. Il problema &, per questa parte, puramente magnetofluido-
dinamico ed & gia stato diffusamente trattato.

Per quanto riguarda le perturbazioni per ., p e ¢ si ha una situazione di
tipo puramente gasdinamico radiativo. Questa & stata discussa in [6]. (n. 5)
partendo dal punto di vista del fluido dissipativo in presenza di irraggiamento
termico, ma senza campo magnetico. Possiamo concludere che le considerazioni
ivi fatte si applicano anche alla precedente situazione. In particolare si ricorda
che la lunghezza d’onda critica ¢ uguale alla (3.5).

5 - Propagazione nella direzione ortogonale al campo magnetico

Queste perturbazioni potranno ancora essere descritte dalla (3.1) assumendo
inoltre che nelle equazioni (2.11) si ponga By, = 0.

Tenendo presente la ipotesi GDR & semplice verificare che ora vale la
seguente equazione di dispersione

(5.1) c0W4+01W8{chW2+03W+04=0,

dove

=056, €17 fQoCot QoCE*+ 008,

es = fg + ooy K29+ K2 e b2 Lo+ yK2g00,f + 0 . K2 A5, + gV

6= yK2fg + K2 A2, 009 + 00 Ng + K* i h2 Toy -+ 0o, N K> e = oo N2y,

con | = K2(x + 29), g = (160,073 K?/(3c; + K?) + AK?, ed N ancora dato
da (3.3).

Si osservi che anche in questo caso se N << 0 si vard senz’altro almeno una
radice reale positiva. Avremo ancora dunque una lunghezza d’onda critica ()
pari alla (3.5). Per i valori di A al di sopra di questo si avra instabilita.

In questo caso & stato poi possibile effettuare i calcoli relativi all’applica-
zione del criterio di Routh-Hurvitz e ne risulta che per 4 << 1, ¢’¢ sempre sta-
bilita indipendentemente dal valore dei parametri del problema.

6 - Conclusioni’

Si & studiato il problema della instabilith gravitazionale secondo Jeans in
presenza di irraggiamento termico per un fluido comprimibile, viscoso, con-
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duttore del calore, a conducibilita elettrica, finita e considerando anche lef-
fetto Hall.

Si & innanzitutto determinato il valore della lunghezza d’onda critica A
che risulta dato dalla (3.5). Tale valore non cambia se si adotta la ipotesi GDR.

Si & poi studiata la propagazione delle perturbazioni lungo il campo ma-
gnetico B, ed il problema si & seisso in una parte puramente magnetofluido-
dinamica e una parte puramente gasdinamica.

8i & poi potuto discutere, applicando il criterio di Routh-Hurvitz, il caso
della propagazione ortogonale a B,. A causa del valore non nullo di %, a motivo
cioé della conducibilitd elettrica finita, il valore della lunghezza d’onda eritica
non cambia e resta espresso da (3.5).

Questo & da sottolineare in quanto & noto (cfr. [6], n. 6.2.) che ponendo
By. =0 e nell’ipotesi di assenza degli effetti dissipativi ¢ dell’effetto Hall, 1a
lunghezza d’onda critica diventa A= \/n(Aﬁ—{—c;“,) [(Gou), con AY = B|dmug,,
mentre ha proprio il valore A, per le perturbazioni con direzione di propaga-
zione obliqua rispetto a B,.

Si noti che A:‘> A:; questo implica che, nel modello ricordato, ¢’¢ mag-
giore stabilita per la propagazione ortogonale a B, rispetto a quella obligua.

Nelle ipotesi adottate nel presente lavoro si pué invece concludere che
non ¢’e, rispetto alla stabilita, differenza di comportamento tra le perturbazioni
con differenti direzioni di propagazione.

Si noti, infine, che cid dipende- dall’essere 270 mentre & indipendente
dall’essere nulli o meno (separatamente o congiuntamente) i coefficienti o, nep.
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Summary.

In this paper we discuss Jeans's gravitational instability of a compressible fluid in

the field of radiative magnetogasdynamics (MGDR). The equation of state is taken in
general form and the effects of viscosity, thermal conductivity, electrical conductivity, Hall
current are also considered. The eritical value of the wavelength is determined and then
particular attention is payed to the perturbations propagating in a direction orthogonal
to the magnetic field.
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