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DARIO GRATFI (%)

Sul teorema di unicitd per il campo elettromagnetico

sinusoidale in un dominio illimitato (**)

A Grorcio SEsTINI per il suo 70° compleanno

1. — Mi sono oceupato, a varie riprese, di teoremi di unicitd per le equa-
zioni della fisica-matematica. Ma, in generale, ho considerato equazioni di
evoluzione, cio¢ equazioni in cui compare esplicitamente il tempo, ricondu-
cendomi (il che non ¢ sempre immediato) al lemmma di Gronwall.

In questa nota, intendo invece prendere in esame equazioni in cui non
interviene esplicitamente il tempo.

Precisamente considererd, in un dominio & dello spazio ordinario, un campo
elettromagnetico sinusoidale di pulsazione o il quale dovra soddisfare, per
ogni punto x di 2, alle equazioni di Maxwell adattate al campo sinusoidale
(cfr. p. es. [3] cap. IV, § 4, [1] cap. I, § 7), ciod

1.1 rot H = {wel 4 yE - J,
(1.2) rot E = — iowuH ,

dove ¢ & Punitd immaginaria, E, H, J sono i vettori complessi, funzioni solo
di x, che rappresentano, rispettivamente, il campo elettrico, il campo magne-
tico e la corrente impressa (sorgente del campo elettromagnetico); notiamo
che in [3] si introduce anche una corrente magnetica M che perd qui si sup-
pone, per semplicitd, nulla e inoltre vi & ¢ in luogo di y; &, 4, v sono poi rispet-

(*) Indirizzo: Via A. Murri 9, 40137 Bologna, Italy.
(**) Ricevuto: 30-VIII-1979.
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tivamente la costante dielettrica, la permeabilitdh magnetica e la conduttivita
in un punto generico x di 2.

Poiche il mezzo in 2 verrd supposto isotropo, ma non omogeneo, e, ney
saranno grandezze scalari funzioni di x, cio¢ si scriverd

(1.3) e=cl®), p=wa), y=y).

Ovviamente nelle (1.1), (1.2), valide, come si & detto, in ogni punto x di 2,
si dovrebbe, a rigore, scrivere in luogo di E, ¢ ecc., E(x), &(x) ecc., perd ho
preferito le notazioni usuali per la loro semplicitd e perché non danno luogo
a equivoco.

B bene prima di proseguire ricordare che, un vettore complesso (ei rife-
riremo a E, ma le stesse considerazioni valgono per H e J) ¢ un vettore della
forma (E,, E, sono vettori ordinari, cio¢ reali)

(1.4) E = E, + iE,.

Precisamente il campo elettrico rappresentato da E (che indicheremo con E,)
ha all’istante ¢ il valore (Re indica la parte reale)

(1.5) E, = Re (exp (iwt) E) = cos wt E,— sen wt E, .

T noto poi che il vettore coniugato E* di E ha Pespressione

(1.6) E* = E,— iE, .

Per i vettori complessi si pud definire, come per i vettori ordinari, il prodotto
scalare e il prodotto vettoriale, in modo perfettamente analogo al prodotto
fra due numeri complessi.

In particolare si chiama modulo del vettore E (e che indicheremo con B
o anche con |E|) Pespressione

(1.7) E=VE: 4+ B =VE E*.
In particolare

(1.7 |E| = |E*].
.
Altre proprieta, del resto ben ovvie, sui vettori complessi verranno richiamate
in appendice.
Ora se il dominio 2 ¢ limitato e se si suppone p(x) > 0 per ogni x di 2,
¢ facile dimostrare il seguente teorema di unicitd.
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Le (1.1) e (1.2) ammettono, al pit, una sola soluzione E(x), H(x) di classe C*
in @, di classe C in D, qualora in P sia assegnato la J(x) e sulla frontiera o
di 9 sia assegnate la componente tamgenziale E, (*) di E o Uanaloga compo-
nente H, di H.

Perd se @ & illimitato, per esempio esterno a una o pit superfici chiuse o
(quindi ¢ frontiera di 2), il teorema di unieitd, or ora enuneiato, vale ancora
aggiungendo perd condizioni all’infinito (in particolare la ben nota condizione
di radiazione di Sommerfeld), certamente plausibili dal punto di vista fisico,
ma che, almeno dal punto di vista matematico, ¢ opportuno attenuare.

Pilt precisamente, dimostreremo la validitda del teorema di unieita in discorso
anche in un dominio illimitato qualora (come nel caso £ limitato) siano asse-
gnati J(x) per ogni x€ Z ed E, o H, su o; inoltre &(x), p(x), y(x) vengano
supposte funzioni positive continue di x per ogni x € @ (o al pilt con un numero
finito di superfici di discontinuitd) limitate superiormente e inferiormente, cioé
sia, per ogni x € 2,

(1.8) Ey > 8(x)>8m> 0 ’
(1-9) ,u“ll>ﬂ(x)>,um> 0 b
(1.10) Yu=Y(X)>yn>0,

dOVe &y Mm, Ym SONO (cOME ovviamente &y, far, Yar) numeri positivi.
Notiamo che (1.8) e (1.9) sono certamente soddisfatte dal punto di vista

fisico; pit restrittiva & la (1.10) perché pud essere p,, = 0. B bene percid

notare che il teorema di unicitd vale comunque sia piccolo y,,, purché positivo.
Tntroduciamo ora le seguenti utili notazioni

] = m 2 k= :
(1.11) T ey (1.12) o gw\/em,“m ’
1 (1 —9)
119) o= min (500 gy

dove & €(0,1) e, del resto, arbitrario.
Detto poi x, un punto qualunque dello spazio, poniamo

(1.14) R=|x— x|,
cioé R & la distanza fra i punti x ¢ x,.

() Ciod E,= E,, + iE,,, E,,, E,, componenti tangenziali su ¢ di E, ¢ E,.
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Cid premesso, il teorema di unicitd sard valido per le eventuali soluzioni
di (1.1) e (1.2) (soddisfacenti alle gid indicate condizioni su o) di elasse (Ot
in Z e diclasse ¢ in @ U ¢ e tali che, per ogni x € 2, sia

(1.15) B(x) < M exp (BR), H{x)< M exp (BR) ,

dove M ¢ un numero positivo e f < a/2.

Le (1.15) sostituiscono e sono molto pilt ampie delle condizioni che presup-
pongono E e H nulli allinfinito.

Infatti, poiché « > 0, potrd anche essere B> 0, quindi il teorema di uni-
citd vale anche per campi elettromagnetici che possono diventare infiniti all’in-
finito esponenzialmente purché con esponente non troppo elevato.

In particolare il teorema vale per ogni campo limitato in 2 o tendente
allinfinito di ordine algebrico.

Per la dimostrazione userd il metodo della funzione peso introdotto e appli-
cato con successo per le equazioni del moto dei fluidi dai colleghi Rionero e
Galdi [2].

2. — Per la linearita delle (1.1) e (1.2) il teorema di unicitd sard provato
se, supposto J(x) = 0 per ogni x € &, E, (0 H,) nulla su ¢ ed E ¢ H soddisfa-
centi alle (1.15), risulta necessariamente per ogni xe @

(2.1) E(x)=0, H(x)=0.
Per dimostrare le (2.1), cambiamo nella (1.1) (con J = 0) ¢in — ¢, sicche E ¢
H diventano rispettivamente E*, H*.
Si ha cosi
(2.2) rot H* = — ipeE* | yE*
Applichiamo a (1.2) e (2.2) un ben noto procedimento. Cioé moltiplichiameo
scalarmente la (2.2) per E e la (1.2) per H* e poi sottraiamo membro a membro.
Si ottiene
(2.3) div (H* X E) = iw(uH -H*— ¢E-E*) 4+ yE-E*
Ora introduciamo la funzione peso

(2.4) g = exp (— o) .

Moltiplichiamo la (2.3) per g; con facili passaggi, ricordando anche la (1.7),
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si ha
(2.5) div (JH* X E) = iwg(uH®— el®) + ygl*— grad g- E x H* .

Cerchiamo un valore maggiorante per 'ultimo termine di (2.5).
81 noti intanto che, essendo |grad R| =1, si ha

(2.6) grad g = — x exp (— al) grad R = |grad ¢| = ag .

uindi ricordando (1.7), (1.8), (1.9) e (1.12), applicando una diseguaglianza
H y b fl b
forse nota, che sard comunque provata in appendice, si ha

(2.7) lgrad g-Ex H*| < |grad g| EH* = %_\/e—“—u, BH <ogko(eB*4 uH?) .

el
Consideriamo ora una superficie sferica X di centro x, e raggio R, abbastanza
grande in modo che ¢ sia interna a X. Detto v, il volume della parte di £ com-
presa {ra ¢ e 2, integrando la (2.5) su »; ¢ indicando con ny e nr i versori rispet-
tivamente normali a ¢ ¢ a X (orientati verso Pesterno di »,), si ha (2)

(2.8) [9EXH* n,dc + [¢EXH-nydX

= —iw [g(uH?*— ¢ B?) dv,— [ygB* dv, + [grad g- Ex H* dv, .

Ora se, su g, E,= 0 allora ExH*-n =0 ¢ la funzione sotto il segno di inte-
grazione nel primo termine di (2.8) ¢ nulla.

Poich¢ allo stesso risultato si giunge se H, = 0, si conclude che il primo
termine di (2.8) ¢ nullo.

Passiamo ora al limite per B, — co: per la (1.15) si ha su X

(2.9) |gE XH ne|<g|E||H| < M?exp(—a+ 20) R, .

Ma, come si & supposto o > 24, allora il primo membro di (2.9) tende a zero
esponenzialmente per R, -> co; quindi, con questo passaggio al limite il se-
condo termine di (2.8) si annulla.

(*) A rigore per ottenere (2.8) se x, € v;, bisognerebbe integrare Ia (2.5) nel dominio
compreso la X, o e una superficie sferica (interna a ;) di eentro x, e raggio » e poi far
tendere » a zero.
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Allora, detto o il volume esterno a ¢, cioé il volume di 2, la (2.8) diventa

(2.10) io [(quH?— geB?) dv + [gyE* dv = [grad g- EX H* dv .

v

Si noti che ogni singolo integrale di (2.10) & convergente perche, per la pre-
senza di g, le funzioni sotto il segno di integrazione sono maggiorate da
exp (— o -+ 2f) B moltiplicato per una costante positiva. Ora ugunagliamo fra
loro la parte immaginaria e la parte reale di (2.10); tenendo conto che la parte
reale e quella immaginaria di un numero complesso sono inferiori (o al pil
uguali) al suo modulo e tenendo anche conto di (2.7), si ha

(2.11) [{guH?— geE?) dv<oc7‘:f(gsE3 + guH?) dv
(2.12) fogyB? dv <ok [(geB* 4 guH?) dv .

Ora per la (1.13) segue
(2.13) ok<l—0=1—ak>0>0.

Quindi da (2.11)

R 7 .
(2.14) vfg,uH- dog = vfgaE’ dw
e sostituendo in (2.12)
2ok
B odvg ——— 2 do.
(2.15) ngf do< ;— vfgsE ”,)

Ponendo in luogo di y, y,, di g, &, si rinforza la disegnaglianza (2.15). Allora,
ricordando (1.11), si ha

2ok .
(2.16) {enw ( I—r— ) 9B dv<0.
Ora per la (1.13) si ha
e — 5
(2.17) ak < 2+z(1_ ) s
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quindi

2al__  2U(1—3) _ 2A—2W
T ok 21— 5% ©

(2.18) 1.

Allora se E* non fosse identicamente nullo in 2, il primo membro di (2.16)
sarebbe positivo in contraddizione con la (2.16) Stessa; si ha cosi E(x) =0
per ogni x € Z. Da (1.2) segue subito H(x) = 0, quindi il teorema di unicitd
¢ dimostrato.

Appendice

Completiamo alcune nozioni, ben note, sui vettori complessi che indiche-
remo ancora con E o H (ed espressi da (1.4) e analoga) senza che essi rap-
presentino necessariamente un campo eleftrico o uno magnetico.

Detto y; (j =1, 2, 3) un sistema di coordinate cartesiane ortogonali, defi-
niremo componente di E lungo y; 'espressione

(A1) B; = By; + ihy;,
dove F,; ed F,; sono le componenti lungo y,; di E, ed E,. Ora, essendo
(A.2) E-H=E,‘-H,—E,-H,+iFE,-H,+ E,-H,) ,
si ha subito E*= E-E*.
Si ha poi, com’e facile verificare da (A.1) (& sottointesa la sommatoria

rispetto all’indice j da 1 a 3)

(A.3) E-H=EH,=1=|E, H2=|H|.

Si ha poi ricordando la relazione di Schwarz
(A.4) |E-H| < |B,H,| < VI|B|H}| = BH .

Sia ora a un vettore reale, calcoliamo un valore maggiorante per |a XE|;
tenendo presenta la (1.7) si ha

(A.5) laxE| =V(axE)*+ (axE)*<aVE + E: = oF .

Consideriamo quindi il prodotto misto a-E xH.
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Poiché, come subito si verifica, anche nel prodotto misto dei vettori com-
plessi & lecito seambiare il simbolo di prodotto vettoriale con quello di pro-
dotto scalare, per (A.4) e (A.53) si ha

(A.6) la-ExH*| = |(axE)-H* < |axE|H<aEH .

Questa disegnaglianza ¢ stata applicata per dedurre (2.7) ¢ (2.9), ponendo
nella prima e = grad g e nella seconda .a = ns.
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Sunto

Mediante il metodo della funzione peso si dimosiva un teorema di unicita per le .
equaziont del campo elettromagnetico sinusoidale in un dominio illimitato senza porre
condizgioni di convergenza all infinito.



