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Riv. Mat. Univ. Parma (4) & (1979),

P. AzziMmoNDI ¢ C. SCARAVELLI (%)

Un teorema del punto unito

in spazi metrici generalizzati (**)

A Groreio SEsTINI per il suo 70° compleanno

1. - Introduzione

In questi ultimi anni (come & noto) sono stati seritti moltissimi lavori sul
problema del punto unito, soprattutto (*) per applicazioni fra spazi metrici.
Qui noi diamo un teorema di esistenza e unicitd per il punto unito di una
applicazione di uno spazio metrico generalizzato completo in sé, con ipotesi di
contrattivita abbastanza generali (su questo teorema, per gli spazi metrici,
cfr. [4],, [8]). ,

Precisamente, dopo aver introdotto gli spazi in cul intendiamo operare
(cefr. n. 2), si da la dimostrazione del teorema (efr. n. 3), e si fanno aleune os-
servazioni (cfr. n. 4). Infine, nella Bibliografia, fra le tantissime Note sull’argo-
mento, vengono riportate quelle che hanno suggerito la presente, e alcune di
quelle che contengono ampie informazioni ed estesi riferimenti bibliografici sul
problema stesso (cfr., in particolare, [10],.,).

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 43100 Parma, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.) e del G.N.I.M. (C.N.R.).
— Ricevuto il 13-111-1979.
(*) Ma non esclusivamente: si vedano, ad esempio, [10];,, {111, [12], [13], [14].
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774 P. AZZIMONDI ¢ C. SCARAVELLI [2]
2. «~ Una elasse di spazi metrici generalizzati

Siano Z un insieme e d: Fx F -+ Nt una applicazione che verifica le se-
guenti proprieta
() dxy,y)=0<>a=y perzycl,
(b) dlz,y) = dly, =) per z,ye K,

(e) esistono: un sottoinsieme 4 di i+ contenente un intervallo 0'_& (a>0),
una costante reale v>1, e una funzione ¢: A - Jtinfinitesima nello zero,
tali che, per ogni @, 4,2€ B, d(x,y) e 4 = d(z, 2)<pld(z, y)] + td(y, z) (pro-
prieta triangolare generalizzata: p.t.g.).

Lo spazio (I, d) cosi definito ¢ lo spazio metrico generalizeato in cui inten-
diamo muoverci; esso ¢ stato introdotto (anche per altri fini) in [3],, come caso
particolare di altri spazi metrici generalizzati., Un siffatto spazio sard qui chia-
mato, per brevita, H-spazio. Negli H-spazi si possono introdurre (e trattare
alla stessa stregua che negli ordinari spazi metrici) le nozioni topologiche e di

completezza. In particolare, si segnala che gli H-spazi sono spazi di Hausdorff,
e che Papplicazione d & uniformemente continua.

3. - Un teorema di punto unite negli II-spazi

Teorema. Siano dati un H-spazio complelo (B, d) ¢ una funzione f: I — Ii;
stano A e T, rispettivamente, Dinsieme e la costanie indicati in (c). Se

O A(f@), 1) <al@, y) dle, y) + asle, y)d(z, f(@) + al@, y)d(y, 1))

-+ @y, ?/)d(m) 7’(7/)) -+ as(w, 27/)(?’(3/7 f(’U)) s

\ .
con a;: BXE N+ (6 =1,2,3,4,5) ¢ sup > afx,y) =a<l]z,

{2, ¥)EEXE i=1
(2) d(w, f(w)) e A per ogni well,
allora esiste uno ed un sol punio unito per la funsgione f.

Dimostrazione. TFissato x,€ B, consideriamo la successione

(3) oy T= (@), Bo=f@1), ..., @p=f(T0m), ...
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di punti di B, e indichiamo con O(z,) Pingieme dei punti della successione (3)
stessa, ricordando che ¢&

(4) diam O(my) = sup {d(@,, x,): r<<s;7=0,1,2,...;8 =1,2,3, ...} .
Si ha allora:

19 YV d{x,, ) <o diam Ofw,) .
hkeM
<k

Infatti, dati 2, ke con h <k, per la (3) e la (1) si ottiene successivamente
d(@y, @) = A[f(@n-1)y (@) ] <@ (Bn—15 Brm1) A@pry Bpv)
b (@hmyy Brmy) A @y, B1) + C5(Tpmy,y Bpmy) A Biery ) + C(Trey,y Tpmr) ATy, @)
b as(Bh—y, o) W@, 1)
<omax {d(@,, z,): h—1<r< s<l},
e, applicando (A — 1) volte questa maggiorazione,
(5) ' @y, @) <o max {d(@,, z,): 0<r <s<k},
da cui, per la (4), Passerto.
20) diam O(x,) = sup {d(x,, ©,): neN}.
Infatti, banalmente,
(6) sup {d(xo, 2,): w € N } < diam O () ;
inoltre dalla (5) (essendo « < 1), si ha
d(zy,, ©,) << max {(l(a:,,,, Ty): 0sm<ng k} per 1<h<s<k,
quindi

max {d(,,, ®.): 0<m<n<k} = max {dw, z,): 0 <n<k},
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e ancora
(@, @) < max {d(@,, ©,): 0 < n<k } <sup {d(wy, 2,): neN },
da cui, immediatamente,
d(x,, x,) <sup {d(xo, Ly): nc—‘%} R con r<<g;r=20,1,2,...;8=1,2,3, ...,
cioe, per la (4),
(1) diam O(a,) < sup {d(w,, 2,): nEN};
le (6) e (7) ei danno Dasserto.
3°) diam O(#g) << -+ oo .
Infatti, se fosse diam O(wy) = -+ oo, sarebbe anche, per 2°),

(8) V 3 A<d(z,, a,);
AeR* neM

d’altra parte, posto d(m,, #,) = max {d(z,, #,): 0 <i<n} (con 0 < y<m), per
la (2), la (3), la p.t.g. di (c) e la (5), si ha suceessivamente

d(w,, ©,) <pld(®,, 2,)] + vd{w,, z,)

<@ld(@o, 7)) + v max {d(a;, @,): 0<j<i<n}

= @[d(@,, ¥,)] + or max {d(wo, z;): 0 << i<n}= old(@y, z,)]4 ard(@,, ),
cioé

d{z,, ©
(9) d(wo, m,,)<¢[ ( [1F) 1)];
_ 1l— ot

ma, essendo d(x,, #,) <d(z,, ©,), si avrebbe anche, per la (8),

V 1< pld(@,, 2,)]

P 1—atr '’

il che ¢ assurdo.
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Pertanto da 1°%), tenuto conto di 39, si ha

lim d{z,, @) = 0,
Iy k—too
onde la successione (3) ¢ di Cauchy, e, per Pipotesi di completezza di E, converge
in K. Posto imw, = x,e L, da un certo indice » in poi si ha d(z,, 24) < e €

n—>-+o

quindi d(x,, ) € 4 [essendo @ ed A la costante e I'insieme di (¢)]. Allora, per
la p.t.g. e la (1), si ha banalmente

Uy (24)) <PLAUB 11, 4)] + 7] (@2), [(@04)]<PLAT11, 24)] +
+ at max {d(@., @y), U, Taia), W@y, [(@4)); U@y F(24)), A2y, wn+1)},
cioé, quando n— -} oo (essendo ¢ infinitesima nello zero),
(@, f(22)) <ord(y, fl@))

il che implica @, = f(ay).
Infine, se y4€ I/ fosse un altro punto unito, per la (1) si avrebbe subito

A @y, Yy) = d(f(’”*); f(?/*)) <amax {d(m*, Yx)s d(’”*; f(?/*)); d(y*, f(w*)) };

ossia

Ay You) <@y, Yy) 5

ciod z, = ¥x.

4. - Osservazioni

I. Sfruttando la (5) e una disuguaglianza del tipo (9) si vede facilmente
che, per h, ke N (h<k), d(w,,z:)<(*/(1— ar))ld(®,, #,)], da cui, quando
k—> - oo (per heMN), d(wy, vy)< (/1 — oz)) p[d(@,, #,)] (che & una afferma-
zione analoga alla (c) del teorema 1 di [4],). Pertanto, con semplici passaggi,
formalmente identici a quelli del teorema 2 di [4], per gli spazi metrici, si pud
concludere col

Corollario. Se le ipotesi (1) e (2) del Leorema (cfr. n. 3) sono wverificate,
wmvece che da f, da una «iterata» f» (meN), allore | ha un unico punio unito

zy€ B, ¢ lim f*(x,) = oy, per ogni x,€ L,
n—>+o
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II. Fra i tanti casi particolari del Teorema (cfr. n. 3) che sipossono ot-
tenere specificando le funzioni «,, pud essere interessante quello che si ha sosti-
tuendo I'ipotesi (1) con

(10)  d(f(@), @) < {Za[d(, @)1+ Wi, 1) 4=, 1y)

+ (@, (@) dlm, ) + L, @) Ay, 1) + Ald(, 1@)]?

+ Ad(m, 1) dw, y) + Ad(w, f(@)) d(y, 1) + La(e, {@)a(y, f@))

+ Agld(z, 9))2 + Aa(y, [(@) dlw, y) + L[d(y, f@)]2 4+ Adly, 1) d(z, 1)
+ Zod(y, 1)) U, 9) + 4d(y, 1)) Ay, 1@)) + ALy, f)]}

:{d(wy f(?/)) -+ ',Vod(wy f(w)) + Vld(w} ?/) -+ Vod(?/? f(y)) -+ d(y; f(m)) }5

dove 4l secondo membro & il pi generale rapporto, simmetrico n x,y, fra un
polinomio di secondo grado e uno di primo grado nelle distanze i indicate, e dove ¢
Ary Vo, V1 SONO numeri reali non megativi tali che, per le 2'° possibili scelte delle
fungioni a;, si abbia sempre o <<1/t.

IIT. L’ipotesi (2) del Teorema serve qui chiaramente a rendere possibile
Puso della proprietd triangolare generalizzata nella dimostrazione del Teorema
stesso [efr. 3%), n. 3]. Perd in certi casi 'appartenenza all’insieme A [cfr. (e),
n. 2] delle distanze che vi debbono appartenere, affinché si possa usare la p.t.g.
(nel procedimento dimostrativo), discende direttamente (con semplici passaggi)
dall’ipotesi (1): ¢ allora la (2) diventa superflua. Questo accade, ad esempio, se
(almeno) a2, f(®)) = 0, per x € E. Infatti applicando la (1) alla successione (3),
si vede subito (in questo caso) che la successione {d(mn, Zpt1): 7= 0,1, 2,...}
& infinitesima. Pertanto, da un certo p € N in poi, d(x,, ©,+,) € 4: questo basta
per poter ripetere lo schema dimostrativo del n. 3 per la successione ., e con-
cludere poi con Pesistenza e Punicitd del punto unito. Cosi, nel caso particolare
di II basta porre A,= 0, in quanto scegliendo a, uguale al rapporto fra
Ma{z, f(y)) e il denominatore di (10), si ha addirittura a,(,y)= 0.

IV. Ovviamente, gli spazi metrici sono H-spazi particolari, con A = 3+,
7 = 1, ¢ funzione identica. Pertanto i Teoremi: 2 di[1], 1 di[2], 2.5 di [4];,
1 () e (b) di [4],, 1 part (a) e 2 i [5], 2 di [6],, 1 di [7], di [8], 3 di [9];, 3 di [9].,
1 @i [15];, 2 di [15],, (dimostrati in spazi metrici, dove la condizione (2) del
n. 3 ¢ sempre banalmente veriﬁcam) st possono riguardare come casi pariicolart
del Teorema oggetto del n. 3. In particolare, poi, i Teoremi: 1 part (a) di [5],
2 di[6];, 1 di[7], 3 di [9], rientrano anche nel easo indicato qui all’Osservazione II.
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Summary

In this paper we give a fized point theorem for mappings of a complete generalized
metric space (H-space) indo itself, under enough general hypothesis of contraction. Several
Inown theorems in literature can be regarded as particular cases of this.



