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Teoremi di esistenza
per problemi al contorno di quarto

e quinto tipo per un’equazione parabolica lineare (**)

A GIORGIO SESTINI per il suo 70° compleanno

1. - Introduzione

In questo articolo intendo studiare Pesistenza di particolari problemi al
contorno per una equazione parabolica lineare. Per 'equazione della diffusione
tali problemi sorgono quando si esamina il proeesso di trasmissione del calore
studiando sia il mutamento di temperatura del corpo sia quello dell’ambiente,

vedi [1], [2], [5]: [5]1., [8L:, [9], [10].
Nel caso unidimensionale il problema & schematizzato nel modo seguente

0% o ou
W) Tule, 1) = aley 1) 2o 4 b, 1) 5+ el hu— o5 = gl@, 1)
in Dy = {(z,1): X,(t) << X.(t); 0<t<T},

(1.2) w(z, 0) = f(z), X,(0) < @ << X,(0),

(1.3) w(Xy(8), 1) = h(t), O0<i<T,

(*) Indirizzo: Istituto Matematico «U. Dini», Universita, Viale Morgagni 67/A,
50134 Tirenze, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M. (C.N.R.). — Ricevuto: 11-I-1979.
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(14)  — a@u(Xi(t), 1) + B u(Xy(0), 1) = o) + (1), O0<t< T,

(1.5) 7w (X (1), 1) = p(0)0(1) + pa(t)0(t) + Q1) 0<it< T,
(1.6) 0(0) = v,

dove L & un operatore parabolico (« > 0), e 7' ¢ una assegnata costante positiva.
Le condizioni (1.4), (1.5), (1.6) sono di quarto tipo se si ha che

(1) al) =0, BH>F>0, p)>p>0 (i=1,2),

dove f,, y, sono due costanti > 0.
Sono di guinto tipo se si ha che

’ (1.8) a(l)>o>0, BH)>0, p{)>yp,>0 (t=12),

dove ¢y, v, sono due costanti positive.

In [2], [5]:, [5];. sono dati teoremi di esistenza e unicitd sotto ipotesi simili
alle nostre, anche se pit pesanti, per problemi con condizioni di quarto o quinto
tipo sia su X ,(¢) che su X,(¢).

In un precedente lavoro [10] ho dato teoremi di unicitd e stime a priori
per le soluzioni del problema (1.1)-(1.6) sia di quarto che di quinto tipo.

Diamo le seguenti definizioni.

Definizione 1. Diciamo che la coppia di funzioni reali (u(z, 1), v(i)) ¢
soluzione del problema (1.1)-(1.6) di quarto tipo se

(i) uw(z,t) & continua insieme alle sue derivate prima e seconda rigpetto
a « e prima rispetto a ¢ in Dy, & continua in 1), esclusi i punti di discontinuita P
di f e i, in cui lim infu(P) e lim sup w(P) devono coineidere rispettivamente

P—p PP
con lim inf e lim sup dei dati per P — P, ed escluso eventualmente il punto

(X,(0), 0) in cui deve essere
(1.9) inf (lim inf [0, + ¢(0)][)]Y, lim inff(x))
t->0+ a-»X {0y

< Hm infu(r, 1) < lim supu(a, 1)

a->X(0)* a—>X; (0)*
0+ t—>0*
< sup (lim sap [v, -+ @O, lim supf(z)),
il 3> X, (6)*

u soddisfa le condizioni (1.1)-(1.3).
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(ii) esista continuo per 0 <t << T, u,(X,(t), t) = lim w,(=,t).
=Xy ()
(iii) »(t) sia derivabile con continuitd per 0 < t< T, continua per 0 <i< T

e soddisfi la (1.6).
(iv) u(x, t), v(?) soddisfino le (1.4)-(1.5).
Definizione 2. Diciamo che la coppia di funzioni reali (u(w,t), v(t)) &

soluzione del problema (1.1)-(1.6) di quinto tipo se, oltre ad essere verificate
le condizioni (ii), (iii), (iv) della Definizione 1, si ha che

(v) u(z, 1) soddisfa la condizione (i) della Definizione 1 salvo imporre,

invece della (1.9) la seguente

(1.10) lim inff(z) = lim infu(z, t) < lim supu(z,{) = lim sup f(=) .
2-—+X,(0)* a—>X,(0)t Xy (2)“" 2~ X(0)*
t—ot >0

Nel paragrafo 2 studierd Pesistenza per problemi di quarto tipo, nel para-
grafo 3 per problemi di quinto tipo. I risultati ottenuti in entrambi i paragrafi
rimangono validi anche in domini illimitati (X, — -+ co), purché si facciano le
clagsiche ipotesi di erescenza su f(z).

Nella appendice si danno stime sulle soluzioni di una particolare disugua-
glianza integrale, stime utili nelle dimostrazioni dei Teoremi di esistenza.

2. - Teorema di esistenza per problemi di quarto tipo

Faceciamo le seguenti ipotesi sui dati e i coefficienti.

(1) L &un operatore parabolico, quindi esistono due costanti positive a,, 4,
tali che, in Dy, 0 < ao<a(z, t)<A,. '

(2) @, b, ¢, g sono funzioni definite in RX R+, Holderiane di ordine o,
rispetto a z in Dy; ¢ & Holderiana di ordine o, rispetto a ¢.

(3) R(1), p(1) sono funzioni continue in [0, I] e tali che
lo(t) — p() | < Cl—o(t — T)VE D R(E) — B(T) | < Ot ot — ) (0<o < §,<1/2).
(4) f(z) & continua e Lipschitziana per X,(0) <z < X,(0).

(B) X (1)< Xu(t), 0<t< T, e X,(t) con i=1,2 sono continue in [0, 7]
e tali che

X.(1) — X(r) | < Crr(t— T+ (i=1,2; 0<y < 6<1/2).
Y
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Talvolta sard necessario assumere la seguente ipotesi pill restrittiva
(5) vale Pipotesi (5) ed & inoltre 0 <y < 1/4.

(6) e(), p(t), p,(t) con 4 =1,2,3 sono funzioni limitate e continue in
[0, T]; p & Holderiana in [0, '] di ordine 1/2 + ¢, con 0 < o, <C1/2.

(7) @(t) & continua in (0, I'] e tale che |@| < Ct—*/2 per 0 << t<T.
(7) @) ¢ continua in [0, T'].
Diciamo I'(z,t; &, 1) la soluzione fondamentale per Pequazione Lu = 0,

dove L ¢& Poperatore definito in (1.1). Come & noto, vedi [4], [6], tale soluzione
¢ data da

(2.1 Tz, t; &, 1) = w(x, 15 &, 1) + wm, b & 1),

con

(@, 1 & 7) = (t—7)7" exp [— ;;L("(:G‘”;)-_(f)— 7)

1

¢ too
w(@, 5 &, 7) _—..fd'r] fcu(m, &y, ) Dly,n; & T)dy,

dove @ ¢ soluzione di una equazione integrale di Volterra di secondo tipo,
vedi [4], pag. 14.

Diamo ora aleuni lemmi ehe ci saranno utili nel seguito e le cui dimostra-
zioni si ottengono tramite stime su I" e I, adattando al caso in esame le teeniche
di [4]-[6] (vedi in particolare i Lemmi 3, 4 di [5],, e Lemma 9 di [5],).

Lemma 1. Nellipotesi (5) su X,(t) con i =1,2, se u ¢ C(0, T'] ¢ inolire
lu(t)|< Ot (0 < t< T), allora & definita in Dy la funzione
12

W@, 1) =[x, t; Xo(z), D) p(z)de (i =1,2)

0
|

ed &
(2.3)  lim Wiz, t) = — } sign (z — X,(1))(a(X (1), 1)) put) +W(X:(2), )
x—>X
(0<t<).
Lemma 2. Nelle ipotesi (6) e (B) falte su ff e su X, si ha, per 0 < 7<i<T

(2.4) lim jtﬁi(z)(t — &) V(X (=), 25 X,(x), T) d2

T->t T
(da(X (1), 1)) 21212 B,(t) se i=7j,
0 se is5 9,
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con 4, j=1,2 e

plt) sei=1,
1 e 1= 2.

(2.5) pit) =
Lemma 3. Nelle ipotesi del Lemina 2 si ha che per 0 < v<t<T

9, .t . _ - -

(2.6) [ = ([P (X (2), 25 X, (2), T)(t — &) 2 dz| < Cr3(t — 7)~8

con i, j =1,2, f; definito in (2.5) e dove § ¢ 6 sono tali che 0<6<1, 0< 7
-+ 0 <1. Se vale Pipotesi 5 si ha inolire che 7 < 1/2.

Lemma 4. Nelle ipotesi fatte su X, (3) si ha che per 0 < v<t<T
(2.7) (X (), 85 Xs(v), o) | < Cov(t— 7)o (4,5 =1,2).

Notiamo che, ovviamente, se X, sono uniformemente continue secondo
Holder la (2.6) va scritta con 7 = 0.

Osservazione 1. Consideriamo il seguente problema

Ly = g(x, 1), in Dy,

(2.8) wlw, 0) = f(x), X (0) < w << Xy(0),
w(X,(t),t) = h(t), 0<iti< T,
BOT(X,(1), 1) = (1) + v, 0<t<T,

dove L e Dy sono definiti in (1.1).

Nelle ipotesi fatte esiste unica la soluzione, in senso classico, del pro-
blema (2.8), vedi [4], [6], [7]. Con metodi classici, vedi [5], [7], e dal risultato 4
dell’appendice si ha inoltre che w.(X,(¢),?) esiste continua per 0 < t<T e che

(A) w,(Xy(2),t) & limitata in [0, T] se valgono le ipotesi (5) su X,, e (3)
su @ ¢ b e se vale Pipotesi di racecordo seguente

(2.9) B(0)F(X(0)) = @(0) + v, .

(B) Se valgono le ipotesi (5) su X, e (3) su ¢ e h, e non & verificata la (2.9)

. be
allora si ha che

% (X,(2), 1) |[< O (0<t<T).



596 M. UGHI [6]

Se poi f ¢ derivabile in X;(0) e siamo nelle ipotesi di cui al punfo (A),
7,(X,(t), 1) ¢ continua in [0, T'].

Tornando alla dimostrazione del teorema di esistenza consideriamo la coppia
(U, V), definita come U = u — %, V = v — ©,; essa & soluzione di un problema
(1.1)-(1.6) con g, f, R, @, v, uguali a 0 e

(2.10) Q = Q — y . (X;(1), 1) + 72

al posto di Q. B evidente che basta studiare Pesistenza per questo ultimo pro-
blema.
Cerchiamo la soluzione (U, V) nella forma

Uy = 3 | T(o,t X0), Dpen(dds (G =1,2),

con p,(t) ¢ =1,2,3 funzioni incognite.
Sostituendo in (1.3), (1.4), (1.5) e tenendo conto del Lemma 1 si ha, rispet-
tivamente

(2.12) S [ P, 5 X0, D) pealndr =0,
(2.13) BOS [ TG0, 5 Xie), 1) paln)de — [m(n)de =0,
@14  — 5 (@&, )7 w) + no) S j F(Xa(t), 5 Xo(o), 7) posa(v) Ao

=1

— ys{t) j',ul YAz — pa(t) (1) = Q(2) -
Le (1.1), (1.2), (1.6) sono identicamente soddisfatte.

Le equazioni seritte sopra sono equazioni integrali di Volterra e precisa-
mente le (2.12), (2.13) di primo tipo, la (2.14) di secondo tipo. Come ¢ usuale,
ridurremo le prime due equazioni a equazioni di secondo tipo nel modo se-
guente: scritte le (2.12), (2.13) per t = 2, moltiplichiamo entrambi i membri
per (t— z)~1/2, integriamo tra 0 e ¢ e poi deriviamo rispetto a ¢; i Lemmi 2 e 3
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7

assicurano la liceitdh di tali operazioni. Si ottiene dalla (2.12) e dalla (2.13)

[7]
rispettivamente
(2.15)  @2(4a(Xy(8), 1))~ polt)

5]

-+ E Jf i (T)

i=1 0

(2.16) 72 f(1)(da( X, (1),

2t
+ 2 J tenalz
i=1 0

11 sistema (2.14),

1)72 ()

(2.15),

Pl ¢

2 (St P(X(a), 25 X (), 7) 02

fyl(r Vi — )" 2de

12

([t — 2V I'(X\(2), 2; Xi(7), T)d2)dT = 0.

o

(2.16) & ora un sistema di equazioni integrali di

Volterra di secondo tipo, che si pud riserivere nel modo seguente

3 i

(2.17) pit) = p(t) + 2 [ Kyt Dps(r)dr (1=1,2,3),
=1 0 .
dove
_Qw o
Yy = ) y Y= Py= 0,
g 71( ) > 120 +\—1 g_ya(t)
K, = 0] (na(ll(t), 1))t — 7)Y 0L
Y1 (t) > y1(?) —1/2
K= o) I(Xy(0),t; X, 4(7), 7) + B 7a) (rea (X1(2), ))-Y
a t
3 ([B)(t—2) V2 I(X(2), 2; X, 4(T), T) d2) (71=2,3),
1
(2.18) Ky = ;it a( X(t), )2 30 (t—7)72,
1,4 9 ;¢
K,; = o) ( a(X, (1), )} ,28—t (rfﬁ(z)(t-Z)‘l“
I'(Xy(2),2; X; (1), 7)d2) , (j=23),
Ky =0,
Ky = — (/;45 a(X,(1), t))l'ﬂ%( [(t— 2 T(X(0), % Xoa(), D)) (G =2, 3)
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Dalla Osservazione 1 si ha che se valgono le ipotesi (3), (5), (7) su ¢, h,
X;, @ e la (2.9), le p,(t) sono funzioni continue in (0, 7] e limitate in [0, T7;
se invece valgono le ipotesi (3), (5) su ¢, b, X, e non vale la (2.9) allora, nella
ipotesi (7) su @, si ha che le u,(¢) sono funzioni continue in (0, 7] e tali che
[9:(2) | < Ct112 per 0 < t<T.

Dai Lemmi 3 e 4 e da quanto seritto sopra segue che vale il risultato 4 del-
Pappendice e quindi e¢he esistono uniche le u,(t) (i =1, 2, 3), soluzioni del si-
stema (2.17), sono continue in (0, 7] ed hanno lo stesso andamento delle u;
vicino allorigine.

Resta da verificare che wu(z, t) cosi ottenuta verifica la (1.9) e che, ove non
sia f(X,(0)) = B(0), si abbia che liminf %(P) e limsup u(P) coincidano

P—>(X4(0),0) P—>(X:(0),0)
rispettivamente con lim inf ¢ lim sup dei dati per P — (X,(0), 0). Questo segue
immediatamente dal fatto che U(w,?) & continua in (X,(0),0) e (X,(0),0) ed
¢ ivi uguale a zero, e w(x,t) & soluzione del problema (2.8), e quindi per defi-
nizione di soluzione verifica quanto seritto sopra.

Possiamo quindi enuneciare il seguente teorema.

Teorema 1. (i) Nelle ipotesi fatle, in particolare (5) su X, e (7) su Q, esiste
almeno una soluzione del problema (1.1)-(1.6) nel senso della Definizione 1 e si
ha che |9(t)|<Ct—2"2 per 0 <t<T.

(if) Se poi vale Vipotesi (T) su Q ed é verificata la condizione d&i rac-
cordo (2.9) si ha anche che v(t) ¢ C[0, T] e w(w,t) & continua in D\ (X,(0), 0);
in questo caso ¢ sufficiente Pipotesi (5) su X,. Se si ha anche che {(X,(0))= 1(0),
allora-u & continua in Dy,

(ili) Se inoltre f(x) é derivabile in X,(0) ¢ X,(0), allora u (x, t) é continua
fin sul contorno per 0 <t T.
Osservazione 2. Stime di u,(X(t),1).
Dalla (2.11) e dal Lemma 1 segue che

(2.19)  w, (X (), 8) = F (1/2)(a(X (1), 1)) pens(2)

2 t

-+ ,z I Fa:(Xi(t)7 t; Xy(7), T)M:’ﬂ(")dl’ + ﬁx(Xi(t)’ 1),
=1 0 .

econ ¢ =1,2 e dove il segno — vale se ¢ =1, il segno + se i = 2.

Avendosi che le u; hanno lo stesso andamento della @, e quindi di Ta(X (1), 1),
vieino all’origine si ha, per POsservazione 1 e il Lemma 4, che nelle ipotesi del
Teorema 1 (i), |u.{X(t), )| < Ct-2/2 e, nelle ipotesi del Teorema 1 (ii), si ha che
u,(X,(2), ) & limitata in [0, T'].
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T ovvio che se f & derivabile, dal Teorema 1 (iii) segue che u, essendo con-
tinua in Dy & ivi limitata.

3. - Teorema di esistenza per problemi di quinto tipo

Assumiamo come ipotesi le stesse del paragrafo 2 salvo per quanto riguarda
@(t) su cui facciamo le seguenti:

(8) @(t) & continua in (0, 7] e tale che |@|<<Ct-1/2 per 0 < t< 7.

(8) @(t) & continua in (0, 7] e limitata in [0, 7.
Premettiamo la seguente osservazione.

Osservazione 3. Consideriamo il seguente problema
>

L = g(a, t), in Dy,

(@, 0) = f(x), X1(0) < 2 < Xy(0),
(8.1)

w(Xo(2), 1) = h(t), 0<t< T,

— ottia(Xa (1), 1) + Fu(Xa(1), 1) = o (1) + o 0<t<T.

Nelle ipotesi fatte esiste unica la soluzione in senso classico del problema (3.1),
vedi [4], [6], [7]. Con metodi classici, vedi [5],, [7], ¢ dal risultato 4 delPappen-
dice si ha inoltre che 7,(X,(t),¢) esiste continua per 0 < t< T e che

(A) %.(X,(t),t) & limitata in [0, T] se valgono le ipotesi (5), (3), (8).

(B)" Se valgono le ipotesi (5), (3) e (8) allora & |w,(X,(t),1)|<Ct1/2
per 0 <t 7.
Se poi, nelle ipotesi di cui al punto (A)’, f ¢ derivabile in X,(0) ¢ vale la
seguente condizione di raccordo

(3.2) o(0)f'(X1(0)) + B(0)F(X1(0)) = @(0) 4 v,

allora %,(X,(t), ) & continua in [0, T].

Definita ora la coppia (U, V) come nel paragrafo 2, si ha che (U, V) & solu-
zione di un problema di quinto tipo con g, f, , ¢, v, ugnali a 0 ¢ §, data dalla
(2.10), al posto di @. Al solito basta studiare P'esistenza per quest’ultimo pro-
blema.
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Dalle (1.4), (1.5), (1.6) si pud dedurre la dipendenza funzionale di V(¢) da
Uz, t); infatti ricavando U,(X,(¢),?) dalla (1.4) e sostituendo nella (1.5) si
ottiene la seguente equazione differenziale del primo ordine lineare in V(1)

(3.3) V(t) + p V() = ) + 60 UX(1), 1),

dove

(3.4)  p(t) = (ys + ye )yt @) =— Q% @) = By iyt
Dalla (3.3) e dalla (1.6) si ha che

t

(3.5) V() = W(t) + exp (— P(t) [ ¢o(7) U(Xi(2), 7) exp P(r)dr,

dove

(8.6)  W(t) = exp (— P(t)) ftql(r) exp P(r)dz, P{)= jtp(s)ds .

0

Sostituendo la (3.5) in (1.4) si ottiene una nuova condizione al contorno
che equivale alle (1.4), (1.5), (1.6).
Procedendo ora come al paragrafo 2 cerchiamo U(x, ?) nella forma

(3.7) Uz, t) = zg ftf(w, t; Xi(v), T)pui(r)dr (i1=1,2).

=1 0

Sostituendo in (1.3) e (1.4), tenendo conto della (3.5) e del Lemma 1, si ha
rispettivamente

(3.8) i f I(X,(t), t; X (1), T)ps(r)dr =0,
(3.9)  (1/2)a(a(X(2), 1) pa(t) — “2 | To(Xa(0), 85 Xo(x), ) palr)dz

+ﬁsz(X )y t; X (%), T) pi(7)dr

—exp (— P) 3 [ p(a) [ quls) D(Xuls), 55 Xi(2), 7) exp P(s)ds = W)

Le condizioni (1.1), (1.2) sono identicamente soddisfatte.
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La (3.9) & una equazione integrale di Volterra di secondo tipo, mentre
Ia (3.8) ¢ del primo tipo. Procedendo come in 2 si arriva ad un sistema di equa-
zioni integrali di Volterra di secondo tipo, costituito dalla (3.9) ¢ da una equa-
zione identica alla (2.15) salvo porre u, al posto di p,+; e w, al posto di yu,, che
si pud serivere in forma piu compatta come

(3.10) wa(t) = pi(t) - gl jffn(t, T)Ei(r) dz (1=1,2),
dove

palt) = 25 a(Xal0), 1) W) palt) = 0,
(3.11)  K,y,(t, T) = 2a(X,(8), )(LW(X,(1), t; Xi(7), T) + %J‘( Y.(1), t); Xi(7), 7)

— % exp (— P()) [ (s T(Xy(8), 53 X,(x), 7) exp (P(s) ds) ,
[ (¢ — &) I(Xoe), 2 X,(0), 7)d2)

T

IR

Koslt, 7) = a1 (da(Xy(1), 1) (

con j=1,2, W, P e ¢, definiti in (3.4), (3.6).

Tenendo conto dell’Osservazione 3, dei Lemmi 3, 4 e del risultato 4 del-
I’Appendice si ha che esiste unica la soluzione del sistema (3.10) e le u,(t)
(i =1, 2) sono funzioni continue in (0, I’} e limitate in [0, 17).

Considerando le (3.5), (3.3) e I’Osservazione 3 si giunge a costruire la
coppia (u, v).

Resta da verificare che la u(z, ¢) cosi ottenuta verifica la (1.10) e che, ove

non sia f(X,(0)) = h(0), si abbia che liminf «(P) e limsup wu(P) coinci-
P->(X5(0),0) P->(X:(0),0)
dano rispettivamente con lim inf e lim sup dei dati per P — (X,(0), 0).

Questo segue immediatamente dal fatto che Uz, t) & continua in (X,(0), 0)
e (X,(0), 0) ed & ivi nguale a zero, e 7%(z,t) & soluzione del problema (3.1).

Per la precisione, avendo fatto l'ipotesi ehe f(x) sia continua anche in
(X,(0), 0), ipotesi (4), si ha che u & anch’essa continua in quel punto.

Possiamo quindi enuneciare il seguente teorema.

Teorema 2. (i) Nelle ipotesi fatie, in particolare (5), (8) e (T) esiste al-
meno una soluzione del problema (1.1)-(1.6) di quinto tipo nel senso della Defi-
nizione 2 e si ha che |9(8)|< Ct-112 per 0 < 1< T e u & continua in ET\(Xz(O), 0).

(ii) Se walgono le ipotesi pidv restrittive (8) ¢ (7) si ha in pit che v(t) é
C0, T]; in questo caso e sufficiente Uipotesi (5).



602 M. UGHI [12]

(iii) Se si ha anche che f(X(0))= h(0), allora u & continua in Dy. Se in-
olire f(z) ¢ derivabile in X;(0) e Xo(0) e vale la condizione di raccordo (3.2) u,(x, 1)
¢ continua fin sul contorno per 0<t<T.

Osservazione 4. Stime su u,(X,(1),1) (i =1,2).
Dalla (3.7), dal Lemma 4, dal Teorema 2 si ha che

(3.12) (X (1), 1) | < € + T X (1), 1) (i=1,2),

dove u ¢ definita in (3.1).

Vale quindi per (X (?), t) quanto seritto per ..

I ovvio che se f & derivabile in [X,(0), X.(0)], dal Teorema 2 (iii}, viene
che w, essendo continua in Dy, & ivi limitata.

Appendice

Consideriamo la disuguaglianza integrale seguente
t
(A.1) 0<y(t) <p(t) + ¢ [ ¥t —7)Py(r)dz 0<t<T),

0

dove ¢ & una costante positiva, y e & sono costanti >0, tali che 0<y 4 d < 1.
Studiamo il seguente integrale

(A.2) I, s) = ftr—“/(t — 1) (r—s)y?dr.
8i ha che ’ )
Risultato 1. Se 20<1, e 0<y 4+ d <1, allora
(A.3) It )< B(—y—08 +1,—§ 4 1){-v-2o¢l |
dove B é la funzione Beta Euleriana.

Dimostrazione. Tacciamo vedere che se 20<1, I(f,s) ¢ una funzione mono-
tona non crescente di s.
Consideriamo ¢ costante tale che 0 < & < s.

I(t, s—e)—I(t, s) = f TVt — 1)z — s + &)~ %dr

8—E&
3
+ vt —2)0((r—s+ )0 —(v—s)0)dr.
Se % e % sono scelti in modo opportuno in (s — ¢, s) e (s, t) rispettivamente, si ha
I(t,s —e) —I{t,s) = %7 [ (t—7)%r —s 4 &)%dz

§—E&

Y f (t—7)9((r — 8 + &)¢ — (x —8)~0)dvr > I (t, s — e} — L VI (L, 5) ,
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dove
t
J(t, 8) = _f (t — 7)-3(7 —8)~0dr = B(— 6 + 1, — 3 4 1)(f—s)720+L.
8

Essendo J(4, s) una funzione monotona non crescente di s, si ha che J(t, s — &) > J (1, s),
da cui segue subito 1’asserto.

In particolare allora si ha che I{t, s) <I(t, 0) e ciot la (A.3).

Tornando alla disuguaglianza (A.1), consideriamo per primo il caso in cui p(t) &
limitata e studiamo la (A.1) con y(f) nella classe delle funzioni limitate in [0, T].

Moltiplicando entrambi i membri della (A.1) per t=7(t — 7)~¢ ¢ integrando, si ottiene
facilmente

t ¢
(A4)  0< [rrt—v)oymadr<|p]Bl—y + 1,—8 + 117041 4 ¢ [ s7y(s) I(t, s)ds,
1] 1]

dove I(t, s) é definito in (A.2) e, per ogni funzione f(t), definiamo [f|, = max |f(z)].
A questo punto distingniamo due casi o<T<t
(a) 25<1, (b) 20>1.

Caso (a): vale il Risultato 1; dalla (A.3), sostituendo (A.4) in (A.1) e ricordando
che p 6 limitata si ottiene

(A5 o<y@)<|pl (1 + eB(—y +1,—38 + 1)t-v-0+1)
- 12
+ B—y—06 + 1, — 0 + 1)ty [ g-vy(s) ds = |p| I, + I .
[

Se y + 26<1 si pud usare il Lemma di Gronwall generalizzato e, tenendo conto che
la stima che si ottiene vale per ogni T' ¢ T' é arbitrario, si ha

(A.6) 0<yt)< plJuexp (Bl—y — 8 + 1,— 8 -+ D202l —p)l)  (0<t<T),

dove I, ¢ definito in (A.5).
Se y + 20 > 1, avendosi s7720+1 > ¢—v-20+1, dalla (A.5) si ha

t
(A.T) 0 <y < Iplldy + Bl—y—06 + 1, —8 + 1) [ s-2v-2041y(s)ds .
0

Essendo per le ipotesi su y e § 0 < 2y+ 20 — 1 < 1, si pud applicare il Lemma di Gron-
wall generalizzato e procedendo come per la stima precedente si ha
(A.8) 0<y<|p]J,exp(c?B(—y—38 4+ 1,—0 4 1)i2v20+4(2 — 2y — 2§)2

0<t<T).
Caso (b): poiché si ha

(A.9) I(t, 8) <sV(t — §)20+ 1 B(— 6 + 1,— 8 + 1),

dalle (A.4), (A.1) si ha

17
(A10) 0<yM) < |plLy+ @ B(—8 + 1, —8 + 1) [ s=(t— 5)204y(s)ds .
[}
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La precedente diseguaglianza ¢ dello stesso tipo della (A.1) perché [pl,I, é una

funzione limitata di ¢, e, viste le ipotesi su y e 6,
0<(2?’)+(26—1):'}’1+61<1’ O<()‘1=(2(5—-1)<1, O<2y=y1<l,

8i pud quindi ripetere il procedimento seguito per passare da (A.1) ad (A.4), poi se
20, < 1 siamo nel caso (a) e si hanno quindi stime del tipo (A.6) o (A.8), altrimenti si
usa la (A.9) e si procede come per (A.10), con y,, &, al posto di y, 4.

Definiamo

O =20,,—1, & =17, = 2Vu3s Vo=7,

(A1) P = [Paalli(l + aa Bl g + 1, —0,g + D70t
€, = € 3 B(— 0,y + 1, —3,; -+ 1).

Supponendo c¢he 26, ;>1 e 0<y,.q + 6,,<1 si ha che

(A.12) O<y, +0, <1, 0<d, <1, O0<y,<1.

Procedendo come prima si arriva alla diseguaglianza
’ t
(A.13) SY<Py + € [ 50t — )P y(s)ds,
[

che per le (A.12) é dello stesso tipo della (A.1).

D’altra parte si ha che 26, < 1 se 6<<(1 +4- 2 + ... + 27)/2%+1 = (2n+1 . 1) /2041 < 1,

Poiché la successione (2% —1)/2% — 1 per n — oo, fissato & > 0 arbitrario esiste
7i = 7m(e) tale che per n=z7 1 > (271 —1)/271 > 1 —e&.

Quindi, se §<1 —e<1 con ¢> 0 arbitrario, esiste un 7n(e) tale che 2. < 1. Cioé
per n = 7 siamo nel caso (a) e si hanno quindi per y(t) stime del tipo (A.8), (A.8) con
le, ovvie, sostituzioni: y-, 0, p=, ¢; al posto di y, 9, p, c.

Riassumendo si ha quindi il seguente risultato.

Risultato 2. Se p(t) é limitato e 0<y + d <1, (A.1) implica che
(A.14) 0<yd)<|pl.Clc,y, 0; T) o<i<T),

dove C si determina in base alla (A.6) o (A.8).
Useremo ora i due risultati precedenti per dedurre una stima su y(¢) nel caso in cui

(A18)  |p|<ly+ kot (0<<t<T); O<a<]; O<y+a<l; Kk,k>0.

r
Ora si suppone che y(I) sia tale che | 7v-¥y(z)dr < co. Poniamo

(A.16) 2(8) = y(t)1~,
moltiplichiamo (A.1l) per {#, usando le (A.15) e (A.16) si ha
t
(A.17) , 0<2(t) < (gt + &) + et [ 7v-2(l —1)02(r)d7 .

0

Osservazione. Se p - « -+ 6 <1 vale per 2(!) il Risultato 2 e si ha quindi
O<ytY< Oy (e, 09, 05 T, Iy, Byt 9y
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Con lo stesso metodo che ci ha portato alla (A.4), salvo moltiplicare la (A.17) per
T¥-&(t — 7)=0 g1 ottiene, con semplici conti

13
(A.18) 0<a(t) < Iyle + Ky + c2ie [ sv-22(s)I(1, s)ds ,
[}

dove I(t,s) é definito in (A.2) ¢
Eyt) = k(1 + eB(—y + 1, — 6 + Dv-o) < (T,
(3.19) by(t) = k(1 + eB(— y o + 1, — & + 1)t=v-001) B (T) .
Distinguiamo ora nei due casi (a) e (b), (a) 20<1, (b) 20 > 1.
Caso (a): vale il Risultato 1, dalla (A.18) si ha allora che

t

2(8) < Fyl® + By + 2B(—p — 8 + 1, — & 4 1)ga-v-2041 [ gv-ag(s)ds .
o

A\

(A.20) 0=

4

7

Se a—y—20 +1>0 si pud applicare il Lemma di Gronwall generalizzato; proce-
dendo come per (A.G) e tenendo conto della definizione (A.16) si ha

(A21)  0<y(t) < (B, + Fyt2) exp (2 B(—y — 06 + 1, — 8 -+ 1)2-27-20(1 — y — o)1) .
Se invece « —y — 20 + 1< 0, procedendo come per (A.8) si ha
(A.22) <y(B) < (b + kyt o) exp (2 B(—y— 3 + 1, — § -+ 1)2-27-29(2 — 23 — 20)) .

Caso (b): si procedé come nel caso analogo della dimostrazione del Risultato 2.
8i definiscono ¢,, y, ¢ 0, come in (A.11) e

(4.28) B = B 01 + ¢y g B(— iy + 1, — 0pey + 1) T¥n1 0u—1 1), O =k,
A.
B = k0D + ¢y B—ypg—at + 1, — 8, -+ 1) IPn1-0n— +1) kgo) = k.

Si ottengono facilmente stime del tipo (A.21), (A.22) con ovviamente y;, -, o,
k@, k@ al posto di y, d, ¢, ky, k, rispettivamente.

Riassumendo si ha il seguente
r

Risultato 3. Nelle ipotesi (A.15) ¢ se J’y(r)r"r’dr<oo, la (A.1) implica che
0

(A.24) 0<y(t) < Coly, 0,05 T, by, k) + Cy(y, 0, o, ¢35 T, oy, Bp) e S 0<itLTy,
dove .0, e C, sono costanti note in base alle (A.21) e (A.22).
Con metodi ben noti, applicando ad esempio il Teorema della contrazione si ha che

Risultato 4. Nelle ipotesi (A.15) esiste unica la soluzione di una equazione in-
tegrale di Volterra di secondo tipo con funzione nota p(f) e nucleo del tipo della (A.1);
per la soluzione vale la stima (A.24).
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