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ANTONIO MAMBRIANI ¢ GIUSEPPE MAMBRIANI (%)

Deralgebra ristretta:

primo passo verso una nueva « analisi funzionale »; Parte IL

1. - Considerazioni introduttorie.

II Iavoro precedente:
A. MAMBRIANI ¢ G. MAMBRIANI, Deralgebra ristretia: primo passo verso
une nuove « analist funzionale »; 1 [Riv. Mat. Univ. Parma (Serie 4), Vol. 4,
pp. 1-22],
si richiamera, invece che con I, con Parte 1.

Diamo a pi¢ di pagina la «errata corrige» della Parte I (**). Nel n. 2 di
questa Parte II, ritorniamo, inoltre, su quanto esposto nelle pagine 20 e 21
della Parte I (ad esclusione del n. 6.4), per cambiare alcuni simboli, per fare
aleune precisazioni e per ulteriori considerazioni.

2. = « Derfunzioni razionali intere semplici » in una variabile z = z(f), e cor-
rispondenti « equazioni deralgebriche semplici ».

2.1. - Nella Parte T (cfr. inizio di pag. 20) abbiamo concluso, in grande
parallelismo con la formula (2), di algebra A, (cfr. Paste I, pag. 4), che nella

(*) Indirizzi: A. MamBrIaNi, Istituto di Matematica, University di Parma, 43100
Parma, Italia. G. MaMBRIANI, Istituto di Fisica, Universitd di Parma, 43100 Parma,
Italia.

(**) Ecco la errata corrige della Parte 1:
Pag. 3, riga 15 dall’alto, invece di « finite e univoche » si legga « finite, univoche e comn-
tinue ».
Pag. 7, nel secondo membro della formula (3), sopprimere lo sporco subito dopo D.
Pag. 20, righe 2 e¢ 3 dall’alto, tutti i D in corsivo mutarli in D tondi.
Pag. 21, riga 8 dall’alto, invece di continue silegga continui,.
Pag. 21, riga 9 dal basso, invece di y»el*dt si legga Drel=t,
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deralgebra Ay, vale la seguente formula:

"D+ 4D+ Z‘n:ﬁ e D+ YD + 4y) =

(2)1 R e R

= Dn +}71,LD"_1 _*_ fp‘z,tD"mz + aee +pn—2,tD2 _}_ pn-—.l,tD +2]n,t 3

dove & (*):

PN N B S SO Ry R
Do = (ANt AV Auet o A1)+
F (a1 e A Vst 2 V) e (A0 2t A1) + A1 s
Pag = (A1 2na V- VAT A+ AV a1 1A 2+ AT ] e A )
R b DO P I/ PO M b/ DO / P /I B SO S
e U e B I P V5 IS
Pocse= (T i V0 e A1 20V 120 ) F (a1 2 21 2) 5

pn,i = )bn_] )s,n_]_—l wes _\ )ng }“1 9
heFwov 2 eFea A, ,elRY A, eF].

11 polinomio operatorio, del secondo membro di (2),, avente ordinatamente
i coefficienti

Po,zEly pl,ty 172,t7 veey ,’pn...z,t, pn..l,t; pn,t;

si dird un funderivatore (ordinario) razionale intero semplice, di ordine n,
(la precisazione « semplice » vuole esprimere soltanto che il coefficiente di D~
¢ semplicemente p, , = 1).

2.2. — Tenendo presente il n. 5 di Parte I, sviluppiamo ora alcune consi-
derazioni utili nel seguito.

In un campo continuo IN* del piano-sfera complesso si considerino due
funzioni @ = wx(t), ¥ = y(t) univoche e non identicamente nulle: la x abbia la

(*) Nel secondo membro di (2), i simbol Py, Do s -vs Puosyts Puos,es Pu,e indicano,
ordinatamente, le funzioni che nelle pagine 20 e 21 di Parte I sono state indicate con
Has Has - Mn—gs Hn-1s ius bale mubtamento ha il solo scopo di far sentire che queste
funzioni pg; (k= 1, 2, ..., n) di deralgebra A, sono in parallelismo a le costanti p,
(5 =1, 2, ..., n) della formula (2), di algebra A,.
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derivata prima (finita) &' = 2'(4) ¢ la ¥ abbia le derivate prima e seconda
(finite) y' = y'(1), ¥" = y"(®).

Proviamo che da [ipotesi

(2)a r o= :—5 [limitatamente ai teN* nei quali ¢ y 0],
segue

"
(2)s 2l =%/— [limitatamente ai ¢€N* nei quali ¢ y5=0].

Invero, essendo a4 = a2 4 &', da (2), segue a = (y'ly)2 -+ (y'ly), onde ese-
guendo successivamente un innalzamento a quadrato, una derivazione e sem-
plificando, si ottiene

! "

y_f+?/”:v—?/’y _yy _ Y
: y* ¥y

z2 = , cie¢ proprio la (2),.

La (2), si pud generalizzare completamente, in modo rapido, supponendo
che la precedente funzione x appartenga via via a gl insiemi F,"V (n= 2,
3, 4, ...) [efr. n. 4.1 di Pasrte I], come si & supposto nella formula (5); di Parte I
per la funzione A = A(t). Infatti, applicando tale (5); ad z (invece che a 2)
si ha:

(2)1 © il =g ea Dnglar [w e Fyu-D; 0 =2,3,4,..],

dove i piceoli tratti sopra i segni degli integrali indefiniti indicano solo le piu
semplici determinazioni di tali integrali. Ponendo, ora,

¢lsat =y  [limitatamente ai ¢ di N* nei quali ¢ y=£0],

la (2), diventa

(2)s anl = (n=2, 3, 4, ...) [limitatamente ai ¢ di IN* nei quali & y+0],

formula che per n =2 di proprio la (2); e per » =1 diventa la (2),.
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2.3. — Al funderivatore razionale intero semplice, di ordine n, del secondo
membro di (2);, applichiamo ora una funzione variabile y = y(t), derivabile
fino a Pordine n. Si ottiene cosi un’espressione differenziale che uguagliata a
zero ci da:

2 Y+ DL Y P YA Do Y P ¥ Doy =0,

la quale & una equazione differenziale (ordinaria) lineare omogenca ¢ semplice,
di ordine n. La precisazione semplice vuole esprimere solo che il coefficiente
di y™ & semplicemente p,, = 1: questa affermazione di semplicita ha come
conseguenza che la (2); & priva di punti singolari (I punti singolari essendo
dati dai valori di ¢ che annullano il coefficiente della derivata % di ordine
massimo). I coefficienti p; ¢y Doty ---5 Pu_s,ts Pu_y,es Pu SONO, PO, univoei ¢ con-
tinui nel campo IN* del piano-sfera complesso.

B ben noto che un’equazione del tipo (2); ha sempre infinite solu-
zioni, precisamente ha infiniti sistemi di » soluzioni particolari

Yo =)y Yo=s(t)y ooy Yu=Ya(t)

caratterizzate da la proprietdh di essere linearmenic indipendenti in
tutto il campo IN* (cfr., su cio, il prossimo n. 3): ad un simile insieme di solu-
zioni & stato dato il nome di sisiema fondameniale di soluzioni di (2),.

Cid premesso, la soluzione generale di (2); & data da

(2)7 -7/ - cly1+ c2:’/2+ o + Gnyn ]

dove:

ju—

y & la funzione incognita di (2),,

o

C1y Cay ..., €, SONO % costanti arbitrarie,

&

le funzioni gy, 4, ..., ¥, costituiscono un sistema fondamentale di
soluzioni di (2),.

Da quanto si ¢ richiamato su la proprietd caratterizzante le funzioni y,
(k=1,2,..,n) di un sistema fondamentale, segue che tali funzioni sono tutte
non identicamente nulle nel campo N*. La soluzione identicamente nulla y = 0
di (2); si ottiene da la sua soluzione generale (2);, soltanto facendo
€ = ¢ ... = ¢, = 0. Scartando simile soluzione % = 0, avremo quindi per
la y = y(t), di (2),, dei t€ V¥ nei quali & y 5= 0. Ne segue che da (2), si pud

ll

13
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dedurre la nuova equazione:

yor oyt oyt y’ y
- . ot Pust = A Py = F Py =0
@ g TP T T BT e Py Fp nt'y + Pyt

[limitatamente ai teN* nei quali & y=0}.

r

Qui, poiché i rapporti figuranti nel primo membro sono tutti eguali a quelli
del secondo membro di (2);, si conclude che la (2)"; si puo scrivere nella forma

(2)s 'l -+ pl,tm;:il + pz,tm;:_zl 4+ Pn,z,tiva A Pu1, B+ Pu=0,

che si dird Pequazione deralgebrica (ordinaria) semplice corrispondente a la
equazione differenziale (ordinaria) semplice (2);. Diremo, poi, che il primo
membro di (2); & una

derfunzione razionale intera semplice ,
di grado n, e si indichera con il simbolo
) (da leggersi « der fi di @»).

Poiche risulta z = y'/y, osserviamo che la (2)g si pud scrivere:
AT y'\ y'\ A Y
(2)8 ;/" +p1,t' _‘7'/' +p2,t' :17 + .. +pn_2,t' g Tpn__l,t";lj +_’pn,t=09

1
6

/I(i’) fl’ W )
2)e 13—/— = (é) w=1,23,..).

e, confrontando (2), con (2);3 , eoncludiamo che vale la formula

Osserviamo ancora che, se nell’equazione differenziale (2), ad y sostituiamo
via via le soluzioni w, (k=1,2,..., ) di un sistema fondamentale di solu-
zioni, abbiamo n identitd a zero, ciascuna delle quali divisa per la corrispon-

dente ¥, (sempre limitatamente ai te€ IN* nei quali & ¥, 0), applicando la
(2), e ponendo y,'c/y‘,h. = x,, si ottengono le seguenti identitd a zero:

mil -+ pl,tw;{:ﬂ =+ Pagtwif:' + pn~2,twgl + Pros, e T + Po = 0 (k=1,2,...,m)
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esprimenti che le # funzioni distinte

(2)10 Ty = ’!/;/Zyu &Ly = ‘3/;/'.7/27 ey Wp = ?/:;/?/n ’

sono tutte soluzioni (o radici) della equazione deralgebrica (2);. Diremo quin-
di che le (2),, sono un sistema fondamentale di radici della (2)s.

Crediamo ora opportuno di sviluppare un

Esempio. Partiamo da la equazione differenziale, del tipo (2)¢,
(2)n Y+ 3% 32y + Ay =0,
dove A= A(t) & una data funzione avente (finite), in un campo N* del
piano-sfera complesso, le derivate A’ e 2. Le espressioni delle derpotenze A2 ¢

23 sono date da la tabella del n. 5.5 di Parte I: =) My 2= 324 A,
di guisa che la (2),; si serive pitt estesamente:

@), Y+ 82y 4 322+ )y 4 (20 320+ M)y =0

La soluzione generale di tale equazione & data (come si pud controllare) da

(2)12 ¥ = (¢, + et + ¢,12) 6-—1_3 at

dove ¢, ¢, ¢; sono costanti arbitrarie e il piceolo tratto, sopra il segno di inte-
grale indefinito, indica la pill semplice determinazione di tale integrale. Fse-
guendo su (2),, il passaggio analogo a quello fatto in precedenza per passare
da (2), a (2),, si ha:

) Lol gL f s sar+ 1) =0
(2)5, Y y ¥
[limitatamente ai e N* nei quali & y=£0].

Qui, facendo il passaggio analogo a quello da (2); a (2)g, si ottiene:
(2)s @il 4 3001 322+ Vyw + (2 8A2 + 1) =0,

che & Pequazione deralgebrica (ordinaria) semplice, di grado 3, corrispondente
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a Pequazione differenziale (2);,, di ordine 3, da cui siamo partiti. TPosto,
per brevita,

A= ¢ l2t da cui A'=—24,
da (2);, segue che un sistema fondamentale di soluzioni di (2),, & dato da
nh=4, yp=t4d, y=04,

da cui si ricava, in conformitd a (2),, che

N S L N O G
R I 7 Y A I ) I T B
ossia
1 2
fEI:—-}., ((’23;{——-}., {l’g:?‘“)u,

¢ un sistema fondamentale di radici dell’equazione deralgebrica (2)y,.

3. - Lineare dipendenza ¢ lineare indipendenza in campo complesso.

3.1. — La «lineare dipendenza» e la «lineare indipendenza» in eampo
reale, fra un numero finito di funzioni di una stessa unica variabile, ¢ gia
ben nota (*). Ora intendiamo occuparci delle stesse nozioni in campo com -
plesso.

Siano date » funzioni univoche

(3)1 flzfl(t)y f‘z:fz(t)y ey fn:fn(t)7

contenenti tutbe una sola variabile ¢, e definite in un ecampo continuo IN*
(limitato o no) del piano-sfera complesso (efr. inizio di Parte I, n. 1.1).

Si dice che le funzioni (3); sono linecarmente dipendenii in N*, quando esi-
stono » numeri %, ks, ..., k, (reali o complessi) non tutti nulli tali
che sia

(3)s Ivfr+ Esfat+ oo+ knfu=0 per ogni teN* .,

(*) Ad esempio, vedasi I'opera [1].
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Si dice, inveece, che le funzioni (3); sono lLinecarmente indipendenti in IN¥,
quando non esistono # numeri &y, &y, ..., 5, non tutti nulli tali che
valga la identita (3),.

3.2. — Le n funzioni (3), abbiano in IN* le derivate (finite) dei primin — 1
ordini. Allora, possiamo formare il determinante, detto Wronskiano,

f1 f2 . fa
1. A

\Nr[flﬁfﬂﬁ "‘7f71]E f” f” . :f” (tEN*).
§n—1) f‘()n—-l) . f7(zn_1)

Come si ha in campo reale (%), anche in campo eomplesso vale
il seguente fondamentale

Teorema. Affinché le n funzioni (3), siano
linearmente dipendenti in N*
& mecessario e sufficiente che valgano le due condizioni sequenti:
(3), Wif1, fay ooy Ful = 0 per ogni te N*;

3)” ) complementi alyebrici W',,,l, W',,,z, ey W,,’,l degli elementi dell’ultima
(3) _riga di W[fy, fay ooy fu] Siano mon tutti nmulli, per ogni te N

Ne segue:
Affinché le n funzioni (3), siano
linearmente indipendenti in N*
& mecessario e sufficiente che le due condizioni (3), e (3); non valgano contem-

poraneamente.

(**) Vedasi sempre lopera [1] richiamata precedentemente.
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Per le applicazioni seguenti occorre distinguere due tipi di lineare indi-
pendenza:
1) Le funzioni (3), si diranno linearmente indipendenti in semso forte in
un campo N*, quando si ha

(3)s Wity fas eoes Fal £ 0 per ogni te N*,

2) Le funzioni (3), si diranno lnearmente indipendenti in senso debole
in un campo N*, in ogni altro caso diverso da (3),.

Esempio semplice. Le due funzioni f, =1, f, =¢*— 1, per le quali
¢ W[, t2— 1] =1*-}+1, sono linearmente indipendenti in senso forte in ogni
campo IN*, del piano-sfera complesso, non contenente ¢ = - 4; mentre sono
linearmente indipendenti in senso debole in ogni eampo IN* contenente sia
-+ i che — 4, oppure solo ¢ o solo —i.

4. = 11 determinante Vandermondiano.
4.1. — Consideriamo # funzioni
{(4) 7= Nu(l)y Ne=1at)y ooy M= Nal(?)
che in un campo IV* del piano-sfera complesso abbiano i requisiti seguenti:

sono univoche, sono mat nulle, hanno le derivate (finite) dei primi n — 1 ordint.
Un esempio semplice e importante di tali funzioni ¢ il seguente:

dove dy, s, ...y @, Sono dati numeri finiti, non nulli ¢ tutti diversi.
Per le funzioni (4), esiste i1 Wronskiano:

771 772 e 777;
I e T
9 W 3y vee nl = Vs " Vi ),
(4): W1y 2y oy Ml i ! ! (te N¥)
UE Ui
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Supponiamo ora, ulteriormente, che le funzioni (4); siano linearmente indipen-
denti in senso forte nel campo IN*, cioé si abbia [efr. 1a (3);]:

(4)s Wi, G2y ooy Nul %0 per ogni teN*.
Consideriamo, poi, le funzioni
(4)s Tt = sy Mot =Ty eeey Ul =Ty
le quali esistono, univoche e finite, in tutto IN*. Integrando le (4),, si ottiene:
log, nlszl dt, log,m, :j_mz dt, ..., log,n,= f?v,l dt ,

dove i «piccoli tratti» sopra i segni degli integrali indefiniti indicano le pilt
semplici determinazioni di tali integrali [efr. le (2),]. Se ne ricava:

(4); me= el (k=1,2,.., n).

Ed ora consideriamo la formula (3); di Parte I, formula che si pud anche
serivere

frat __ ,fAat 94
Dne = ¢ ;_n ,

oppure, introducendo la precedente precisazione dei piceoli tratti su gli inte-
grali indefiniti, mutando A in z, ed »# in v, si ha:

Drcfmkdl — 6[:%(110;';3 ,
o, in forma i)iﬁ breve, tenendo presente la (4);,
(4)s 7=, ! T=1,2,..,7;v=0,1,2,...,n—1).

Questa (4), permette di serivere la (4), nella forma:

7 N v N
1%y 2 s tee Nnln
! A — - - kS
(4), Winy, N2y ooy 0] = ,'hm‘il "72-’5':_":] e 7711375] (te N¥),

et s e s et e tr e vese .

’}71{17111_1l 772m;z~—1l . e Mn mn—ll
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dove, nel determinante a secondo membro, gli elementi della prima colonna
hanno il fattore comune #;, gli elementi della seconda colonna hanno il fattore
comune #,, ¢ cosi via, infine gli elementi dell’ultima colonna hanno il fattore
comune 17,,. Per le proprietd dei determinanti, questi fattori comuni si possono

porre tutti in evidenza fuori del determinante. Cid fatto, resta un determinante
che proponiamo di indicare con il simbolo

DV[{E“ ‘/v27 AR wn] H
da leggersi « der vu di @, @, ..., 2, ». La (4); si serive, allora, brevemente:
" s
(4), W1y oy ooy Bud =1 Ha ooe Y p V[ @1y Tzy Tn) te N*,

nella quale il determinante

1 1 1
&y &y z,

(4)7 DV[(U“ Loy veey T,] = :U? mgl ) w.l (t EN\')
N e ol

¢ stato chiamato da noi

il Vandermondiano relativo a le funzioni @y, s, ..., @, .
Manifestamente, il nome Vandermondiano vuole ricordare Panalogia di questo
nuovo determinante con il ben noto determinante di VANDERMONDE relativo
a numeri finiti e non nulli, cid che si ha esattamente guando le 7, sono date
da le 7, di (4),. Poiché in (4),, per ¢t e IN*, risulta: W[n, s, ..., 7] % 0 in
virbl di (4)5, 1% ... 9,54 0 per la definizione delle (4);, si conclude:

il Vandermondiano (4), ¢ non nullo in tutto il campo IN*
4.2. — Osserviamo che il Vandermondiano di due sole funzioni #, = z,(?),
T, = wy(t), essendo eguale a w, — @, sard non nullo in un campo IN* se e solo
se i valori delle due funzioni, per ogni ¢ del eampo, sono distinti. In
generale porremo la seguente

Definizione. Un cerfo numero » (>2) di funzioni

Ty = ml(t)y Xy == £D2(t), ey By = @(t)
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[come quelle che individuano il Vandermondiano (4), e che sono date da
le (4);, mediante le (4), supposte «linearmente indipendenti in senso forte »
in un campo N* (efr. n. 3.2)] si diranno:

funzioni distinte in senso forte nel campo N*,

quando, essendo » un intero positivo con 2<» <m, avviene che per qua-
lunque sottoinsieme di » delle » funzioni @y, @, ..., #,, il corrispondente Van-

\

dermondiano, d’ordine », ¢ non nullo nel campo N¥

5. - Interpolazione, in deralgebra A,;, con « derfunzioni razionali intere
semplici ».

5.1. — Per facilitare lo sviluppo della deralgebra A,,, al precedente richiamo di
algebra A, (cfr. n. 2.1 e n. 2.2 della Parte I), facciamo seguire, ora, un secondo
richiamo di algebra A,.

Indichiamo eon f(¢) il secondo membro della (2), di Parte I, ciod poniamo

@)y =tr 4 pin1 £ Pt A oo+ Pyt Prgl + Dy

Questa f(t) si dirh una funzione razionale intera semplice di grado » (la precisazione
semplice esprime che il coefficiente di ¢* ¢ semplicemente p, = 1).

Per questa f(¢) abbiamo, in algebra A,, il seguente Problema di inter-
polazione: Delerminare una funzione razionale intera semplice f(), di gradon,
che per m valort by, 1y, v, t,, non nulli e distinti, della variabile i, assuma
rispettivamente n prefissati valori by, by, ..., b,.

Tale problema si traduce nella risoluzione del sistema lineare seguente:

( 2 a9
P Pl A Pup A Puil + Pp = b — 1

Pt Pl e Paoly F Pucale + Py = by — 1

(51

\Pltz_l + p‘.’.tz—z + oo + _pﬂ—?,i’?l + I’n—ltn + Pn= bn_"i’z s

dove le incognite sono date dagli n coefficienti Py, Ps, ooy Pueos Puo1s Pus inoltre, per
brevita, ei siamo permesso di trasportare nei secondi membri i primi termini (delle
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equazioni), eiod %, 12, ..., 4%, in quanto essi sono quantita note. Il determinante di
questo sistema lineare ¢ dato da

-1 -2 ..

-1 g 1

tg—-l zg—ﬂ .. t2 1

4

I

-1 n—2 “ e
Ln tu by 1

che & cerlamente non nullo: invero, da 4 deduciamo il nuovo determinante A le cui
righe successive [prima, seconda, ..., (n - 1)esima_ pesim] gono in 4, ordinatamente, la
ultima colonna, la penultima colonna, ..., la seconda colonna, infine I'ultima colonna.

3

Per le regole sui determinanti, sard allora = 4+ 4. E pbiché A4 & esattamente il
cosiddetto « determinante di VANDERMONDE relativo ai numeri &, &, ..., I, supposti
non nulli e distinti» risulbterd 4 = 0, onde sard pure A == 0. Pertanto, il
sistema lineare (5), ha una soluzione ed una sola, che si ottiene con la regola di CRAMER.

Si conclude quindi: Esiste una ed unae sola funzione razionale intera semplice f(t),
di grado n, che per n valori non nulli e distinti della variabile t, assuma n prefissati valori.

Si pud nofare che non vi & alcuna speciale condizione su la scelta dei valori
by, by, oo, by, 1 quali possono essere anche tutti eguali ed in particolare anche tutti
nulli.

5.2, — Passiamo ora a la deralgebra A;; e cerchiamo di svilupparne la
parte in parallelismo al richiamo di algebra A, argomento del n. 5.1.

Ad una «funzione razionale intera semplice f(¢), di grado »» abbiamo gid
fatto corrispondere in A,; una «derfunzione razionale intera semplice, di
grado n» data dal primo membro dell’equazione (2),, cio¢ da

B @) =2+ py 2 4 py @ b Py @ Pus @ Py

dove i coefficienti p,, (¢ =1,2,..,2—2,n—1,%) sono funzioni con-
tinue mnel loro campo IN* di definizione.

Per questa ,p(x) abbiamo, in deralgebra A,,, il seguente Problema
diinterpolazione: Delerminare una « derfunzione razionale intera sem-
plice» @) (di grade w), la quale per ogni insteme di fumzioni © = @y(t),
By == By(l), .o, &y =Xu(t) distinte im semnso forte mnel campo N¥*
(cfr. Paffermazione a la fine del n. 4.2) assuma rispettivamente n prefissaie
determinaziont B, = fi(t), fa = fa(l)y ...\ Bn = Ba().
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Tale problema si traduee nella risoluzione del sistema lineare seguente:
]71,1"1?111___1’ + Pz,t-’v;'_"’! 4 - P;z_e,twil + Pu_1,1%: + Pu= pri— w;"

(5) ]’1,tfv;’Tﬂ +p2,twg~2| + e + pn_z,tmil + _’pn_l,lm2+ _/pn,t = /32_ m;ﬂ
3

\pl,t"”i:ﬂ + Pz,emli—gl + .+ Pn—?,fm;z;] F Do, 1B A Pup = fa— m:l ’

dove le incognite sono date dagli n coefficienti p, ¢, Doty ooy Pu_z ity Pu_sty Puss
inoltre, per brevitd, ci siamo permesso di trasportare nei secondi membri i
primi termini (delle equazioni) dati da m’f‘, a;’;', ey m;;], in quanto essi sono
qguantitdh note. Il determinante di questo sistema & dato da

oy s mgl z 1

A xg—l m;‘z—ﬂ . v -’E? xz 1
ps = ’

{p;:—ll mz—z[ PR m;z:l 2, 1

3

che ¢ certamente non nullo per ogni te N*. Infatti, se da A deduciamo il
nuovo determinante ;A le cui riche successive [prima, seconda, ..., (n — 1)<
™) sono in 4, ordinatamente, I'ultima colonna, la penultima colonna, ...,
- la seconda colonna e infine la prima colonna, si constata subito che A & esat-
tamente il Vandermondiano (4), che ¢ non nullo in IN*. Pertanto il sistema
lineare (5); ha una ed una sola soluziome, che si oftiene con la regola di
CRAMER. Si conclude quindi:

Isiste una ed una sola « derfunzione razionale intera semplice » ,p(w) (di
grado ») che assuma determinazioni prefissate per ognt ennupla di valori distinté
in senso forte nel campo N* attribuiti a la variabile x = x(t).

Si pud osservare che non vi & alcuna speciale condizione su la scelta delle
determinazioni f,(t), fs(t), ..., B.(t), le guali potrebbero anche essere tutte nguali
e in particolare tutte nulle.

6. - La « derderivazione » e la formula tayloriana per le « derfunzioni razionali
intere semplici ».

6.1. — Riprendiamo a considerare in A; (cfr. inizio del n. 5.1) la « funzione razio-
nale intera semplice »

(6) fOy ="+ 90"+ Pt e Pup B Pl Py
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Dando, in (6),, a la ¢ un ineremento arbitrario & (reale o complesso), abbiamo

F@4+R)y= (4 b+ p (¢ -+ h)r-t + Por(E -+ Ry
ot Pap R Py (B oy

Qui, sviluppando le varie potenze (¢ + %) (v =n,n—1, 2 —2, ..., 2) mediante la
cosiddetta formula di Nuwrox per la potenza di un binomio, si ottiene:

JE+h)=
n 2 n
s {0+ w1y P22 g L+ 2R =1}
2 0 2 n-—1
n—1 n—1
+p T (n— 1) 2 - ( o )t""a B4 ( 9> thn-2 -1} 4
2 n—2
n-—2
+ Py P (n—2) 03] + ( o )t""”ﬁ + - I} 4
= Ppo{? + 2th - 2}
+ Py-1” {t + h} _{'
+ 1)11 k4

dove abbiamo incolonnati i vari termini aventi una stessa potenza di h.

In questa espressione di f(£ - h) ordiniamo, invece, i termini secondo le succes-
sive potenze di k, ciod: nella riga iniziale (o riga zero) seriviamo i termini con il fat-
tore A® (= 1), ossia non contenenti %: nella riga 1 seriviamo i termini con il fattore
It = h; nella riga 2 scriviamo i termini con il fattore 22/2!, ecc.. Abbiamo cosi:

ft + 1) =
= [ + Pttt T Pyt T T P+ Puit 4 palt
+ho-[nin-? + (n—1)p -2 + (0—=2)py 1"t 4 4 2, et Lep]

h?

+ o1 [pn—1)"=2 4 (0 —1)(n— 2)p, 1"~ + (n— 2)(0 — )p. -t 241, ,] -

X (nll.ﬂ-;>' [{n—1) .38 + n—1)(n-—2)..3-2p,t - (n—2)(n—38)...2:1:p,] +
hn-1 [nn—1)...3-2¢ D(n—2) ... 3:9-1-

+ m—1)n nn—1) ... o+ (n—1)(n—2)...3-2-1-p,] +
hn

= s nn—1)..3-2-1,
n!
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In questo secondo membro le parentesi quadre sono n. Nella prima parentesi quadra
vi ¢ la funzione razionale intera semplice di partenza, nelle altre parentesi quadre vi
sono le funzioni razionali intere che discendono da f(i) applicando una o piu volte la
sostituzione seguente:

o, (A I R ey 2, i, 1
(6): 0 = 1 e _a ,
nin-1, (n— 1)i7-2, (n— 2) -3, vers 2t, 1, 0

la quale a {* sostituisce ni*-1, a i*-! sostituisee (1 — 1)#"-%, ece..

La funzione razionale intera contenuta nella seconda parentesi quadra & quindi
esattamente ¢,f(t) e si indica con il simbolo f'(t), che si legge «effe primo di ¢» e si
chiama la derivata prime di f(f). I dunque:

o, J(@) = ) m i1+ (n— D) p 22 F (0 —2)Pa =3 - o b 2yt A Py -

La funzione razionale intera contenuta nella terza parentesi quadra, nella prece-
dente espressione di f(t + h), & esattamente o}f(t), e si indica con il simbolo f"(?), che
si legge « effe secondo di ¢» e si chiama la derivata seconda di f(1). I dunque:

or f(t) = f'(8) = nn—1) 12 4 (0 — L) (n— 2) p, 173 (v — 2)(n —3) o 1"~ + ... 4 2: 1 Dy,

T cosl via. Infine, la funzione razionale intera contenuta nella nestm* parentesi
quadra & esattamente o?-1f(t) e si indica con il simbolo f*-1(f), che si legge « effe
(n— 1)esime di ¢» e si chiama la derivata (n— 1) di f(I). Si ha dunque:

a1 f(t) = fr ) =nm—1) .. 32t + (n—1)(n—2)...3-2-L'py .

Vi & poi un wltimo termine da considerare (in cui non figura una parentesi qua-
P 2
dra), dato da n(n—1)...3:2-1 = a! = ¢%f(!), da indicarsi con il simbolo f™(t), che si
legge « effe nestma di ¢y e si chiama la derivafa nesi» di f(£). Si ha dunque:

oTf(t) = f™(t) = n!.
Segue poi:
f(n+l)(t) = f(n+2)(t) —

I
g

Concludiamo che la precedente espressione di f(t -+ h) si pud serivere concisamente
cosi:

112

)/
(6), f(t + Ry = f(0) + R () + —f"(t)+ Ty ! s 1 +

Jn-1

+ f“‘ n(t) + f‘"’( )

(n—

identith detta la formula di TAYLOR per le funzioni razionali iniere (cfr., ad esempio,
Topera [2]).
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6.2. — Passiamo ora a la deralgebra A, ; e cerchiamo di sviluppare la parte
in parallelismo al richiamo di algebra A, argomento del n. 6.1.

Riprendiamo la « derfunzione razionale intera semplice» (5), e diamo in
essa a la variabile == 2(f) un ineremento arbitrario h, € Fy==9 [efr. la (4), di

Parte I]. Abbiamo:
(6), pP@ ) = (@ B py (@ B py e (@ 4 By L
+ Pusye’ (w - hl‘)El - Puz” (z + ht) -+ P -

Qui, sviluppando le varie derpotenze del binomio « -- %, mediante la formula
(5)10 di Parte I, si ha:

p@P(@ + ) =
7 MY o o " ~ n
= {arl 4 nan=1l h, + (9> an—2l o 2l 4 L (nw 9) wel o, n—dl (n— 1) why =1 1 T, a4
[T p— 1 PYR 1
+ope et 4 (n— Vgl by 4 <n . >J——ai B4 (:_9) P o=t}
o n—2\ — -
+ o,y {wd L (n— 2)anal , + (n 0 )xn—al A4+ hy—2} o+
+Pn—2,z‘{fl§l -+ 2xh, - B2} 4
+pn~1,t'{w +‘ ht} —+
+ Payts

dove risultano incolonnati i vari termini aventi una stessa derpotenza di %,.
Ed ora, ordiniamo i termini di ,p(z -- k,) secondo le successive derpotenze
di &,, precisamente:
nella riga iniziale (o riga zero) mettiamo i termini con il fattore f, o= 1
(cioé i termini non contenenti h,);
nella riga seguente (o riga 1) mettiamo i termini con il fattore h, 1= Toes
nella riga successiva (o riga 2) mettiamo i termini con il fattore h,? 24

T e,

nella riga #» — 2 mettiamo i termini con il fatbore ht"_*a/(n~ 21

nella riga #— 1 mettiamo i termini con il fattore k= /(n — 1)1;

infine, nella ultima riga (o riga n) mettiamo Pultimo termine rimasto,
con il fattore h, " /n!, '
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Abbiamo cosi, in perfetta analogia con quanto richiamato al n. 6.1,

pP@ + k) =
= [l -+ ]71,137;—:1—l + pg,twﬁl -
+ ot pn’ﬂytma + Pr-1,1% -+ pn,t]
+ Ry - [ngn—1 + (1 —1)py, w2 + (n— 2)py jwn—dl
+ b + 22)71.—2,1:7" + l'pn—l,t]
R, 2l . e .
i [ — a2+ (n—1)(n—2)p, @ + (n—2)(n— 3) py @il +
o 201P 0,
h, n—l -
+ (.——-—-—n 2)'-[11,(%——— .3z +m—1)n—2).. 3-2p,@ 4 (n—2)(n—3)..2 1p, ]
Ry n—1l
+ [nn—1)..325 4+ (n—1)(n-—2)..3.2.1p,,]
(n—1)! )
hﬁl

— n(m—1)..3-2-1.
n!

Le parentesi quadre che figurano in ,@(x -+ h;) sono n: nella prima paren-
tesi quadra vi & proprio I'espressione di ), nelle altre successive parentesi
pP\L),
uadre vi sono invece derfunzioni che discendono da ) applicando la regola
q ¥ PT ! 23
espressa da la sostituzione seguente:

(6)s

N L2 gn—1 , e I - IR |
2 nant, (n— 1)@, (n—2)znsdl, .., 22,1, 0]’

la quale a la derpotenza z sostituisce nwm, a la derpotenza a1 gostituisce
(n— 1)z, ece. .

La derfunzione contenuta nella seconda parentesi quadra della ultima
espressione di (@ -+ k) & esattamente 8, @(x) e si indicherd con il simbolo
»¢1(@), che si leggerd « der fi primo di #» e si chiamera

la derderivata prima di ,p(z) .

E dunque:

Sepp(@) = ppM(@) =
=m0 — 1) 93,0 + (0= 2P0, @+ 4 2P0, @+ 1P
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La derfunzione contenuta nella terza parentesi quadra & esattamente S, j¢(x)
e si indicherd con il simbolo ,e™(@), che si leggera « der fi secondo di @ » e si
chiamera la derderivata seconda di @(z). Si ha dunque:

. Swa(m) = D(p[ﬂ(w) =
= n{n — l)a:;‘—"] 4 (n— 1){n— 2)p1,tw;‘—_3] +(n— 2)(n— 3)_7)2’500’7:3'—}—...—{— 2:1Puay.

E cosl via. La derfunzione contenuta nella (n — 1)*™ parentesi quadra &
esattamente 877 o(z) e si indicherd con il simbolo " *(z), che si leggerd
«der fi (n— 2)*"™ di x» e si chiamerd la derderivata (n— 2)*™ di jp(x). Si
ha quindi:

8 (@) = 5 ) =
=an—1)... 3a% (n—1)(n—2)...3-2p, @+ (n— 2)(n—3) ...2:1p, , .
Infine, la derfunzione contenuta nella n*™ parentesi quadra & esattamente

St _o(x) e si indichera con il simbolo @™ (), che si leggera «der fi (n— 1)
z  pP p? S g8
di #» e si chiamerd la derderivata (n — 1) di pp(2). Si ha dunque:

Si e M) =n(n—1)..3-20 4+ (n—1)(n—2)...3-2-1-p, ;.

Vi & poi un ultimo termine da considerare (in cui non compare una parentesi
quadra) dato da n(n—1)...3:2-1 =n!= 8] p(z), da indicarsi con il simbolo
@) (). Si ha dunque:

St op@) = @) =n!.

Segue poi:

D(p[n-)—l](w) — D(P["+2](x) = ..

il
<

In luogo dei simboli ,p™(x), ,¢*(#), ... useremo anche, ordinatamente, i
simboli

oD p®(@), 2P @), ooy

dove D sara il simbolo dell’operatore di derderivazione.
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Concludendo, P'ultimo sviluppo precedente di p(x 4 h,) si seriverd con-
cisamente nella forma:

e h, 2!
pP(@ + D) = pp(x) + hy @t (2) ‘f‘z)'t,_ pP (@) + ..+
(6)s R — -
hb, n—2l T, n—1l I, «l
+ (*;?Jt___—z)“, o (@) + (—ﬁi_*:“l-)—! o () + j]'t;r o™ (2)

.

identitd che chiameremo la formula tayloviana per le « derfunzioni razionali
intere semplici ».

6.3. — Osserviamo subito che questa operazione di derderivazione, che nel
precedente n. 6.2 si & applicata soltanto a « derfunzioni razionali intere sem-

plici », nel seguito sara applicata anche a derfunzioni di tipo molto piu gene-
rale, come si vedra pitt avanti sviluppando ulteriormente la A, ;.

7. - Decomposizione di una «derfunzione razionale intera semplice» in un
derprodotto di fattori lineari nella variabile .

7.1. ~ Sviluppando, ora, la parte di «deralgebra A,;» che ¢ in completo
parallelismo a la parte di «algebra A, » sviluppata nel n. 2.1 di Parte L.
Ai binomi elementari [indicati nella (2), di Parte I]

(T)q ttay, t4a, t4+a;, ..,

dove t ¢ la variabile numerica di A,, ed ¢, @, a,, ... sono prefissati numeri
dell’insieme numerico IV, facciamo corrispondere in A,, i binomi

(7)s bl @Ay, @Ay e,

dove z = #(t) ¢ la funzione variabile di A, e 4, = A,(f), A = A(2), Ay = A(0), ...
sono prefissate funzioni delle famiglie F; del n. 4 di Parte L

Ed ora, a gli infiniti prodotti di A, [cfr. Ia (2); di Parte ], ciod:
(1) (F+ )t +a), (4 ay)(t -+ )@ 4 ay),

(T + a)(® + @)t -+ @)t + ay), ...,
faceiamo corrispondere, in A, ,, ordinatamente gli infiniti derprodotti seguenti:
(M @+)@+4), @427+ 0@+ A),

(@ + )@ + ) (@ + L)@+ L)y -



[21] DERALGEBRA RISTRETTA ... 21

8i nota subito la notevole diversitd fra i prodotti (7); e i derprodotti (7),. Pre-
cisamente, mentre i prodotti (7), hanno sempre senso e godono sempre della
proprietd commutativa, i derprodotti (7); possono anche non avere senso e,
se hanno senso, assai raramente godono della proprietdh commutativa. Nei
derprodotti Pordine dei fattori & sempre quello da destra verso sinistra (ossia,
@ L A, ¢ il primo fattore, # + A, ¢ il secondo fattore, & + A, ¢ il terzo fat-
tore, ecc.). Inoltre:
nel primo derprodotto la x deve avere la derivata prima (finita) ed ancora
la 4, deve avere la derivata prima finita;
nel secondo derprodotto la x deve avere le prime due derivate (finite),
ed ancora la A; deve pure avere le prime due derivate (finite), mentre la A,
deve avere la derivata prima finita, e cosi via.
I derprodotti non hanno senso quando manca qualecuna delle dette deri-
vate, ed ancora quando, esistendo tali derivate, esse non sono tutte finite.
Come esempio, nei seguenti n. 7.2, n. 7.3, n. 7.4 calcoleremo per esteso 1
primi tre derprodotti (7)., (nell’ipotesi che abbiano senso). Gli sviluppi che
cosi otterremo si diranno delle identita deralgebriche [mentre gli sviluppi dei
prodotti (2),, (2);, (2)s, di Parte I, si chiamano delle identita algebriche].

7.2. — Per la definizione di derpredotto (efr. Pinizio di pag. 8 della Parte I)
abbiamo subito:

@+ )@+ A) =@+ e+ 4)+ @+ 1),

da cui si constata (come si affermd verso Ia fine del precedente n. 7.1) che
affinché il derprodotto precedente abbia senso & necessario e basta che esistano
e siano finite le derivate z', 2. Abbiamo:

(@+A) (@ + 4) =@+ (A + Ao + LA]+ (@ +2),
=@+ &) + (b + A+ (LA +2A),
ossia

()2 (@4 2) (@4 2A) =ad + (+ L)z + (A1) .
7.3. — Abbiamo poi, in virth di (7),,

(@ -+ )1 (@ + )1+ 4) = (= -+ Ag) 7 [aﬁl + A+ )2+ (A1A)] =

= (& + A)[ad + (A + Lo + (A1 A4)] -+ (2 - (2, + )z (A1) .
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Eseguendo questi ultimi caleoli, si ottiene:
- @+ 2d) (@ + )1 (@ + L) =

(7)s
=8 A (A + A+ A)ad (A1 2+ A1+ A ) 4+ (A7 A 1)-

7.4. — Procedendo analogamente si trova:
T@A )T (@) (e F A (A =
=il L (A + A+ A+ A)ad +
AN A+ AN A+ A A AT A AT A+ A )+

F (A AT A+ A AT A+ A AT e+ (A1 A7 A )

7.5. — Applicando il procedimento induttivo, si perviene a la conclusione
generale seguente:

Tt A+ )@+ ) (e ) =

(M)
=il 4 pyal A py a2 L pu, @ L,

dove i coefficienti p, ., Psy, .-, P2ty Pa_1,ey Pu,e Si esprimono mediante le fun-
zioni Ay, sy ..., A, come ¢ indicato nella prima metd di pagina 2 (dalla riga 5
alla riga 14).

La derfunzione razionale intera semplice [cfr. la (2)s], a secondo membro
di (7)., risulta dunque decomposta dal primo membro di (7), in un derpro-
dotto di fattori tutti lineari nella .

Intercssa osservare che laffermazione deralgebrica di Ay, data da (7),, & in com-
pleto parallelismo, in algebra A,, con I'affermazione algebrica che « una funzione razio-
nale intera (semplice) di grado » si pud sempre spezzare in un prodotto di » fattori
tutti lineari (in ¢) ».

8. - I1 «teorema fondamentaley» della deralgebra A, , .

8.1. — Eguagliando a zero il secondo membro di (7),, si ottiene I'equa-
zione deralgebrica

(8), ! +291,tw"_"ﬂ +pz,tfv;—2[ + .. ‘l‘,’l)n..e,z"fvgi +Pn_1,tw + Pa, = 0,
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che ¢ esattamente la precedente (2),. D’altra parte, in virtt della (7),, la (8)!
equivale a scrivere:

(8). (@-+24)0 (@ + )N (@A) (@ 4) =0.

Tenendo ora presente che un derprodotto é nullo quando il suo primo fattore
¢ nullo (efr. su e¢id il n. 4.2 di Parie ), poiché nel primo membro di (8), il
primo fattore ¢ @ + 4,, abbiamo: a Dequazione (8),, ¢ conseguentemente a Uequi-
valenie equazione (8),, st soddisfa ponendo

n + ;Ll = O .
Quindi: Pequazione deralgebrica (8), ha almeno la radice
@ =—1ly,

affermazione che d& proprio, esattamente, il teorema fondamentale della
deralgebra 4, ,.

8.2. - La decomposizione in fattori, in algebra A,, di una funzione razio-
nale intera di grado n (efr. la (2), di Parte I), si esprime tramite le » radici
della corrispondente equazione di grado n. Un risultato analogo, in deralge-
bra A,,, si otterra qui di seguito, esprimendo le n funzioni 2,(¢) dell’equa-
zione (8), per mezzo delle sue n radici x,(f). Consideriamo la nota decompo-
sizione (*):

8)s YW+ Py A e D Y Py =

Wi\ W\ BALAY AN
= [D + <logc W, )] [D -+ <10g( W, | D+ logaﬁ) D“i—(l()gc‘\‘,\?l)] Yy

dove Wy =1, W, =y, (20 In N*) e W, = W [y, Yoy ..., ¥:] (# = 2, 3, ..., n),
sono i Wronskiani delle funzioni y,(f) (s =1, 2, ..., ) soluzioni dell’equazio-
ne differenziale (2),. Supporremo ora che le funzioni y, sianc Unearmente
indipendenti in senso forte in IN* (cfr. n. 3.2), assicurando cosi che tutti i
Wronskiani siano non nulli in IN* 11 secondo membro della (8), pud essere

(*) Questa decomposizione, data sostanzialmente per la prima volta dal Frogpz-
x1Us [3], fu ottenuta in questa forma in [4] e poi riottenuta con metodo pilt semplice
in [3]; efr. anche [6].
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riseritto utilizzando la definizione di Vandermondiano ,V[z, @, ..., 2,], che
indicheremo brevemente con 4V, [cfr. n. 4.1, ed in particolare la relazione (4),,
dove al posto delle 7, vanno sostituite le y,]. A tale scopo osserviamo che

gi ha:

(8)1 \-’Vr—l/\\rr = e——f_z,-dl (DV-T——l/D‘TT) ’

dove ,V, =,V [a, &, ..., 2,] & il Vandermondiano delle funzioni z.(f) (s==
=1, 2, ..., r) radici della equazione deralgebrica (2); [ovvero (8); o (8),], cor-
rispondente alla equazione differenziale (2);. Le precedenti convenzioni
W, =1e W, =y, conducono a porre, tenendo presente la (4);, ,Vo=1 e
pV; = 1. Supporremo le radici x, distinte in senso forte in IN* (cfr. n. 4.2),
assicurando con cid che tutti i Vandermondiani siano non nulli in V¥, Dalla
(8); si ottiene:

y “77—1 ' D‘T; DV;'——I

D DX’ r—1

Indicando con H, la espressione in parentesi del secondo membro di (8);, al
secondo membro di (8); si pud dare anche la forma:

8)  (D—w,—H)D—a,;—H, ) ... (D—a,—H,)(D—u,—H,) el=at

dove si & posto y =exp [adt (cfr. n. 2.2). Non & difficile mostrare che ese-
guendo l’applicazione dell’operatore, indicata in (8),, si ottiene:

(8), el —m,— L) (0 —myy—H, )77 .
@ — @y —Ho) 1 (0 — o, —Hy)

Bssendo, poi, H; = 0, H, = (», — 2;)/(x, — ;), come segue dalla (8);, egua-
gliando a zero P’espressione (8),, si otfiene:

(8)8 (a"l—"{vn—"Hn)_] (‘/v.—wwn—‘l_'1:-[71—1)hi eve
rl —uo!
v TH e —ag—H) 7 <.’lf!—{1?2———“—1>"] (@—a)=0.
2Ly — @y

La (8); non ¢ altro che 'equazione deralgebrica (8), dove al posto delle fun-
zioni A(t) vi sono delle espressioni esplicite in cui figurano soltanto le radici
x,4(t) dell’equazione deralgebrica stessa.
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