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MARIO GIONFRIDDO (¥)

Ipergrafi privi di rcicli significativi e K-iperalberi (**)

1. - Sia H= (X, &) un ipergrafo semplice e connesso. Se » & una biie-
zione di & in NV, = {1, 2, ..., m} ed B, il simplesso di H tale che h(E,) = i,
per ¢>1 indicheremo con Hj,= (X, &;) 'ipergrafo tale che

X, ={weX:weB,NE,j<i}, Ci={F: T =E,NEH,j<i.

Per grafo 1-sezione di H {[risp. grafo 1-sezione secondo di H] g’intenders il
grafo H™ [risp. H'] avente per vertici i vertici di H e per spigoli le coppie di
vertici estremi di almeno un [risp. di e¢iascun)] simplesso di H ([11),, p. 24; [11],).
Tra gli spigoli di H™* e di H' saranno qui compresi anche gli eventuali cappt
di H. ‘

Per k-ciclo significativo di H s’intenderd una coppia (4, B) nella quale
A= (F, F,,.., ) e B=(F,L,,.., B) sono due r-uple tali che

(i) r>2;
(il) YieN,, B;e&, P.CE.NB,, (%), |B:]>k+1, |F:|=F+1;
(iii) Y4, jeN,, i+ j =B, B;, I+ F; [6], [7], [10].

Indicheremo nel seguito con M, ; un grafe completo avente 4 vertici, § cappi,
ma privo di spigoli in parallelo. Un grafo M 0 © UNa clique ([2], p. 7) e s’indi-
chers pitt semplicemente con I;.

(*) Indirizzo: Istituto Matematico, Universitd, Via Cesare Battisti, 98100 Mes-
gina, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitdh del G.N.8.A.G.A. (C.N.R.). — Rice-
vuto: 13-X11-1977.
(Y Se =1, ¢'intende ¢—1 == 7,
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2. — In questo numero faremo alcune considerazioni sugli ipergrafi dé tépo C,.
Si dird che un ipergrafo H= (X, &), semplice e connesso, & di #ipo C,, reN, se
non esistono in esso r-cicli significativi. Un ipergrafo di tipo €, & anche di
tipo C;, per ogni s > ». Gli ipergrafi di tipo UC, considerati in [6], ove

p =min {|B;N E|—1: B,, B,e &, B,N\ B, 0},

sono ipergrafi di tipo O, uniformi. Nel seguito p avrd sempre il significato
deseritto, s’indicherd invece con ¢ il minimo intero positivo o nullo per cui H
sia un ipergrafo di tipo C,. Nei teoremi seguenti p e ¢ sono sempre relativi
ad un dato ipergrafo H = (X, &), semplice, connesso.

Teor. 2.1. Sta H un spergrafo avenie almeno wun (p; k)-spigolo (2). Se
2>2, k=2, allora ¢>p.

Dim. Segue dalle ipotesi che esiste in H almeno un (p — 1)-eiclo signi-
ficativo. In particolare se ®;, @, ... sono i vertici di un (p; k)-spigolo di H,
esiste il (p —1)-ciclo (4, B) di lunghezza tre cosi definito

A = ({1, ooy Tty {1y Cgy ooy Bpyady @y ooy Bppa}) B= (B8, E;, 1),

dove H,, E;, F; sono tre simplessi di H incidenti nel (p; k)-spigolo considerato.
Si ha, dunque, ¢>9p—1, da cul ¢>p.

Teor. 2.2. Se p=¢q>0, esiste in H almeno un (p; k)-spigolo, con k>2.

Dim. Se p ==¢>0, esiste in H almeno un (¢ — 1)-ciclo (4, B) di Iun-
ghezza h>3 tale the

|B; VB >q+1 VjieN, ()

(se esistesse, infatti, un je NN, tale che |B; N B, |<g, si avrebbe p < g).
Essendo H privo di ¢-cicli significativi, deve necessariamente esistere un eV,
tale che

Eu-—l N -Eu = Eu N -E1t.§-.‘1-C Eu-—.l A E11+1 y IEu——l N Eul = {l+ 1 ]

(%) Un (p; k)-spigolo di H & un sottoinsieme di X, di cardinalitd p 4 1, contenuto
in % + 1 simplessi di H [6].
(®) Se j =1, g’intende j 4+ 1 =1; se invece j = 1, s’intende j— 1 = h.
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da cui segue la tesi.
Teor. 2.3. Se g<p, si ha q=0.

Dim. Supponiamo 0 < g < p. Bsiste allora in H almeno un (g — 1)-ciclo
significativo (4, B), di Iunghezza I, tale che

;N B, >q VE;, B;,eB (3

(poiché p > ¢). Bssendo, perd, H privo di ¢-cicli significativi, deve esistere
almeno un indice j eV, tale che

E;~1F\Ej=EjﬂE,+1(_:E,~_lﬁEj+1, ]E,~1HE5|=q+l.

Da cui segue p<¢, contro le ipotesi.

Per gli ipergrafi di tipo C, sussistono, inoltre, i teoremi seguenti le cui
dimostrazioni sono analoghe a quelle date in [6], lemmi T, II, III, per gli
ipergrafi di tipo UC,.

Teor. 2.4. Se p >0 ed esistono in H almeno due simplessi B, B, tald
che | BN B;|>p+ 1 [rvisp. |[E;NE;|>p+2, se p=0], st ha

BN EB)NE|<p+1 VE,eé& .

Teor. 2.5.. Sia H un ipergrafo di tipo C,. Se H' ¢é un ipergrafo di tipo C,
ottenuto da H con Vaggiunta di un simplesso B', allora, posto B' NX=X, si ha

M p+1<|X]; o
iy B:ed, |[ENX|>p+1=>B,nX=X.

3. — Sia K un insieme di grafi M;;. Diremo che un ipergrafo H, sem-
plice e connesso, & un K'*-éperalbero [risp. un K''-iperalbero] se |€|=1 oppure,
per |&]>1, se esiste una biiezione f: & —N,, tale che per ognise N, ¢#%1,

D) |X|=1, II) [X,|>1=-H} [visp. H}l= M, ,cK.
Indicheremo con Hfy [risp. con HJj] il grafo H/} [risp. H{A]. Saranno
sempre considerati, inoltre, ipergrafi con |&|> 1, semplici ¢ connessi.

Teor. 3.1. Un K'"™-iperalbero ¢ un K -iperalbero, ma non viceversa.

Dim. La dimostrazione segue direttamente dalle definizioni. Basti pen-
sare che, in generale, se il grafo 1-sezione secondo di un ipergrafo H & iso-
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morfo ad un grafo M, ;, lo & anche il grafo 1-sezione di H. Dimostriamo, con
un esempio, che non sussiste il viceversa. Consideriamo P'ipergrafo H = (X, &)
avente per vertici u, %, ..., @; ¢ per simplessi {®;, @, @5, By}, @1, Bay Ty, s},
{0y, @5, @5, 2s}. Se K & tale che K, K ed f & una biiezione di & in IV, tale
che By = {&y, ., %, 3.}, By = {1, %, %, s}, By = {m, @, 5, %6}, si Pud veri-
ficare che H & un K''-iperalbero. Tuttavia H non & un K/'-iperalbero. Infatti
comunque si definisca una biiezione f: & — IV, i corrispondenti grafi Hfﬁ non
sono isomorfi ad aleun grafo 3, ; (*).

Teor. 3.2. Un ipergrafo H con |&]> 2 ¢ un K'-iperalbero se ¢ solo se
estste una bitezione f: & — N, tale che Vi, j, heN,, i=#=j<h,

A) |B,NE| = |B;nE|=1=1k<h (B;NE)U(ENE)CENE,,
(1) B) [E,ﬂEhl>l,]EJﬂEhl>1:>E,ﬁE'h=E,ﬁE,,,
Q) |B:NE|=1,E,NE|>1=EnNECcENE,.

Dim. Sia H un K'-iperalbero ed f: & — N, una biiezione ad esso asso-
ciata. La 4) ¢ immediata. Dimostriamo la B). Supponiamo che esistano tre in-
dici 4, §, he N, 2 <<j<h, tali che |E.NE,|>1, | E,NE,|>1, B,NE,#=E;NE,.
Posto BN\ By={3, %, ...}, B;0E={y1, ¥, ...}, non puo essere |[E,NL,NE,|>1,
poiché in tal caso se z, y e B, N E, N E,, in H{Q] esisterebbero almeno due spi-
goli in parallelo di estremi x,y. Ne segue che esiste almeno un x, € ;N B, — F;
ed almeno un ¥, € B;NH, — E;: se fosse, infatti, B,NE, C K, [risp. T; N L, C 1],
essendo per ipotesi |E; N E,|>1, |E; VE,|>1, si avrebbe |E,NE,; NI, >1.
Poiché per ipotesi il grafo H{,’j ¢ isomorfo ad un grafo M,., per ogni
(z, y) € B, X B;, deve esistere in H un simplesso B, k<h, tale che {z, y} C F,.
Posto k; = min @,, 1 =1, 2,3, ove

Q= {veN,, v<h: {w, 4.} C B},
Qz = {UEMn, ‘U<j: {wzy 2/1} QE.D} ’
Qs = {veN,, v<i: {&, %} C B},

e, NE,NH, se |E.NE;,NE}=1, essendo ;N Q= 0, @, N =0,
Q.NQ;=0 (in caso contrario esisterebbero in HJ} spigoli in parallelo), se-

gue che nel caso k, = max {k;, k., k,} non esiste in H'; lo spigolo {m, .},

() Se si fissa una bilezione f in modo che B, = {w, =,, ©;, #,} oppure L = {r,, x;,
@5, %4}, il grafo H{g & isomorfo al grafo di vertiei @, 4y, ¢ e di spigoli {=, ¥}, {y, 2}, {w, ¢},
{z, #}. Se invece la biiezione f & tale che Hy= {&, &, , ¥, @5}, il grafo H]l} & isomorfo al
grafo di vertici z,y, 2, ¢ e di spigoli {z, 9}, {¥,2}, {e. 8}, {&, 8}, {v. %}, {w,}.
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nel caso k,=max {k;, k,, b} [risp. k= max {ky, k., ks}] non esiste in H,
[in H/%] lo spigolo {my, 3} [{#:, @,}]. In ogni caso H non potrebbe essere un
K'"-iperalbero. Da cui la tesi. Utilizzando la B), si prova facilmente anche la
(). Viceversa, se esiste una biiezione f: §— N, che verifichi le (1), qualunque

sia h, B<h<m, si ha |X,|> 1 e, per |X,|>1, H/} & isomorfo ad un grafo
M, ;, &>p 4 1. Segue, per K = {M, ;: p+1<i<r(X)—1}, la tesi.

Fissati H, f: & N,,, poniamo g(H, f) =max {|X|:2 < i< m}—1.

Nel seguito, ove non ci sard luogo a confusione, g(H, f) s’indichers pit
semplicemente con g¢.

Teor. 3.3. Un K -iperalbero ¢ un ipergrafo di tipo C,, per ogni r>g.

Dim. Sia H un K'™-iperalbero. Basterd dimostrare che H & un ipergrafo
di tipo C,. Dalla definizione di g segue che

VB, B,e &, i3] =|0,NHE|<g+1.

Supponiamo che esista in H un g-ciclo significativo (4, B), e siano
A =T, .., 1), B=(T,1T,,..,T,), con h>3. Si ha

Fi:TinTHl’ lFi!:g"{_l’ vjENh(a)-

Se k=max {4 N: F;e B}, posto B,=1T;, je N,, si ha

(BN T | = BN Tiy|=94+1, B.NT;—T;,%0, B.NT— T 150

(le ultime due seguono dal fatto che ¥z I, ,,, essendo F;, F, ;€ 4).

Siano ze BN T, 1 — T, ye B, N1, — T, ;. Se non esiste alcun sim-
plesso H;, per ¢ < k, tale che », y € E;, il grafo H[’,il non puod essere isomorfo
ad aleun grafo M,, (poiché non contiene lo spigolo {, y}); se invece esiste
un simplesso ,, con ¢ << k, tale che @, y € I, il grafo [’,f] avrebbe un numero
di vertici maggiore o ugunale a |F; U F, ;| > ¢+ 2. Contro le ipotesi.

Dai Teor. 3.1 ¢ 3.3 segue che un K’*iperalbero & anch’esso un ipergrafo
di tipo C,, per ogni r>g. Osserviamo che non sussiste il viceversa del
Teor. 3.3. Infatti, se H = (X, &) & un ipergrafo tale che X = {@, @y, ..., T4},
& = {{371; Byy By Baby {Bay Bsy Bay Bs}y {5y Te, Bo}y {@g, By w7}} , si puo facilmente
constatare che, comunque si definisca una biiezione f: & — INV,, non esiste un
insieme K di grafi M, tale che H sia un K'-iperalbero; mentre si pud veri-
ficare che H & un ipergrafo di tipo C,, per ogni r>1.
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Teor. 3.4. Se H ¢ un ipergrafo di tipo C,, esiste un insieme K di grafi
M;; tali che H sia un K"*-iperalbero.

Dim. Dimostriamo il teorema per induzione su m = |{&|. Per m =2 Ia
tesi ¢ immediata. Supponiamo, dunque, che sia vera per un certo m e sia H’
un ipergrafo di tipo C, ottenuto da H (ipergrafo di tipo €, con m simplessi)
con I'aggiunta di un simplesso B'. Se X N E'= X, si ha

i) p+1<|X]| ii) 38,€ &, B,n X = X,

(la i) segue dal Teor. 2.5; la ii) si pud dedurre considerando che in caso con-
trario dovrebbero esistere in H almeno due simplessi F,, Z; tali che

|B.NnX|=9p+1, IB,NnX|=p+1, ENnX+B,nX,

e guesto implicherebbe, per la connessione di H, esistenza in H' di un p-ciclo
significativo avente tra i suoi simplessi B’, E,, E,). Dalla ii), se f' & una biie-
zione di &' (insieme dei simplessi di H') in IV, tale che f 2 = f, segue che
Pipergrafo Hi,.,; (F,,, = E') ha tra i suoi simplessi X e, quindi, [ Xt > 1
ed inoltre, se |X,4|>1, H[%,, & isomorfo ad un M, ;, con ¢ = [X|>p+1
vertici.

Non sussiste i1 viceversa del Teor. 3.4. Se consideriamo, infatti, l'iper-
grafo H = (X, &) tale che X = {&,, %y, ..., %5}, & = {{wl, Lyy Ty B}y {Xay T,

By Ts}y {Day sy T5, B}, {@e, @,y ws}}, si verifica che p =0 e che esiste in esso
il ciclo (4, B) di lunghezza tre cosi definito

A= ({wa}’ {ws}, {ws}) ; B = ({wly Byy Byy Ta}y {Tay T3y Bay Ts}y {Tay Tyy T, ws}) .

Se si considera, inoltre, la biiezione f: & — N, tale che
By = {®, %, %3, T}, By = {®y, @3, %y, @5},
By = {y, B4, 5, B¢} , By = {&g, ©,, @5} ,
ed un insieme K di grafi M,; tale che K,e K, si pud congtatare che
Iipergrafo H & un K'-iperalbero.

Dalla dimostrazione del Teor. 3.4 segue, inoltre, che non sempre un iper-
grafo di tipo ¢, & un K'-iperalbero. Si ha a proposito il seguente
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Teor. 3.5. 8ia H un ipergrafo di tipo C,. Se in H non esistono (h; k)-
spigoli, con k>1, contenenti (r; s)-spigoli, con 1<r<<h e s>k (5), H é un
K'*iperalbero.

Dim. Basta osservare che, in tali ipotesi, & possibile definire una biie-
zione f: & — N, verificante le (1). Segue, per il Teor. 3.2, la tesi.

Teor. 3.6. Sia H un K"-iperalbero. Se (4, B) ¢ un r-ciclo, r>1, di
lunghezza h>3 definito in esso, posto A = (Fy, Byy ..., ), B= (T, T, ..., Ts),
esiste un simplesso T, € B tale che

Dim. Osserviamo che, per il Teor. 3.3, H & di tipo C,, per ogni u>g.
Se (4, B) &, dunque, un r-ciclo di H, dev’essere 1<r<g—1. Per provare la
tesi basterd dimostrare che

R
iT.eB, UT,_.NnT;cT: ).

i=1

Se h = 3, 1a tesi ¢ di facile verifica. Infatti se f & la biiezione di & in IV,
per cui H ¢ un K/-iperalbero, posto k = max {f(E): Ee B}, E,= T,, per
il Teor. 3.2 si ha

Tqﬂ Tq_lz Tqﬂ 'Tfl—l—l(': Tq_lﬂ Tq+1-

Supponiamo, dunque, che la tesi sia vera per un certo & e sia (4', B') un
r-ciclo di H di lunghezza k- 1. Se

A= (U17 Uzy LX) Uh+1)7 B = (Vly sz ) Vh+1),
k= max {{(V): VeB'}, E,=V,,
ove f ha il significato di prima, si ha (cfr. Teor. 3.2)
i) sz_l N Vq = Vq N Vq+1 c Vq—l N PTQ+1 .
(5) In H, ciod, non esistono (k; k)-spigoli contenenti (r; s)-spigoli aventi molteplicita

maggiore e dimensione minore, con 7 0. Tale condizione & la medesima del teor. 3.3
di [6)].
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Esiste, allora, in H un r-ciclo (4, B) di lunghezza & cosi definito
A= (Uyy ey Upsy Ugiay oe,y Una) s B = (Viy e, Voiiy Vagay oony Vi)

e si deve poter determinare, per ipotesi, un V, e B tale che

nt1
if) ) U,n Viedd U (VN V) SV, (9.
;‘5"—(1—7:,13'#«

Dalla i) e dalla ii) segne la tesi.

Non si pud enunciare un teoremsa analogo per = 0. Se congideriamo,
infatti, Vipergrafo H = (X, &) e la biiezione f: & — N, cosi definiti

X = {m, @y, 05, By, Ty, T, Tr, W},
& = {El = {1, T3, T}, Ly = {21, @5, 03}, By = {#1, @7, @},
By = {5, %5, @}, By = {t03, 3, 05}, By = {;, @, '37}} ’

st puo verificare che H & un K''-iperalbero, ove K contiene K,, My, M,,.
Isiste, inoltre, in H il ciclo (4, B), con

A = ({m}, {ws}, {w:}, {#}) , B = (L, I, B, I,) ,
avente lunghezza 4 e tale che gli elementi di A non siano tutti contenuti in
un medesimo simplesso di H.

Un teorema analogo non sussiste, inoltre, se in lmogo di K"*-iperalberi
si prendono K”'-iperalberi. Basta considerare in questo caso P'ipergrafo H =
= (X, &) e la biiezione f: & — N, tali che

X == {0y, @y, By By, By Ty, By Ty T}
& = {E1 = {Toy @1y B3y To}y By = {00, @1, @y, 3}, By = {y, @1, @, s},

By = {@, By, @5, @2}, Ty = {@9, @03, @4, %5}, By = {@0y @5, @4, w‘i}};

si pud verificare che H & un K''-iperalbero (ma non un K/-iperalbero) se

(°) Si pone 4+ 1=1 per j = h - 1.
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K contiene K;, M,,. Esiste, inoltre, in esso I'1-ciclo (4, B), con
A= ({woy @1}y {oy Ta}y {0y @5}y {0, 5'77}) ’ B = (B,, B, i, B,),

avente lunghezza 4 e tale che gli elementi di .4 non siano tutti contenuti in
un medesimo simplesso di H (e quindi di B).

4. — La classe dei K"-iperalberi contiene quella dei K'™-iperalberi (cfr.
Teor. 3.1). HEssa contiene anche la classe degli (m; n)-alber?, introdotti da
A. K. Dewdney in [4], e degli n-alberi considerati in [5]. Infatti, se K
={Mpy1;:j=0,1,...,m~+ 1}, un (m;n)-albero ¢ un K'*-iperalbero uniforme
di rango n -+ 1. Per m = 0, st ha un n-albero. Per m = 0 ed n = 1, st ha un
albero.

Abbiamo, inoltre, provato che un K'-iperalbero & un ipergrafo privo di
r-cicli significativi, per ogni #>g, essendo g = max {|{X,|: 2 < © < m} —1. Con-
siderando che in un (m; wn)-albero si ha g = m, segue che un (m; n)-albero é
un ipergrafo semplice, connesso, uniforme di rango n -+ 1, privo di m-cieli signi-
ficativi. Tale proposizione & stata dimostrata, per altra via, in ([4], Teor. 1,
p. 162). Per m = 0 si ba la Proposizione 9, dimostrata in [3]. In [4] & stato
provato anche il viceversa: cioé che un ipergrafo, semplice, connesso, uniforme
di rango » -+ 1, e privo di m-cicli significativi, & un (m; n)-albero. Un tecrema
analogo non si puod dare per i K-iperalberi. Piu esattamente, non ¢ detto che
un ipergrafo, semplice, connesso, e Privo di r-cicli significativi, per un certo 7,
sia un K'*iperalbero. Cid avviene per r = p (cfr. Teor. 3.4).
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Sunto

St introduce il concelto di K''-iperalbero ¢ di K!l-iperalbero. Dopo alcune considera-

zioni sugli ipergrafi di tipo C,, st dimostrano alcuni teovems sullesistenza di r-cicli signi-
ficativi in un K-iperalbero. Si osserva, infine, che gli (m; n)-alberi, introdotti da A. K.
Dewdney in [4], sono particolari K''-iperalberi.
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