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V. MANGIONE e A. VEZZANI (%)

Sulle connessioni a vettore torsione nullo (**)

1. - Introduzione.

I noto che assegnata su una varietd reale ¥ di dimensione n una con-
nessione / con torsione T4, resta naturalmente individuato, in ogni punto
della varietd, il wettore forsione, ottenuto da T, per contrazione interna.

Questo lavoro e dedicato alla classe delle connessiont a wvettore torsione nullo
(brevemente, alla classe A7) (1).

Per le connessioni di 4" vengono innanzitutto stabiliti, su una varierd reale,
un teorema di rappresentazione e un teorema di caratterizzazione (Teor. T, T,,
n. 6). Due caratierizzazions analitiche sono poi fornite dal teorema T, del n. 7
nel caso che la varietd ¥ sia riemanniana.

La classe A" & collocata in modo interessante con altre classi di connessioni
note nella letteratura. Si stabilisce ad esempio che le connessioni metriche
della classe &, della classe 2, su una varietd riemanniana, e le connessioni g_,
in particolare quelle di Eckmann-Frolicher, su una varietd quasi complessa,
appartengono alla classe 4" (Oss. Oy, Oy, n. 7; Oy, 1. 8).

Ai numeri 7, 8 vengono anche ottenuti teorems di rappresentazione per le
connessioni della classe 2, per le connessioni a campo J parallelo e per le
connessioni g, , g, e di Martinelli, appartenenti ad .47, su una varietd rieman-
niana le prime, su una varietd quasi complessa le rimanenti (Teor. Ty, Ty, T).
Le ultime tre classi possono anche essere caratterizzate dal teorema T, del
n. 8. La osservazione O, del n. 6 ed il teorema T, del n. 7, infine, forniscono
aleune proprietd delle connessioni di A",

(*) Indirizzo: Ist. Mat., Universitd, 43100 Parma, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambitod el G.N.S.A.G.A. (CNR). — Ricevuto: 15-VII-1977.
(*) Vari autori hanno considerato connessioni di 4 di tipo particolare. Ad es.
K. Yano - 8. Bochner in [11]; 8. Golab in [3]; G. Vranceanu in [9]. Connessioni della
classe /" intervengono nella teoria della relativita.
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Nei teoremi di caratterizzazione intervengono in modo essenziale le strui-
ture, riemanntana o quasi complessa, della varieta e, nel caso reale, il concetto
di A-divergenza di un campo vettoriale, recentemente introdotto in [5];.

Nelle formule di rappresentazione intervengono gli omomorfismi w e £
introdotti dagli autori in [5],, oltre che gli omomorfismi idempotenti 0, 8, rela-
tivi al tensori emisimmetrici di tipo (1, 2) e intimamente connessi con la strut-
tura quasi complessa della varietd, qui considerati per la prima volta (n. 3, 4).

Infine, nelle formule che rappresentano le connessioni delle varie classi
intervengono, come elementi arbitrari, campi tensoriali di tipo (1, 2), in par-
ticolare simmetrici, emisimmetrici, e connessioni simmetriche. Cid da indica-
zioni sulla esistenza e sulla consistenza quantitativa delle connessioni di cia-
seuna classe.

2. = Preliminari.

Sia ¥ una varietd differenziabile reale di dimensione n>2 e classe Cr (r>2),
z un punto di ¥, v lo spazio vettoriale tangente a ¥ in x, 7, lo spano vettoriale
duale (2).

Se V & dotata di una struitura riemanniana di classe C (3), sia g € 7. ® 74
il tensore metrico nel punto # di ¥V e G e v ® 7 il tensore definito dalla ngua-
glianza

(1) a®E) =4 (1) .

Se V & poi dotata di una strutture quast complessa di classe C! (5), sia J il
tensore misto che definisce in ogni punto « di V la struttura quasi complessa
ed N €1, 17,:® 7 il tensore di Nijenhuis associato a J.

Ricordato che per J sussistono le ugnaglianze

(2) I ®J) =al®J)=—06(),

(®) Per le nozioni fondamentali si veda p. es. J. A. Schouten [8].

(®) Per le nozioni fondamentali si veda p. es. J. A. Schouten [8]; K. Yano - 8. Boch-
ner [11].

(1) & & il tensore di Kronecker. In generale ¢, & l'applicazione tensoriale di con-
trazione relativa allo j-simo indice di contravarianza ed al k-simo indice di covarianza
(vedi p.es. N. Bourbaki [1];, p. 45).

(®) Per le nozioni fondamentali si veda p. es. B. Eckmann [2],; E. Martinelli [6],, [6],;
K. Yano [10]. In tal caso deve essere n = 2m.

(%) Vedi p.es. K. Yano [10].
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risulta particolarmente utile per il seguito 1’osservazione

0,. Su V quasi complessa sussiste la relazione
(3) aJ=0.

Per stabilire la relazione (3), conviene riguardare J come matrice. Il primo
membro della (3) altro non &, allora, che la traceia di J e coincide, come &
noto, con la somma degli n = 2m autovalori della matrice stessa. D’altra
parte, una matrice J che definisca in ogni « di ¥ una arbitraria struttura quasi
complessa ammette m antovalori coincidenti con ¢ ed i restanti m antovalori
coincidenti con —4 (7). Da c¢id segue subito 1’asserto.

Interviene nel seguito lo spazio vettoriale 9 = 7,® 7,.® 7. Indicati con
o ed ¢ gli omomorfismi di simmetrizzazione, di emisimmetrizzazione di I (%), &
utile considerare omomorfismo involuiorio « = o —¢ ed indicare con T, 7.

J

i sottospazi vettoriali costituiti dai tensori simmetrici, emisimmetrici di J.

3. = Omomorfismi di 7.

Su ¥ reale, nello spazio vettoriale 7 relativo al punto = di ¥, si consi-
deri Pomomorfismo idempotenic w, definito, per ogni tensore L di 7, da

1
(4) wL:;@é@OiL’

e LPomomorfismo ausiliario

(5) Q = o* + aw*aw™* ,

recentemente introdotti in [5], (*). In particolare, grazie alla permutabilitdy
di £ con «, e quindi con ¢ ed ¢, Pomomorfismo & pud pensarsi come omomor-
fismo di T, e T s ().

(°) Vedi p.es. B. Eckmann [2],, p. 10.

(8) Indotti in g dagli analoghi omomorfismi di 7, @ 7.

{(®°) V. Mangione - A. Vezzani [5],, n. 3. Se § ¢ un qualunque omomorfismo di
e 1 & lidentitd, si pone f* =1—8.

(%) Rif. lavoro di cui alla nota precedente, Oss. O;, n. 3.

11



146 V. MANGIONE e A. VEZZANI [4]
Conviene, per il seguito, stabilire la relazione

n—1
2n

(6) wew = .

Se poi ¥V & dotata di una struttura qnasi complessa si considerino in J
Pomomorfismo involutorio W e gli omomorfismi idempotenti K e Q introdotti
da G. B. Rizza (*1). Sono interessanti le relazions

(M) oW = waWoeW = owWaWa,
(8) - wWew =—~9lﬂa) ,
(9 wQ = ;—w(l + W).

Sussiste infine la proprieta
P,. In T, per gli omomorfismi w, K, Q sussistono le relazioni
(10) wK =0, KQ=0.

Alla, (6) si perviene per via diretta, tenuta presente la definizione di ¢ e
la (4).

Alle (7), (8) si giunge senza difficoltd con calcolo diretto, tenmte presenti
le definizioni degli omomorfismi che in esse figurano oltre che la (2) e I’Osser-
vazione O,.

In modo analogo si giunge alla (9), tenendo in particolare conto la (7).

Un ecalcolo diretto permette di ottenere facilmente anche la (10),: qui,
oltre alla definizione di w e K, conviene tenere presente la (2) e che si opera
in . La (10),, infine, & immediata conseguenza della (11), del lavoro [7],,
non appena si tenga conto che si opera in ..

4. - Omomorfismi 6 e 0.
Nello spazio vettoriale  relativo al punto x di una varietd dotata di una
(1) G. B. Rizza [T],, pp. 11 e 13, formule (2), (6) e (7). Gli omomorfismi Ke Q

sono permutabili con « e quindi con o ed &; in particolare risulta K*(N) = 0 (Prop. P,,
p. 13; Oss. all’inizio di p. 20).
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struttura quasi complessa, conviene considerare gli omomor;ismi

(11) 6=

(12) 0= deaw Q¥

utili nel seguito.
Sussiste la proprietd

P

P,. 8 ¢ 6 sono omomorfismi idempotenti dello spazio T ..

Che 0 e § possano considerarsi omomorfismi di 7, segue immediatamente
dalle definizioni (11) e (12). Per la idempotenza di 0, tenuta presente la (11)
e la (9) si ha

g — 41 14+ W)eo(l + W)
= mew( EQW

4n?

= m (ewem +eoWew -+ cwewW -+ coWeo W) .

Tenute presenti le (6), (8) segue

dn? n—1 1 n—1 1
= (@T“"*% o+ 5 SwW"%“"W)
2n
=-— (e + e W) .

In virth della (9) si perviene all’agserto.
Per la idempotenza di 8, conviene osservare anzitutto che, in virtii delle
(9), (8), (8), risulta

n—2

sn(l + Wew = in

ewQew = ew

LO | pud

Cid premesso &

8° = 16c0(1 — Q) ew(1 — Q)
= 16(cwew — ewQew — swewQ -+ ewQewQ) .
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Tenendo conto dells (6) e della osservazione brecedente risulta

~ n—1 n—2 n—1 n-—2
=16 — —_ S
o ( on ¢ an 2n c0Q -+ 4n er)

1 1 ~
=16 (;ew—;er) =dewQ* =0 ,

P, & cosi dimostrata.,

5. - Connessioni su V.

Sia ¥ una varietd reale e A mna connessione su V. Indicata con L4 1a con-
nessione simmetrica associata a, A e con T4 la torsione di A (12), con riferimento
al punto « di ¥V si pud scrivere

(18) A=T4+1T,.
: A . Y . . . . °

In particolare, se ¥ & una varietd riemanniana, indicata con J° la connes-
sione di Levi-Civita definita, da g, con riferimento al punto & di V si puo
scrivere

o

(14) A=TI+Zs+ T4 (),
con 2y, T, appartenenti a 7~ oy 7 ¢ rispettivamente.

Si indica inoltre con D, Toperatore di derivazione covariante relativo

alla connessione /.
Conviene ricordare che, se in ogni punto # di ¥ risulta

TA-‘:O, 211:20'7/(1711), 211:0, O‘y(TA)ZO, CU(ZA+ TA)=0,

la connessione A ¢, rispettivamente, simmetrica, metrica, di Levi-Civita genera-
lizzata (brevemente, della classe L), della classe " y della classe 9 (19),

(**) Cfr. p. es. J. A. Schouten [81, p. 126.

(**) Vedi p. es. V. Mangione - A. Vezzani [5],, (6), n. 3.

(**) y & un isomorfismo involutorio dipendente dalla struttura riemanniana & ¥
introdotto da G. B. Rizza in [7]5, (3), p. 165. Per le classi di connessioni indicate,
oltre al lavoro citato, vedi V. Mangione - A. Vezzani [51,, [5],.
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Se poi ¥V ¢ dotata di una struttura gquasi complessa, le condizioni
Ta=QE), Ta=KE), Ta=E—-KUD)—QE), Tis=KUE) -+ QE

con B arbitrario tensore di 7., caratterizzano, rispettivamente, le connessioni
delle classi o, o_, g,, di Martinelli (5).

Altre classi di connessioni, che intervengono nel seguito, sono le connes-
siont a campo J parallelo e le connessioni di Eekmann-Trilicher; le prime sono
caratterizzate dalla condizione D, J=0; le seconde, oltre che dalla prece-
dente condizione, dalla T.= N ().

6. - Connessioni a vettore torsione nullo.

Il frequente in letteratura la considerazione di connessioni A soddisfacenti
in ogni punto @ di ¥ alla condizione
(15) aTs=0,
ossia di connessioni per le quali il wetfore torsione, definito dalla connessione,
risulta nullo su V (¥79).

Scopo del presente lavoro é studiare le connessioni A soddisfacenti alla (15)
in ogni punto 2 della varietd (brevemente, connessioni della clusse A7).

A tale scopo conviene anzitutto stabilire la proprietd
P,. Sia L un tensore di I . Ciascuna delle condizions
(16) wl =0, owl =0, swl =0,

¢ equivalente alla condizione ¢! L = 0.

(*%) G. B. Rizza [7],, p. 16.

(3%} Delle connessioni a campo J parallelo & fornita in [7], una formula di rappre-
sentazione. Per una rappresentazione delle connessioni di Eckmann-Frglicher, si veda
B. Eckmann [2]; e G. B. Rizza [7],.

(1) Nel trattato [11] (Cap. VII, n. 5), XK. Yano e 8. Bochner considerano connes-
siont metriche soddisfacenti la (15); S. Golab in [3] dimostra che, se ¥ ha dimensione 2,
ogni connessione - simmetrica appartiene alla classe . Connessioni della classe A4
intervengono anche nella teoria unilarie di Einstein. Per tale motivo il vettore to1s1one
¢t I'y & spesso chiamato wvettore di Binstein.
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La dimostrazione di P, & elementare.

Cid premesso, indicazioni relative alla esistenza su ¥ reale di connessioni
della classe 47, alla loro consistenza quantitativa, nonché ad una loro ulte-
riore caratterizzazione, sono date dai seguenti teorems

T,. Tutte e sole le connessions della classe A sono rappresentate in un gene-
rico punio = di V dalla

(17) A=I++QF,
dove I’ & una arbitraria connessione simmetrica ed B un generico tensore di 7 .
T.. In ognt punto x di V, la condizione

(18) diva v = divpe, v (18)
per un qualungue campo controvariante, ¢ necessaric e sufficiente perché A sta
della classe A",

Conviene poi notare:

O,. Per le connessions della classe A" visulta ¢;DsTa=e;Dr,T4.

In altri termini, per le connessioni della classe A" la divergenza della torsione
relativa a A (**) ed alla connessione simmetrica associata I'a coincidono.

Per dimostrare il teorema Ty, si noti che in virth della proprietd P;, se /A
& della classe A7, T4 & la piu generale soluzione emisimmetrica dell’equazione
wX =0; in base al teorema T; del lavoro [5], segue allora T,4=QUF, con
EeT .. Viceversa, se T4=QFE, é oTs= wQFE =0 per la (5) e perché, essendo
o idempotente, risulta ww*=0. T; resta cosi dimostrato.

Per il teorema T, si osservi che dalle definizioni di divawv, divryv (*) e
dalla (13), segue

diva v — divryv = er(c} Ta® v) ;

Passerto segue allora immediatamente.
L’osservazione O, segue subito con calcolo diretto dalla (13).

(18) Per le nozioni di rotore e divergenza relafive ad una connessione arbitraria,
vedi V. Mangione - A. Vezzani [5];, n. 5.

(19) Vedi p. es. 8. Golab [3], p. 252.

(%29 Cfr. nota (18).
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7. - Classe ./ e struttura riemanniana.

Sia ora ¥V una varietd riemanniana (n. 2). Conviene subito segnalare le
osservazioni

O,. Le connessioni metriche della classe & e le connessioni della classe 4
appartengono alla classe A",

O,. Le connessioni meiriche della classe A coincidono con le connessions
metriche delle classe D (22),

La metrica ¢ della struttura riemanniana consente, poi, di dare una carat-
terizzazione analitica delle connessioni della -classe 4. Sussistono infatti i
teoremi

T,. Ognuna delle condizioni
(19) 6 X4 = —$6,6(GQ Dayg),
(20) 0, 05(6G® Dag) = ¢;¢;(G® Dryyg) ,
¢ necessaria e sufficiente perché A appartenga alla classe N .

T,. Per le connessioni di A", la A-divergenza di un vettore coincide con la
corrispondente nozione classica per tutti ¢ soli ¢ wvettori v perpendicolari al vel-
o ol ot 2
tore ¢,c;(G & Dr,g) (22).

Con riferimento al problemsa della rappresentazione delle sottoclassi di A~ s
¢ bene nofare che in [5], sono gia state ottenute rappresentazioni delle sotto-
classi di cui alle osservazioni O; e O,; un ulteriore risultato & questo

T5. Tutte ¢ sole le connessioni della classe A appartenenti alla classe D sono
rappresentate, in ogni x di V, dalla

@21) A=I1 00,

con C arbitrario in .

(1) 8i tratta delle connessioni studiate da K. Yano e S. Bochner in 11},n.9, p. 111;
per una loro rappresentazione, in virtti di O,, si veda V. Mangione - A. Vezzani [6],,n. 7.

(*®) Per A-divergenza si intende la divergenza relativa ad una arbitraria eonnes-
sione A di cui alla nota (18).
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La prima parte della O; segue dalla (17 ) di [5],. La seconda parte segue
immediatamente da una osservazione all’inizio della P. 107 del lavoro [5],.

L’osservazione O, & immediata conseguenza del teorema T di [5];.

Il teorema T, si dimostra facilmente; infatti la (19) ¢ immediata conse-
guenza della (13) di [5],. La (20) si prova con ealcolo diretto, tenendo presente
la (17).

Per quanto concerne il teorema T,, dalla (21) del laveoro [5]; segue che
divsv = divw, se e solo se QA Za+ Ta)®v) = 0. Se 4 appartiene alla
classe A4 la condizione, tenuto conto della (19), diviene

(G GE® Dag)®v) = 0.

Tenuta presenta la (20), segue subito Passerto.

Per stabilire il teorema T; si procede cosi. Se 4 & della, forma (21), tenendo
Presenti le (5), (12) di [5]., A appartiene a 2. & ha poi univeecamente
C=84+Fcon s €76, Il €7 ¢; tenendo conto della (6) di [5], si ha 7y = Q.
Ne segue w74 = 0 in virtd della (8) e del fatto che ww* = 0. In definitiva
A appartiene anche ad 4. Inversamente, se A appartiene ad 47, in virty
della proprietd P;, si ha w7, — 0. Se A appartiene anche a @ risulta pure
w2y =0 (), In conclusione 2y Ty 8, rispettivamente, la piir generale solu-
zione simmetrica, emisimmetrica di oX =0. In virth del teorems T, del
lavoro [5],, risulta X, = 8, Ty=QF con Se7, y BeT .. Posto C =811
segue la (21).

8. - Classe ./ e struttura quasi complessa.

Sia ¥ dotata di una struttura quasi complessa (n. 2); conviene iniziare
con la osservazione ‘

O;. Le connessioni 0_ ¢ in particolare le conmessioni di Lekmann-Frolicher
appartengono ad A .

Per queste classi di connessioni sono gia noti teoremi di rappresentazione (2¢),
Con riferimento, poi, alle altre classi di connessioni di una varietd quasi com-
Plessa ricordate alla fine del n. 5 ed alla eventuale esistenza di loro sottoclassi
contenute in .47, sussistono aleuni teorems di rappresentazione.

(**) Vedi p. es. I'inizio del n. 7 @i [5],, tenendo presente la P,.
(*) Cfr. G.B. Rizza [T],, (23), p. 16; [7],, (43), p. 251.
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T;. Tutte ¢ sole le conmessioni o, 0,, i Martinelle, apparienenti alla
classe N, sono rappresentate, in ogni punto x di V, rispettivamente, dalle

(22) A=I+Q1L—0E,
(23) A=I+Q1—Q—-K)(1—86)E,
(24) A=T+ Q@ +K@1—6)F,

dove I' é una arbitraria connessione simmetrica ed E un generico tensore di T ¢.

T.. Tutte e sole le connessions a campo J parallelo della classe A", sono
rappresentate, in ogni punto x di V, dalla

(25) A=T=8T)+ cWQE + K(S) + K* QF + N (),
dove I' & una arbitraria conmessione simmetrica ed S, B sono arbitrari tensord

di T s, T &, rispettivamente.
Sussiste, inoltre, il seguente teorema di caratterizzazione

T;. Condizione necessaria ¢ sufficiente affinché una connessione o, p;, At
Martinelli, rispettivamente, sia della classe A" ¢ che

(26) AETA®T) = 0.

9, - Dimostrazioni.

Tenute presenti le definizioni delle connessioni g_ e delle connessioni di
Eckmann-Froélicher (n. 5), dalla @, del lavoro [7], segue subito Posserva-
zione 0.

Per dimostrare il teorema T, si noti anzitutto che per una arbitraria con-
nessione /1 della classe g,, g, ¢ di Martinelli risulta, rispettivamente

(27) TA:QE,, TA:(Q*_K)Ey -TA:(Q’*‘K)E‘7

con # appartenente a . (n. 5). Se /A appartiene anche ad .4, in base alla
proprietd P, e tenuto conto della (10),, dovrd essere, rispettivamente

cwQE =0, QB =0, ewQE =0 .

(%) S(I") & un tensore di 7, introdotto da G. B. Rizza in [7],, p. 237.
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In altri termini si tratta di determinare in 7, le soluzioni delle equazioni

4n

60X = ewQX =0, 60X =4e0Q*X =0,

n—2

Queste, tennto conto che 6 e § sono omomorfismi idempotenti in J (n. 4,
proprietd P,), in base ad un noto lemma (2¢) sono date da (1 —8)Fe (1— é)E,
con I/ arbitrario in J7,. Si perviene cosi, tenute presenti le (27), alle (22), (23)
e (24).

Inversamente le connessioni 4 date dalle (22), (23), (24) appartengono
rispettivamente alle classi g, g, e delle connessioni di Martinelli (n. 5). Inoltre,
tenuta presente la prima relazione della proprietd P, e la P,, risulta

Q1 —0)E =0, el —Q—K)(1—8)E =0, ¢o(Q +K)(1—0)E =0

Pertanto esse appartengono anche alla classe 4" in virth della proprietd P,.
Per quanto concerne il teorema T, tenuta presente la (31) del lavoro [7],

per le connessioni a campo J parallelo ed appartenenti ad A4 deve anzitutto
essere

ols=oK*E 4+ N)=0.

Questa condizione, tenuto conto della prima relazione della P,, del fatto che
N = K(¥) (¥") ¢ della proprietd P, del n. 6 si riduce a wZ = 0. In base al
teorema T, del lavoro [5],, segue K = QF con E arbitrario in .. Si per-
viene cosi alla (25).

Inversamente, se A ¢ data dalla (25), tenuta presente la (31) del lavoro [7],,
A & a campo J parallelo. Inoltre, ricordato che & K(N) = N, dalla (5) e dalla
(10),, tenuto conto che ww* =0, risulta

wls= wK*QF + oN = oQ# =0,
e pertanto /1 appartiene ad 4. Il teorema T. & cosi dimostrato.
Per il teorema Ty, infine, si noti che in [7], le connessioni g, gy, di Mar-
tinelli sono rispettivamente caratterizzate dalle condizioni
TA: WTA, TA= WOCWTA, TAZOCWOCWTA.

(2%) Vedi p.es. N. Bourbaki [1],, Proposition 1, p. 7.
(*) Rif. nota (*).
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Tenuta presenta la (7) si dimostra che in tutti e tre 1 casi la condizione
wTs =0 si traduce nella condizione wW74 = 0, che equivale a

prova

N.

V.

A HRaed

AATART) = 0.

T’asserto.
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Summary

The set & of connections with vanishing torsion wvector are studied. ERepreseniation
and characterization theorems for the set A on real manifold, and for some remarkable
subset of A on riemannian or almost complex manifolds are obtained.
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