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BruUNO D’AMORE (¥)

Sulle trasformazioni puntuali
fra tre piani proiettivi che subordinano tra le coppie di

tali piani trasformazioni puntuali di seconda specie. (**)

1. — Alcuni anni fa, il ViLna ha iniziato lo studio delle trasformazioni
puntuali € fra tre piani proiettivi =,, 7,, 7, in una terna regolare di punti
corrispondenti 0y, 0,, O; (*). Nel presente lavoro si considerano trasformazioni
puntuali fra tre piani proiettivi che subordinano tra le coppie di tali piani
trasformazioni puntuali di seconda specie.

2. — Sia ¥ una trasformazione puntuale fra tre piani proiettivi s,, 7,, 7,
ed Oy, 0,, O, una terna regolare di punti corrispondenti in %. Assumiamo
0, 0,, 0; come origini delle coordinate proiettive non omogenee @,, @y; 91, ¥s;
21, 2 rispettivamente su 7, w,, 7;. Quando sard comodo, indicheremo con 0
e ¢, le coordinate sul piano =, (¢ =1, 2, 3) e quindi ¢ e ¢, indicheranno x,, =,
S€ q=1; Y1, ¥, 8€ g=2; 21,2, 86 ¢ =23.

Le equazioni della ¥ assumono la forma:

(1) 2= [1(®y1, T25 Y1y Ys) » 2y = [o(@y 5 25 Y1,y Ya)

ove le f, f, si suppongano sviluppabili in serie di potenze nell’intorno dei
punti 0., 0,.

o

(*) Indirizzo: Istituto di Geometria, Porta S. Donato, 40127 Bologna, Italia.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R. - Ricevuto: 23-XI-
1973.

() M. Virra, Sulle corrispondenze fra tre piani, Ann. Mat. Pura Appl. (4) 71 (1966),
351.
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Detta w; la proiettivitdh che la trasformazione puntuale 7', subordina fra
i fasei di direzioni di centri 0,, O, (4, h, k=1,2,3; is%h, i5=k, h=Fk) ed
assumendo come rette 2, =0, 2, =0, 2, =2, le rette rispettivamente corri-
spondenti delle rette «, =0, ©, = 0, 2, = @, nella w, e come rette y, =10, y,=0,
9, == ¥, le rette rispettivamente corrispondenti delle rette 2,=0, 2,=0, 2, =2,
nella, w, (%), le equazioni della ¥ diventano:

2y = oy -+ Py, + Ay, @) + By, ¥2) + Cily, @25 ¥y ¥2) -+ [3]
(2)
2y = oy + fYs + Ao, 3) + Bo(yr,s ¥a) + Col@r, 225 15 92) + [31,

avendo posto:

A (@1, @) = za'isivrws ’

T8

By, ¥2) = 7_ b:s?/r?/s ’

r,8

Cil@e, @o3 Y1y Ya) = 2, 0L

r,s

CON Gy, == Qgy Dpy= b, aff =0, j,7,8=1,2 ed avendo indicato con [3] i ter-
mini di grado superiore al secondo.

Per la scelta fatta dei sistemi di riferimento, la terna oy, di direzioni carat-
teristiche (¢, = p.q,, 1 = 1,2, 3) della ¥ per O, i cui E, relativi di flesso stanno
su m,, & data dall’equazione:

3) 26[pA,(1, p)— A,(1, p)1—a[pC:(d,p; 1, p)— Co(1, p; 1, p)] =0 ;

la terna o,, di direzioni earatteristiche della & per O, i cui K, relativi di flesso
stanno su w, & data dall’equazione:

(4) 2a[pBi(1, p) — By(1, p)]— BlpC.(1, p; 1, p)— C: (1, p; 1,p)]1=0;

la terna oy, di direzioni caratteristiche della ¥ per O, i cui Z, relativi di flesso
stanno su =z, ¢ data dall’equazione:

(5) 0,1, p; 1, p)—C(1,p; 1,p)=0.

(2) Con tale scelta dei sistemi di riferimento, una terna di direzioni corrispondenti
in ¢ & data da ¢, = pg,.
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Supporremo che le trasformazioni puntuali 7', siano tutte con due direzioni
caratteristiche coincidenti (*) ed indicheremo con <, 7t sia la terna di dire-
zioni corrispondenti in ¥ individuata dalle direzioni caratteristiche rispettiva-
mente doppia e semplice di 7;, sia le direzioni di tali terne per O,.

3. — In questo numero supporremo che le ¥ siano coincidenti e costitui-
scano una terna 7. Dimostreremo che, nelle ipotesi poste, la direzione v per O,
¢ una direzione caralteristica della € di 3° tipo doppia per ciascuna delle terne Oiq
e che se inolive v, = 7% allora le direzioni di primo tipo delle 0., ¢ 04y S0N0 sEPa-
rate armonicamente da % ¢ vi=1" (i,h, k=1,2,3 fissati is£h, i ky hs=k).

Infatti, se ¢, = mg: rappresenta la direzione v e ¢, = m.q, la direzione 7!
per O,, allora le (3), (4), (5) diventano:

(6) (P—m)g[(-?ﬂz@;g—“ﬂcéz)p -+

+ (efey,— ot by, — fal,) my + bl m, — B2 ak,my,] =0 .

(1) (p—m)(20bl— af i) p +

+ (‘xﬂcée'— ‘xgbéz'— ﬂza;z)mS“ “21);2 My + f)"“’a;.zmz] =0 y
(8) (p — lm’)z[“ﬁcézp - (“/30;2 — “21];2 — 2 a';z)ma —o? bzlzml— ﬁza’;zmz] =10,

e ci0 dimostra che ¢, = mgq, rappresenta una direzione per 0, caratteristica
della € di 3° tipo e doppia per tutte e tre le terne o,,. Indicando con g, = p,q,
la direzione ¢, per 0, semplice della o, si verifica subito che se Th=1" ciod
se m; = m, allora le direzioni ¢;, 7, sono separate armonicamente da 7§ =1"
e ¢ (1),

() M. Virra, Sulle trasformazioni puntuali con direzioni caratteristiche coincidenti,
(I), Ist. Lombardo Accad. Sci. Lett. Rend. A (3) 78 (1944-1945), 321-335.

M. Viena, Un fascio di quartiche collegato alle irasformazioni puniuali, Boll, Un.
Mat. Ital. (3) 3 (1948), 8-15.

(1) Il caso in cui & 7j=1ti=1) ¢ 1i=1>=1" & gid stato considerato:

C. Tinacria, Aleune osservazioni sulle trasformazioni puntuali fra tre piani proietiivi,
Boll. Un. Mat. Ital. (4) 6 (1972), 248-255.

C. TivaGLia, Determinazione dei riferimenti proietiivi intrinseci in wna trasforma-
zione puniuale fra tre piani proieltivi a direzioni caratteristiche tuite di terso tipo, Boll.
Un. Mat. Ital. (4) 7 (1973), 56-66.
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4. — Nel caso considerato, assumendo come rette ¢ =0, ¢. =0, ¢ = ¢,,
rispettivamente la terna 73, 7, 7%, si impone:

12 10,2 . 2 __ 1 o2 2 71 1.
9 Ay =10y, =0, ay, =24y, ; by, =0, by =203, , by, = bgy + 2by,

=0, c,=cd,+0c.

Indicando eon Z; e £, rispettivamente le proiettivitd caratteristiche su-
bordinate dalla 7', fra le direzioni ecaratteristiche doppie e semplici, rispettiva-
mente, sia 2, la omografia tra i piani =, e 7, che subordina tali proiettivita.
Assumendo su s, gli elementi del sistema di riferimento rispettivamente cor-
rispondenti nella Q, di quelli di =,, si impone:

(10) at,=al, =0, a=1;

11

assumendo su 7, gli elementi del sistema di riferimento rispettivamente cor-
rispondenti nella inversa della 2, di quelli di m,, si impone:

(11) b, ="b,=0, f=1.

Per 1a scelta fatta dei sistemi di riferimento, le equazioni (2) della € diven-
tano:

1

% =0 + Y+ 2“;2971372_‘ bézyl.% + by Y +
(12) + (6% + )@Yy + 0,1 Y + €5 T Y1 A+ 6y Y + [3]
Zy =&y + Yo cizml?lz + 021‘172?/1 + c§2m2y2 +[3].
Per individuare completamente i sistemi di riferimento, basta ormai fis-
sare su 77, (ad esempio) la retta x, = 0 ed il punto (1,1, 1). Poiché la terna 7,
& rappresentata da ¢, = myq,, si ha:

1 1 1
(13) (622'" bég) My + bzg— 2“12— 022 - (}i2 + Cyy = 0.

Le equazioni della 2, sono:

— @y

= ’
(¢, + ¢ wy—[2a7,— bl,—el,—ocl - (b}, cdy) myl Ty + 1

Y

— Ty

N (efy + 051) T [2‘1’%2_ béz"‘ G%z— 0;1 + _(béz_ ("212) my] @y + 1 )

Yo
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Detta 2 Pomografia 27" o 2, e 7 la retta

(6}, + ¢5) @ — [2a},— b}, — ¢k, — b, + (b, — Chp) Mgl @y +2 =0,

Q(r) = ,(r), pertanto tale retta resta intrinsecamente determinata e possiamo
assumerla come retta z, = 0.
Cid impone:

, . _ ’ 1 1
(14) (:2 + 0:1 =0 ? 0}2 + 0;1 = 2“12‘" b;z -+ (bzz"‘ czz)mﬂ .

Le equazioni della trasformazione quadratica osculatrice la 7', (°) ed avente
per punti singolari i punti (0, 1, 0), (1, 0, 0) di 7z, (che sono stati intrinsecamente
fissati) sono:

2 =& + 2a},®: %, , z

~
f
8
i

e la sua retta singolare su =, &:
205, +1 =0
che ¢ pure individuata intrinsecamente.
Assumendo eome punto (1,1, 1) di =, il punto intersezione di tale retta con

la 2, =a,, si impone:

(15) Sl — —1.

Per 1a (13), (14), (15) le equazioni canoniche di % sono:
2y =&y -+ Yy By Ly — biz?fl'ye -+ b;ﬂ/; + Cigmlyz -+
(16) + {(b;f“ c;z)mtx"— 0112_~ b;z—' 1]‘%2?/1 + C;zm2y2 + [3]

By =Ty Yo + Oy Yo— €% Y1 + [3] (%) .

®) M. Viira, Trasformaszioni quadratiche osculatrici ad una corrispondenca puntuale
fra piani prodettivi, I, II, Atti Accad. Ital. Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Natur. (7) 3 (1942),
718-724 e 4 (1943), 1-17. ,

(°) Ovviamente & b}, (bl,— cl,) % 0 giacché in caso contrario una almeno delle 7%, T,
sarebbe a direzioni caratteristiche indeterminate, contro Tipotesi.
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poste, T ¢ una direzione caratieristica della € di 3° tipo semplice per clascuna
delle terne o, (j=1,2,3); inoltre si ha che:

1) nellinvoluzione in cui si corrispondono le rimanenti direzioni di ¢, ¢
7% & unita, si corrispondono anche le rimanents direzions delle o3

2) le rimanenti direzioni di oy, le rimarienti divezioni di 0,5 (04,), le dire-

zioni caratteristiche della T, (T';) st corrispondono in una stessa involuzione.

Lo stesso accade se ©% coincide con Tt o con To.

Se invece & 1) =1 = ¥, allora le rimanenti direzioni delle o,, si corrispon-
dono nell*involuzione in cut & unita t¥ ed o T corrisponde 7.

Se, infine, & 4= 1% = 1% = 7", allora anche " ¢ una direzione caratieristica
di 30 tipo della € semplice per ciascuna delle terne oy, ¢ le direzioni ', T7 sepa-
rano armonicamente la direzione di 10 tipo semplice di 04 € Oy

Sia 1i=12=1%=1 e sia ¢,= mq, Vequazione di tale terna; siano g,=m,q,
o= Moy, G = My, le equazioni delle terne <}, %, 3 rispettivamente. Le
equazioni (3), (4), (5) diventano rispettivamente:

(17) (p - m) {(0‘/30;2'—' 2/32&;2)2)2 +
+ [Bral,(2my + m + m,) + a2, (2my— m — m,) — 2ofel, my] p —

— BPag(mm, + mZ) + a? by, (mm,— m?) + afel,mi} =0,

(18)  (p—m){(efey,— 202 by,) p* + ‘
+ [p® a;2(2m3-— M — My) + o b;2(2m3 +m + my) — 2“50;2'”53]}7 +

+ raj,(mm,— m?) — a2by(mm, + m2) + afe,mi} =0,

(19)  (p—m){oBeyp® + [B* a5y(2ma—m — o) + ot biy(2mmg—m — 1my) —

—2ofici,mlp + frag,(mm, — m}) + o2by, (mm, — ml) + ofcl, m} =0,

e ci0 dimostra che ¢, = mg, ¢ direzione caratteristica della ¥ di 3° tipo sem-
plice per ciascuna delle o,.

Indicando con p e p’ le coordinate proiettive (non omogenee) nei fasci
sovrapposti di centro O, e con i, t:. le direzioni della ¢, diverse da %, lequa-
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3

. . . . . . . L
zione dell’involuzione in cui a f, corrisponde ii ed a t, corrispondente t,, &:

pp’ P+ 1
afel,mi + o« b (mmy —m2) —  2cfel,mg— b, (2my — my —m) — afel,— 2p%al,
— Bral,(mm, -+ m) — Bak,(2my 4 m 4 m,)
afel,mi— a2bl, (mmy—mZ) +  20fcl,my— 2Dk, (2my + m - my) — afel,— 202 b1,
+ BEal,(mm,—m2) — fral,(2my — m — my)

Si verifica subito che 7] (cioé la retta ¢, = m,q,) ¢ unita. Si verifica pure
immediatamente che i, e t;, t, e z;, 7 =15 ¢ 1% si corrispondono in una stessa
involuzione ed anche che ¢, e 7,, %, e t, T=7% e 71 si corrispondono in una
stessa involuzione. Si verifica anche che quanto si & detto vale anche nel caso
in eui 73 coineida con vi(m,=1m,) 0 con 7i(m, = m,). Se &, invece, Ti=12 =7/,
ciog my = my, le (17), (18), (19) diventano:

(20) (p”’m’){(“ﬁc;a"?‘ﬂaa;z)pa +
+ [2(B2aly + bk, — ey m, + (Bral,— obL)m 4 mi)]p —
- (:32 a’éz =+ o béz - “ﬂciz)mi - (/))2 a’;e —ot b;z) mml} =0
21)  (p—m){(aPel,— 202b}) p* +
+ [2(/32&;2 _1{_ ol bglg— Oﬁﬂcgz)/,n!!_ (1320’32— o? b;z)(m _IT_ nzl)]:p -
- (52“;2 + o bgz_ 06/30;'2) 7n§ + (ﬁ2a’;z—' o? b;‘z)mml} =0 ’
(22) (p —m) {‘xﬂcgzpz +[2 (ﬁzaéz_*_ 0‘21);2 - o‘/gc;a)ms— ([32(62;+0€2b;2)(m—}—’)711)]p -

— (Bag, + atby,— afey)my + (B2ag, 4+ atby)mm,} =0,

e Pinvoluzione in cui & unita 2 ed a T corrisponde %' ha equazione:
a

pp’ p+p 1
my 2m, 11=0
MMy M -+ my -1

. . . . - !
ed in tale inveluzione si corrispondono i, e i,.
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Lz 7? =78 = T, clod m, = My = My, le (20), (21), (22) diven-

g 8

Se infine & T
tano:

@3)  (p—m)(p—m)
[(aBes, — 26° a3,)P + (6 g + & Dia— afig,) My -+ (B2 ag,—o* by ml =0,

(24)  (p—m)(p—m)

[(apet,—202by,) p + (B2 al, + o2 by, — afog) Mo — (prad,— otbyp)ml =10,

@5) (p—m)p— m) el + (B2 ah, + o by, — wfic)m] = 0,

N

e cid dimostra che anche T’ ¢ divezione carabteristica della € di 3° tipo sem-
plice per ciascuna terma oy © si verifiea subito che T e 7' separano armonica-
mente le rimanenti direzioni caratteristiche di o1, © Os-

Procedendo in modo analogo nel caso che sia 7i=1%:=7; oppure Ty =

= 7% = 7} resta dimostrato quanto si voleva.

6. — In questo numero determineremo i riferimenti intrinseci della ¥ nel
caso in cui Ti==Th=Th Assumendo come terne ¢, =0, ¢, =10 le terne Th=
=12=15 e 7] rispettivamente, assumendo su 7, gli elementi del sistema di
riferimento rispettivamente corrispondenti di quelli di 7, nella 0, e gli elementi
del sistema di riferimento di 7, rispettivamente corrispondenti di quelli di 7,
nell’omografia inversa della 2, ed infine assumendo come retta x; =0 la retta
di 7, a cui corrispondono gli stessi punti di 7, sia mediante la £, sia mediante
la 2, si impone:

(26) =1, b;1=b12=b§2:b2=0, bi;'—:—‘:)bizml’

1 2

—Cpy T ‘)bgz(ma"‘ Mmy) — (ciz—%_ 021)7"'3 »

avendo indicato la terna 7 con g = M31¢s © 1a terna 73 eon .= M-
Con tale scelta dei sistemi di riferimento, le equazioni della ¥ diventano

2, =0+ %+ 2“12'771 Ty 012601?/2 + (Zaiz - 0;2) Ty + 3]
27 Zy =y + Yo 2m1b§2'y§ + 2b§2y1y2 +

+ [— 2b5,m, + (2b%,— i, — e )mgl@ g + Cia@1 Y2 + %Y1 + 31,
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e le equazioni delle terne gy,, 04, 05, s0n0 date rispettivamente dalle equazioni:

o

(28) 203, 0% + (03 -+ ¢3) p + (203, — &, — c2,)m,— 208,m, = 0,
(29) 2a5,p*— (¢}, + ¢3,— 4b%,) p — (203, — ¢l — cb)my— 20k, my = 0,
(30) 2a3,p* — (€3, + €3) p — (2b3,— ¢%, — ¢%))my + 2b%,m, =0 .

Per individuare completamente i sistemi di riferimento intrinseci, bisogna
ancora fissare le rette unita ed il punto unitd di m, (ad esempio). Assumendo
il punto (1,1,1) sulla retta singolare della trasformazione quadratica oscula-
trice la T, ed avente per punti singolari i punti (1,0,0) e (0,1, 0) si impone:

=—1.

(31) 2dl,

Se t1=1% e 7% ¢ diversa da entrambe, assumendo come terna ¢, = ¢, la
terna 71 si ha:

(32) my—=1.

Restano cosi fissati intrinsecamente i sistemi di riferimento, e le equazioni
della % sono:

B =1 Y1 — L1 + Gileyz— 1+ 0:2)372?/1 + [3]
(33) 2y =By + Yy — 203,95 + 203,919, +
+ [203,(my— 1) — (&%, + o3 ymyle g, + 2wy, + 2 @y, + (3],

e le (28), (29), (30) diventano:

(34) P2+ (63 + €y) p — 203y (my— 1) + (62, - 62 my = 0,
(35) »i— (Oia + 021" 4bf2)19 -+ 2b§§(m3 +1)— (032 -+ c;)"ns =0,
(36) P2— (03, + ¢3y) p + 203, (my— 1) — (¢ + &) my =0 .

Se poi & 7% =% (7), le equazioni canoniche di ¥ e le equazioni che danno
le terne o, si ottengono dalle precedenti sostituendo m, = 0.

(") Nel caso in cui sia, invece, v; = 135% 7% si procede nello stesso modo, scam-
biando 7} con 2.
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Se invece fosse 71==13 %1%, le equazioni canoniche della % si ottengono
dalle precedenti ponendo m; = 1.
Se infine ¢ 7} ==15=15, si ha:

(37) My = My =0
e, per le (31) e (37), le equazioni di ¥ diventano:

2 =y + Y — By @y + 00 Yy — (L 4 el) oy + [3]
(38) ‘
2=y + Yo + 205,91, + CHE1 s + c5y T2y + [3] .

La trasformazione quadratica osculatrice la T, ed avente su sz, per punti
singolari i punti (1, 0, 0), (0,1, 0) ha equazioni:

21 = Y1, 2y = Yo + 205,51 92

e la sua refta singolare su =, & la retta 20,4, -1 =0; a tale retta corri-
sponde su 7, mediante @ la vetta di equazione 20%,x,41 = 0; assumendo su
tale retta il punto (1,1, 1), si impone:

(39) 203, =—1;
posto ¢}, = ¢, ¢}, =¢,, ¢}, = c—¢,, le equazioni canoniche della % sono:

2 = Ty - Y1~ L1 %5 -+ 013?1?/27-(1 + 1)@, y: + [3]
(40)
By = Ty + Yo Y1 ¥ + CB1Y2 + (€ — C) Ty + [3],

e le terne ¢, 0., 0s, S0no date rispettivamente dalle equazioni:
(41) p(p+e)=0, plp—c—2)=0, p(p—0o)=0.

7. — Supponiamo che sia ti=1t=tt=1 (i,h, k=1,2,3 fissati i#h,
ik, h=k) e che g, =mg, sia P'equazione di tale terna; siano invece ¢, =
= m,;q, le equazioni delle terne v} (j =1, 2, 3). Dimostreremo che

nelle ipotesi poste, la direzione © per O, € caralteristica per € di 3°tipo

semplice per ciascuna delle terne o;, ¢ le rimanenti dirveziont delle terne Giqy G

si corrispondono in una involuzione in cui é unita la direzione 15, (j, r,p =1, 2, 3,

fissati j==7r, j5%p, r#p). Se poi & anche 5= 1% allora le direzioni caratieri-

stiche di 10 tipo semplici delle terne oy si corrispondono nell’involuzione in cui
‘ ,

sono unite vi=1" e T%.
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Per le ipotesi poste, le equazioni (3), (4), (5) diventano, rispettivamente
(42) (p — m){(xfej,— 2% aly) p>—
— 2[o? by My — 2 ag,my — (a2 bly + B2 al, — afol,)my]p +
+ atbg,my — fRaz, m:— (o*bl, + fral,— afey,)mit =0,
43)  (p—m){(xfey, + 202 b)) p* +
+ 2[e? by, my — B ag, m, + (o2 bL, + Bral, — afel,) my] —

— a?by,my + Brag,my — (b}, + fraj,— afck)ymi} = 0,

(44) (_p - 7n){“ﬂc;2p2__2[“2 b;zml + ﬂza’;gmﬁ_ (“27);2 + 62‘1/;2__. “ﬂcgz)/’na:}fp +

+ “zb‘:z'm’i + ﬂzaz}zmg* (“2b;2 + /92“;2_— “ﬁcéz)mg} =0

e cid dimostra che 7 & direzione caratteristica della @ di 3° tipo semplice per
ciascuna delle o;,. Indicando con t,, t:. le rimanenti direzioni per 0, delle o,
si verifica subito che nell’involuzione in cui a ¢, corrisponde t; ed a t, corri-
sponde ¢,, & unita la direzione 7*.

Se poi si suppone 7)== " allora le i,, t: risultano separate armonicamente
da 7% e da 7;=1" (anche questo fatto si verifica immediatamente) (8).

8. — Indicando con Z) e 2 rispettivamente le proiettivitd caratteristiche
subordinate dalla 7', fra le direzioni caratteristiche doppie e semplici, rispet-
tivamente, sia 2, la omografia tra i piani 7, e 7, che subordina tali proiettivita.

Assumiamo come terne ¢, =0, ¢, — 0 rispettivamente le terne = =1l=
=17%=1} e 7. Assumiamo gli elementi del sistema di riferimento del piano =,
rispettivamente corrispondenti di quelli di 7, nella 2, e gli elementi del sistema,
di riferimento su 7, rispettivamente corrispondenti di quelli di z; nell’omo-
grafia inversa della £0,.

(%) Nel caso che fosse anche vf= =1k, ved.:

C. TiNaGL1A, Alcune osservazioni sulle trasformazioni puntuali fra tre piani proiet-
ftvi, Boll. Un. Mat. Ital. (4) 6 (1972), 248-255.

C. TinacL1A, Determinazione dei riferimenti proiettivi intrinseci in una trasformazione
puntuale fra tre piani proietiivi a direzioni caratteristiche tutte di terzo tipo, Boll. Un.
Mat. Ital. (4) 7 (1973), 56-66.
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Per le ipotesi poste e per la scelta fatta dei sistemi di riferimento, si impone:

B =1, b, =b%=0, b, =—2b%,m,, b2 = —2bim?, 20%, = 2b1,m,

1 1 . a2 2 1 o 1 (y 1,1 i 2 1 1
=0, ¢, = ¢}, + ¢i;— dmy by, + 2(2ag, + 203, -+ G — Cpp— Cy) Mg

2 1 1 2 1 1 2 < 271
L o2, = (2a;, + 203, -+ Coy— Oy — Cp) M3 — 2miby, .
Le equazioni della £, sono:

— Ty = Tg

Yy = —————— Y == e
Y awy, + 2,2+ 17 Y amy + 2wy + 1’

avendo posto:
W2 2 y A 1 2 1 1
(46) a = 2, + i, —2m, b}, -+ (243, + 23, + Co— €3, C5y) My .

Ai punti della retta az, + bz, — 2 = 0 corrispondono sia mediante la 02 sia
mediante la Q, gli stessi punti di z, e tale retta resta dunque individuata intrin-
secamente. Assumendo tale retta come retta wx, = 0, si ha:

(47) a=0, &, =0.

Per individuare completamente i sistemi di riferimento intrinseci, basta
figsare intrinsecamente la retta z, =1 e la retta x,= 2, (ad esempio).

La trasformazione quadratica osculatrice la T, ed avente per punti singo-
lari i punti (1, 0, 0), (0,1, 0), ha equazioni:

1o
By =@y 205, &1 Xs 8y = Xy

e la sua retta singolare su =, ha equazione 2a§2m2 -+ 1=0. Assumendo tale
retta come retta a,=1, si ha:

(48) 2al, =—1.
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Per le (9), (10), (11), (12), le equazioni (2) della ¥ diventano:

-

P 1,2 1,
By == By + Yy — BTy — 2my b,y -+ 20,11 Ys +

-+ [(21);2"" 0}2"‘ 0;1'— 1)m3— =My bia]wlyl -+ 01125171-7/2 + cglx‘&yl + [3]

49) { z=w yz”zmib;g:’/i + 2m, bizi’/l?/z -+

1

+ [(Obl 2—— Cor— l)m — 2m] bm.] T1Yy -+ clg‘rlyz i

+ [2m, b3, — ¢}, — (20}, — ¢}, — L, — 1)m,] 2y, + [3].

Le terne o4, 0u) 03y {¢2= pq,) di direzioni caratteristiche della % per O,

saranno date, rispettivamente, dalle equazioni:

(50) (6l + €} +2)p2—2 [2m, b, — (26}, — &L, — ¢L,— 1) my]p —
- (21)112— ciz )m + “mlb]{z 0 ’

(51

) ((’1 + 021_ 4b;‘2)p2 -+ 2[2m, biz - (21)12_ 012_ 031‘“ 1)m3]p -

12

1 1 1 1
— (20— 03— € — 1) my—2mibl, =0,

2) (¢l + o) pE— 22m by — (20— el — ¢l — 1) my]p —

1 1 1 2 2751
—(2b,— e — ey — 1)m; + 2m2bL, = 0.

12

Poiché almeno una delle terne 73, 73 & distinta dalla ©2 (°), per individuare

completamente i riferimenti intrinseci della % bastera fissare come terna ¢, = ¢,
una di esse.

9. — Consideriamo ora il caso in cui ti=1"=17 =7 e dimostriamo che:
nelle ipotesi poste, la direzione ¥ ¢ caratteristica di 3° tipo semplice per

ciascuna delle o;, ¢ le direzioni caratteristiche di 19 tipo delle 6,4, Ouy, € quelle
della T si corrispondono in una stessa involuzione e nell’involuzione in cui si
corrispondono le direzioni @i 1° tipo della o4, ¢ della oy, & unita la 7).

Lo stesso accade se T, =1* oppure T = 1%. Se invece ¢ anche Th =1} allora

le direzioni di 1° tipo delle o, si corrispondono nell’involuzione in cui & unita
Ti=14 ¢ si corrispondono le T* ¢ %,

(°) Cid & vero in quanto abbiamo eseluso il caso i = 7%= 1.
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Sia ti=1%? =15 e sia ¢, = mg, Pequazione di tale terna; sia inoltre ¢, =
=m,q, Pequazione della 7%, g,= m.q; quella della 7}, g, = m, ¢, quella della 5.
Le equazioni (3), (4), (5) diventano, rispettivamente:

(33)  (p—m){(afel,—2B2c;,) p* +
+ [(e2 b}, + B2ag, — afict,)(m + m;y) — 22 bl my + 2B2a, my]p —
— (o2}, + B2ag,— afel,) mmg + a?bl, mi — 3 ag, mz} =0,

(54)  (p —m){(xPej—202b3) p* +
+ [(e2b}, + pral, — afcr,)(m + mg) + 2020}, my— 2% az, m*]p —

— (062[];2 + /3?'0/22_‘ “ﬁcéz) Mg — o b;z’m’i + ﬁza’;'ﬂmg} =0,

(65)  (p—m){afeyp +
—+ {‘xzb;e -+ ﬁgagz—" “ﬁcéz)('m’ - m3) - Z“szizml”" 2/32“;2777'2]1’ -

— (@2bl, + fral,— afel,) mm, + oa2bl,m? + Bral,mi} = 0.

Cid dimostra che T & caratteristica di 3° tipo semplice per ciascuna delle oy,
e si verifica subito quanto & stato enunciato. Procedendo in modo analogo nel
caso che sia 71 =713 =1% oppure 7;=12= <3, si dimostra lasserto.

10. — In questo numero ci proponiamo di trovare le equazioni canoniche
della % nel caso che sia 7 = 1% = 7%. Assumendo come terna ¢, == 0 tale terna,
come terna ¢, =0 la terna 73, gli elementi del sistema di riferimento su
rispettivamente corrispondenti di quelli di s, nella ., gli elementi del sistema
di riferimento su 7, rispettivamente corrispondenti di quelli 7; nell’omografia
inversa della £,, come retta x, = 0 la retta di m; cui, sia mediante la 2 che
mediante la £, corrispondono gli stessi punti di 7,, come retta z, =1 la retta
singolare su s; della trasformazione quadratica osculatrice la 7, avente come
punti singolari i punti (1,0, 0), (0,1,0) di tale piano, si impone:
=

1
= a’z‘l

(56) o
227 022:—— 0, 0}1 = mS(Ciz -+ 0;1 + 1), oilz - (0;2 + 0;1+ 1)m§ — 2m, b:z

2 1 1 2 2
Loe2 = (¢, + i +1)ms 4 20, — ¢y, .
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Per le (20), le equazioni della ¥ diventano:
B 7= Ty A Y1 — By Ty — Mmy(er, + €2+ Doy y, -+ L@ Ys + €Ty Yy + [3]
(67) o = @y + Yo — 20my b, Yy + 202, 7, Y, — [mz(cl, + ¢, + 1) + 2m, b3l yy -+
+ Gata Yo + [mglef, + &, + 1) — 20%, — 2, ]a,y, + [3],
e le terne oy,, 0., 0, sono date rispettivamente dalle equazioni:
(58)  (ehp -+ ey + 2)p2— [2mg(cl, + ¢, + 1) + 202,]p -
+ mi(er, + ¢k, + 1) 4 2m, b, =0,
(59)  (ep + ) p2— [2ms(c], + ¢}, + 1) — 202,]p +
+mileq, + o3 + 1) —2my b3,1=0,
(60) (e, + €5 p2— [2malcq, + €5, + 1) -+ 202,]p +
+ mi(e, + ¢y + 1) + 2my 0%, = 0 .

Per fissare completamente i sistemi di riferimento intrinseci, basters assu-
mere come terna ¢, = ¢, una delle due terne 7% o 75

Summary.

We study some properties of the points correspondences among three projective planes
that subordinate among the couples of such planes poinis correspondences of second ind.
Particulorly we study the case here characteristic double directions are coincident and we
determine their intrinsic references.
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