Riv. Mat. Univ. Parma (3) & (1974), 319-334

TRANCESCO SPERANZA (%)

Grafi euleriani o hamiltoniani

il cui gruppo degli automorfismi s’annulla. (*¥*)

Ad AxtoNio MaAMBRIANI per il suo 75° compleanno

1. — Sono stati ampiamente studiati i problemi relativi alla determinazione
di grafi soddisfacenti condizioni prefissate: gruppo degli antomorfismi isomorfo
a un gruppo dato, numero cromatico assegnato, eccetera (31, [4], [3],[9], e altri
lavori). Questo lavoro si colloca in tale ambito, interessandosi principalmente
delle condizioni simultanee:

) il grado sia euleriano e/o hamiltoniano,

b) il gruppo degli automorfismi consista del solo elemento neutro.

Pil particolarmente, ci interesseremo alla determinazione dei valori minimi
che possono avere le varie caratteristiche numeriche relative a un grafo sod-
distacente le condizioni a), b), e del valore minimo d’una caratteristica per i
grafi per i quali un altro carattere numerico ha valore minimo. Ci limitiamo
qui & segnalare i risultati seguenti:

per i grafi hamiltoniani privi d’automorfismi non identiei, il minimo
numero di vertici & 6, quello degli spigoli 8, il minimo rango & 3, il minimo
numero cromatico 2,

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd di Parma, 43100 Parma, Italia.
(**) Lavoro cseguito nell’ambito dell’attivitd del G.N.S.A.G.A. del C.N.R. - Rice-
vuto: 9-XI-1972.
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per i grafi euleriani privi d’automorfismi non identici, il minimo numero
di vertici ¢ 8, quello degli spigoli & 12, il rango minimo & 4, il numero cromatico
minimo ¢ 2,

Per i vari casi esaminati si costruiscono modelli di grafi che realizzano i
minimi indicati.

Si studia poi il problema della determinazione di grafi euleriani e/o hamil-
toniani privi d’automorfismi non identici per i quali un determinato carattere
numerico assume un valore fissato.

Alcuni dei risultati qui dimostrati sono stati preannunciati in [11].

2. — I grafl considerati in questo lavoro sono grafi non orientati. Se ¥ &
Vinsieme dei vertici e S & Pinsieme degli spigoli, il grafo si indicherdy anche
con G(V,8): pit esattamente, il grafo si potra indicare con G(V, S, F), dove
F & 'applicazione di S nell’insieme delle coppie non ordinate di elementi di V ,
che a ogni spigolo associa la coppia del suol vertici, Indicheremo con o il
numero dei vertici d’un grafo, con s quello degli spigoli, con % il numero cro-
matico, con » il rango (numero ciclomatico).

Un isomorfismo del grafo G(V, 8, F) nel grafo ¢'(V',§', F') & una biie-
zione ¢ di VURS in V'U S’ tale che p(V)=TV' e inoltre, per ogni ze S,

P(F (@) = F'{p(=)) ,

essendo ¢ lestensione di ¢ all’insieme delle coppie non ordinate d’elementi
di V. Se G' & privo di spigoli in parallelo, ¢ & noto quando lo sia la sua restri-
zione a V, e Pomomorfismo sara assegnato indicando tale restrizione. Un auto-
morfismo d’un grafo ¢ un omomorfismo biiettivo (cioé un isomorfismo) del
grafo su se stesso (*). Gli automorfismi d’un grafo formano un gruppo: se
questo si riduce all’elemento neutro si dird che esso s’annulla. Diremo poi
grafo I un grafo euleriano, grafo H un grafo hamiltoniano.

Ricordiamo che un percorso semplicemente (doppiamente) infinito & un’appli-
cazione f di IV (rvispettivamente di Z) in V U §, tale che f(2n -+ 1) sia uno
spigolo di estremi f(2n) e f(2n - 2). Un percorso si dice eulerianc se ogni spi-
golo & immagine d’uno e un solo numero, kamiltoniano se ogni vertice ¢ imma-
gine d’uno e un solo numero. Diremo grafo B, [Z,] un grafo dotato d’un per-
corso euleriano semplicemente [rispettivamente doppiamente] infinito, grafo H,
[H.] un grafo dotato d’un percorso hamiltoniano semplicemente [doppiamente]

(') Data la sequenza finita I = (a;, ay, ..., @y, Gx; by, b, ..., by, by; ...), indiche-
TEMO €01 P(Gy, @y, «vv, y; by, by, ooiy by5..0) la bilezione di I in sé che porta a, in a,
@y N @y, ooy Gy i @y, @y I @y, by in by, eccetera. Se k & dispari (in particolare se
k=1), v’6 un a,; che p lascia fisso.



[3] GRAFI EULERIANI O HMAMILTONIANI ... 321

infinito. In altri termini, un grafo & B, [%,] se v’¢ una biiezione ¢ di IV [Z] in §
tale che g(x) e g(w-+ 1) abbiano un estremo comune, mentre & H, [H,] se v'é
una biiezione & di N [Z] in V tale che h(z) e h(z+ 1) siano adiacenti.

Per quanto rignarda la determinazione di grafi il cui gruppo degli automor-
fismi si annulla, osserviamo che se un grafo ha spigoli in parallelo esso ha cer-
tamente automorfismi non identici (almeno quello che scambia due spigoli in
parallelo). Si osservi pure che se due vertici si corrispondono in un automor-
fismo, essi debbono avere entrambi, o non avere né I'uno né Paltro, lacei:
quindi se si ammettono grafi con lacci il problema ha soluzioni banali, come
quella offerta dal grafo della figura 1. Pure banale & la soluzione fornita dal

Q___&

Figura 1

grafo che consiste d’un solo vertice. Ci limiteremo quindi a considerare grafi
privi di lacei e che non si riducano a un solo vertice: anzi, per quanto visto
sopra prenderemo in esame solo grafi semplici. Per tale motivo, diremo grafo M
un grafo privo d’automorfismi non identici, semplice e non formato da un solo
vertice.

Si pone poi il problema seguente: fissate certe proprietd & relatwe a un
grafo, e una caratteristica numerica z, trovare il minimo valore mo di ¢ per
un grafo che soddisfa la proprietd &. Problemi di tal genere si possono poi
combinare, considerando due caratteristiche #, y e determinando il mmlmo 1 f
di y per i grafi soddisfacenti & e tali che « sia minimo: ovviamente yZ >1 yZ.
Si cercheranno pure i grafi che realizzano tali valori minimi.

Pill generalmente, si potrd richiedere di costruire modelli di grafi soddi-
sfacenti & e tali che i caratteri fissati abbiano valori dati. Per procedere pil
sistematicamente, si daranno di solito successioni di grafi, tutti soddisfacenti &,
o tale che un carattere vari, mentre altri restano costanti, a partire dal valore
minimo. Facendo variare un altro carattere, si otterra una successione di sue-
cessioni, e cosl via.

3. — Se la proprietd £ consiste nell’essere un grafo 9, il minimo valore vf,m
diveéé,ede raggmnto dai grafi della figura 2 [10].

11 valore minimo s2* di s & parimenti 6, ed & realizzato dal gmfo G, einoltre
da grafi non connessi e da un albero.

Teorema 1. Perun grafo H, M il minimo numero di vertici ¢ 6, il minimo
numero di spigoli é 8, 4l minimo rango & 3: questi minimi sono raggiunti dal

21
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G, G,
G s &
G, G,
G; G’

TFigura 2
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grafo Gv;: Il minimo wvalore del numero cromatico é 2, e il minimo valore del
genere é 0. : )

Il minimo valore d’un carattere per i grafi H, 9 non pud superare il mi-
nimo per un grafo M. Ebbene G; ¢ un grafo H, e in esso v raggiunge il suo
minimo per i grafi 9t: dungque il minimo vf,”"m & proprio 6. '
~ In quanto al numero degli spigoli, un grafo 9t ne ha almeno 6: un grafo H
& connesso e non & un albero, quindi per esso v<s. Per trovare i grafi H, N

gono percio da esaminare i seguenti casi:
v=g=6: fra i grafi SN si ha il grafo G,, che perd non ¢ un grafo H,
v==6, s=7: fra 1 grafi M si hanno G,, G;, G, che non sono grafi H,

v=gs=7T:in tal caso il grafo ¢ H se e solo se & un « ¢iclo» di 7 vertici
e 7 spigoli, e in tal caso non & k. ' ‘

Quindi per i grafi H, M s> 8, e il valore minimo, ciod 8, & raggiunto da G;.
Infine, proviamo che per un grafo H, 9% si ha r>3. Infatti si deve avere

r>1, affinché il grafo sia hamiltoniano. Se » =1, il grafo & un grafo H se e

golo se & un ciclo, e quindi non & M. Se r =2, un grafo H consiste di due cicli

Figura 3

gy Gy oo Ope g U voe Qo Qg e 79/ 00 P / Y PR Y

(abbiamo indicato i soli vertici: pud eventualmente essere a, = a,). Allora v’é
Pautomorfismo (g, @y, ---; Gr_zy @5 @rpry vy Gnj byy.ovy by). Pereid >3, etale
valore & raggiunto da G,.

Si osservi poi che il grafo G, della figura 3 ha tutti i eircuiti di lunghezza
pari, e quindi, per. il teorema di KONig, ha numero cromatico 2, ed ¢ un
grafo H, M: il vertice g & il solo di grado 4 e quindi ¢ unito in un eventuale
automorfismo; b e j hanno grado 3, ma il primo si trova su un circuito mini-
male — tale cioé che due suoi vertici non congecutivi non siano adiacenti —
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di Junghezza 6, mentre cid non accade per j: quindi essi sono uniti in un even-
tuale automorfismo; e cosl via si prova che un automorfismo lascia fissi tutti
gli elementi.

Osserviamo infine che tutti i grafi considerati sono planari, e quindi di ge-
nere 0: percid tale ¢ il minimo valore del genere g per un grafo H , P, (e.v.d)

. . ’ . . . P . .
Si noti che G, realizza contemporaneamente i valori minimi di Vy Sy gy Ty ©
quindi

zam &M
=, H

v 2 __ &M M __  BM
] b

8T =80T, Yo' =10

Invece non ¢’¢ un grafo H, 9 che realizzi contemporaneamente i minimi di
edik (odisedi 7c) per i grafi H, M. Pit esattamente, mentre k> ! 2,
vp M= 6, s2M =g 5M = 3 abbiamo

5T = kf” =3 (i1 grafo G, ha numero cromatico 3).

4. — Studiamo ora i valori minimi per i vari caratteri nei grafi E, Mt

Teorema 2. Per un grafo H, MM il valore minimo di r & 4.

Dimostrando il Teorema 1, si & provato che un grafo 9 privo di spigoli
separatori non pud avere numero ciclomatico 1 o 2. Proviamo ora che r&m
non pud essere 3.

Sia G un grafo B, 9. Togliamo a G uno spigolo s,: se nel grafo residuo vi
sono spigoli separatori che in G sono adiacenti a s,, togliamo anche questi,
& proseguiamo in questo modo finché resta un grafo G’ con soli spigoli di cir-
cuito (s’intende che vanno tolti anche i vertici che via via restassero isolati).
G' e G-G' hanno in comune due vertici a, b: se ne avessero pilt di due, vi sarebbe
un grafo, composto da soli splgoh di circuito, intermedio (per linclusione) fra
G e G, e quindi 'operazione descritta sarebbe finita prima; se G’ e G-G' avessero
in comune solo un vertice a, detti z,,...,#, gli altri vertici di G-G', questo
avrebbe Pautomorfismo p(w,, ..., %,; @), e quindi anche G avrebbe automorfismi
non identiei.

In @, a ¢ b hanno grado pari, e quindi in G essi hanno grado dispari. Se G
avesse rango 3, G' sarebbe di rango 2, e quindi sarebbe formato necessaria-
mente da due cicli passanti entrambi per ¢ e per b: siano

Yy ... Y b2y ... 2,0 e oty ... t.b2, ... 2,4 .

Allora G avrebbe I'automorfismo p(y,, ..., ¥a; 21, cees @y iy eeny g -o). Per un
grafo H, I & dunque r>4.
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Osserviamo ora che se un grafo ¥ ha v, vertici di grado 2§, essendo
20, 4+ 4v, + 60, ... =28,

abbiamo

r=8—v4+1l=0v,4+20,+30,4+ ... — (v, + v,-Fv,+..)+1=
=1+ 0,4+ 20;+ 3v, -4 ... .

Si ha quindi j<r. Per r =4, abbiamo le possibilith seguenti:
Vy=1, 0, =0,=0; 0,=0,0,=09=1; ov,=0,=0,v,=3.

Nel primo caso, vi sono cicli composti da vertici di grado 2 (meno uno) e quindi
si hanno automorfismi non identici. Nel secondo caso, il vertice a di grado 6
e il vertice b di grado 4 possono essere congiunti da due o da quattro percorsi
elementari, ma resta almeno un ciclo per ¢ composto da vertici di grado 2,
e quindi si hanno automorfismi non identici. Nel terzo caso, pud accadere che
due vertici di grado 4 non siano raggiungibili Puno dall’altro senza passare
per il terzo (fig. 4 (2)): allora per essi passano cicli composti di vertici di grado 2
(¢ quindi vi sono automorfismi); oppure i vertici di grado 4 sono reciproca-
mente raggiungibili in modo diretto (vedere fig. 5 (%)), e in tal caso si possono
avere grafi M. Quello che ha il minimo numero di vertici (e anche di spigoli)
& il grafo G, rappresentato dalla figura 6. Con un numero minore di vertiei

PR
,’ /N N
AN
/r ~ //,--—\\ /’/ ~ o {f~\\ { p \\ '] Py
L ¥ >\\ ] A ¢
g \N-__.—’/ Se—-T N S /P
\\_—-/
Figura 4 Figura 5 Figura 6

si hanno senz’altro automorfismi non identici: invece in questo un automor-
fismo laseia fisso ogni vertice, e gli altri grafi ¥, M tali che r = 4 si ottengono

(?) In queste figure, una linea atratteggiata indica un cammino elementare di lun-
ghezza non meglio precisata.
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da questo. con opportune « espansioni» dei suoi spigoli (cioé sostituendo a uno
spigolo di estremi «,y due spigoli di estremi z,z e 2, ¥, essendo 2z un nuovo
vertice). (c.v.d.)

Si osservi che fra i grafi che si possono cosi ottenere ve ne sono aleuni con
k=2, quindi

B, 4
- b

Vi B _ 9

r

2,M

B,
, st =12 EP =2

v ’

Teorema 3. Il minimo numero di vertici per un grafo I, M é 8, il minimo
numero di spigoli ¢ 12, il minimo di k & 2 e il minimo valore del genere é 0.

Osservando i grafi 9t con un numero minimo (6) di vertici, si constata che
nessuno di essi ¢ euleriano. Proviamo ora che non vi sono grafi E, 9t con 7
vertici.

Sia dato un grafo euleriano ¢ con un numero dispari di vertici: il suo com-
plementare G (rispetto al grafo completo semplice) ha anch’esso i gradi pari,
e quindi ¢ euleriano, oppure non ¢ connesso ma i suoi componenti connessi
sono euleriani. Inoltre se un grafo ¢ M, anche il suo complementare lo & [10].

Un grafo completo semplice con 7 vertici ha 21 spigoli, quindi il comple-
mentare d’un grafo con 7 vertici e s spigoli ha 21-s spigoli. I grafi con 7 vertici
si possono ripartire in coppie di grafi complementari. Possiamo escludere subito
le coppie nelle quali uno dei grafi ha meno di 6 spigoli, perché in tal caso esso
ha automorfismi non identici, e quindi anche il complementare ne ha. Possiamo
pure trascurare le coppie nelle quali un grafo ha 6 spigoli, perché se & connesso
esso & un albero e quindi non ¢ euleriano, e se non ¢ connesso ha automorfismi
non identici: quindi anche il complementare non & B, M.

Anche i grafi (con 7 vertici e) 7 o 14, oppure 8 o 13, oppure 9 o 12 spigoli
non possono essere X, 9. Sia infatti ¢ quello che ha il minor numero di spi-
goli. Se & connesso, il suo rango vale rispettivamente 1 oppure 2 oppure 3, e
quindi, per il Teorema 2, non. pud essere K, Nt. Se G non & connesso, pud acca-
dere che i suoi componen@ti‘.-éonnessi; abbiano tutti meno di 6 vertici, e allora
présentano antomorfismi non identici; oppure v’é un componente con 6 vertici,
ma se esso & privo d’automorfismi non ¢ euleriano. Quindi anche @, e di con-
seguenza @, non pud essere H, M.

Restano da esaminare i grafi (con 7 vertici ) 10 o 11 spigoli: basta esami-
nare quelli con 10 spigoli. Possiamo escludere quelli non connessi, poiché (ana-
logamente a quanto s’¢ appena visto) essi avrebbero automorfismi non identici.
Ma un grafo connesso con » =7 e s =10 ha rango 4: e, in base al Teorema 2,
un grafo B, M di rango 4 ha almeno 9 vertici. Si possono escludere i grafi che
si hanno per v =17, s =11, perché¢ complementari d’un grafo con s =7 , § =10,
Si pud quindi escludere che vi siano grafi B, I con 7 vertici.
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Invece il grafo della figura 7 & evidentemente euleriano e ha 8 vertiei.
Inoltre esso non ha automorfismi non identiei, poiché dei vertici di grado 4
solo e e g sono adiacenti a un solo vertice di grado 2, e se un automorfismo &
portasse ¢ in g, si avrebbe £(d) =k, ma allora £(a), dovendo essere adiacente

a b c
h
=
d e i
Figura 7

a h, non avrebbe grado 2. Allora g, ¢, b, d sono uniti in £, e quindi & unito
anche f, che ¢ il solo vertice adiacente ai primi tre. Allora pure b & unito, poiché
& il solo vertice di grado 4 non ancora considerato, e sono pure uniti a e ¢, in
quanto adiacenti a b e d, e rispettivamente a b e f.

11 grafo individuato & dungue un grafo 9. Come G, esso & anche un
grafo H e realizza il minimo numero di spigoli per 1 grafi B, M. Infatti, tenendo
presente che s =1+ v~—1, per < 4 non si hanno grafi &, M,

per r=4 si ha v>9, quindi s>12 (cfr. il Teorema 2},
per =5 si & visto che »>8, quindi s>12 (efr. pilt sopra),
per r>6, essendo v>8, & §>13.

Infine il grafo della figura 8 ha tutti i circuiti di lunghezza pari, e quindi

Figura 8.

ha numero cromatico 2: si constata subito che esso & euleriano, e infine che
il solo automorfismo ¢ 'identita.

Si noti poi che questo grafo & planare, e quindi il valore minimo del genere
& 0. (c.v.d.)
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In conclusione,

rEM =5 PP =g 0BT = PN =g sEBM o BM 19 gccetera .

5. — Veniamo ora alla costruzione di grafi H, 9t o B, M per i quali un certo
carattere numerico ha un valore fissato. Come s’¢ gia detto, costruiremo (a par-
tire da un grafo che realizza il minimo di tale carattere) una successione di
grafl, per realizzare la quale useremo sovente espansioni di spigoli, vale a dire,
a uno spigolo di estremi a, b (o, come potremo dire, trattandosi di grafi sem-
plici, allo spigolo {a, b}) sostituiremo gli spigoli {a, ¢}, {¢, b} (¢ & un nuovo ver-
tice) (°). La contrazione consistera invece nel sostituire agli spigoli {a, ¢}, {¢, b}
(non ¢’¢ {a, b} e ¢ & di grado 2), il nuovo spigolo {a, b}: il vertice ¢ viene eli-
minato. ‘

1. Per espansione o contrazione, un grafo E si trasforma in un grafo E.
Infatti a, b conservano i loro gradi, mentre un vertice introdotto per espan-
sione ha grado 2. Anzi un ciclo euleriano si « trasforma » in un ciclo euleriano.

2. Per contrazione, un grafo H si trasforma in un grafo H, mentre espan-
dendo uno spigolo dun ciclo hamiltoniano si ha un ciclo hamiltoniano, e quindi
un grafo H.

Se {a, ¢}, {c, b} vengono contratti in {a, b}, un eventuale ciclo hamiltoniano
deve contenere nell’ordine a, ¢, b e nel nuovo grafo si potrd realizzare un ciclo
passante per a e per b. Analogamente se {a, b} & contenuto in un cielo hamil-
toniano e si esegue 'espansione da {a, b} ad {a, ¢} e {c¢, b}; se invece {a, b} non
fa parte del ciclo hamiltoniano, nel grafo espanso si ha un ciclo non hamilto-
niano poich¢ non toceca c.

3. Per espansione o per contrazione, il rango resta invariato. Infatti aumen-
tano o diminuiscono di 1 tanto » quanto s.

Per espansione, da un grafo di numero cromatico k > 2 se ne ottiene uno di
numero cromatico k o k—1. Da uno di numero cromatico 2, se si espande uno
spigolo di circuito se me ottiene uno di numero cromatico 2, e se si espande uno
spigolo di separazione se ne ottiene uno di numero eromatico 3.

Se nel grafo originario % >3, si dia a ¢ un colore che non sia né quello di
né quello di b: pud accadere poi che ad a e b si possa dare lo stesso colore (cid
accade ad esempio se nel grafo originario si espande uno spigolo del ciclo di

(3) Dora in poi, quando diciamo che a un grafo « aggiungiamo gli spigoli... » inten-
diamo che si aggiungono anche gli estremi di questi spigoli che non figurano gia fra i
vertici del grafo.
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lunghezza dispari, se questo & unico): dunque k resta invariato o diminuisce
di 1. Invece, se k = 2 'espansione d’uno spigolo di circuito introduce un ciclo
di lunghezza dispari, e per ¢ occorre un nuovo colore; se invece si espande uno
spigolo di separazione, non si altera la lunghezza dei cicli e quindi il numero
cromatico resta 2.

Viceversa, per contrazione un grafo di numero cromatico k>4 si trasforma
in uno di numero cromatico k¥ o k-F1; uno di numero cromatico 3 si tra-
sforma in uno di numero cromatico 2, o 3, o 4; uno di numero cromatico 2
8i trasforma in uno di numero cromatico 2 o 3.

Per espansione o contrazione, il genere resta invariato.

Come grafi H, Mt per ogni v (>6), possiamo prendere quelli della succes-
sione rappresentata nella figura 9. Tale successione d& pure grafi H, It per

Figura 9

ogni s (>8). Nella figura 10 ¢ invece rappresentata una successione di grafi
B, H, M per ogni v (>8); essa da anche grafi B, H, M per ogni s (>12). La
figura 11 rappresenta grafi H, M per ogni r>3, e la figura 12 grafi B, M per

Figura 10

ogni r>4. Lasciamo al lettore la verifica del fatto che il gruppo degli auto-
morfismi s’annulla.

Un grafo H, M di numero cromatico 2 & gia stato costruito (G,: cfr. n. 3).
Per avere grafi H, M di dato numero cromatico k>3, prendiamo un insieme
V ={ay, @y, ..., 0z}, & costruiamo il grafo semplice e completo V avente per
vertici gli a; e per spigoli le coppie non ordinate di elementi distinti di V.
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A

Figura 11 Figura 12
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Aggiungiamo a V i nuovi spigoli o

(1) {as, bi,1}7 {bj,p ba‘,2}5 ) {bi,i—lr bi,j}i {bi!i1 0!:'+1} (Jj=1, ey k—1).

Nel grafo G(”;) cosi ottenuto il ciclo @,byy@sbs; bysdy ... azay & hamiltoniano. Poiche
by, ¢ il solo vertice di grado 2 adiacente a due vertici di grado superiore, &
unito in ogni automorfismo; by; € by, SONO adiacenti fra loro e a un «; ciascuno,
ma hanno « distanze » diverse da by,, e quindi sono uniti, e cosl via. a, & unito
perche ¢ il solo vertiée adiacente sia a by, sia a by, e cosi proseguendo si prova
che il grafo non ha automorfismi oltre I'identitd. Infine nel grafo i gradi non
superano k-~ 1, e quindi il numero cromatico non supera & ([2], p. 325), ed &
proprio k perchd un suo sottografo & il grafo completo V

Per k=3 si ottiene il grafo G,.

Risolvono il medesimo problema anche i grafi G?‘,)* che si ottengono aggiun-
gendo a ¥ gli spigoli (1), per j=1,...,%k (*) (per k=3 si ottiene il grafo G).
Essi hanno pit vertici dei grafi dell'altra successione, ma per I; dispari sono
anche euleriani, poiché i loro vertici hanno grado 2 o k—+ 1. Invece, per avere
una successione di grafi 7, 9 di numero cromatico & (k pari), basta aggiungere
a 7 gli spigoli (1), per j=1,..., k, e inoltre i nuovi spigoli

{a‘zhy ch}y {Chy a2h+1} (h’ = ]7 et 7"/2) (4) .
Tali grafi non sono hamiltoniani, ma sono euleriani, poicheé i vertiei hanno

grado 2 o k- 2.

6. — In questo numero ci occupiamo dei grafi H,;, M ed E,, M. La cardi-
nalitay, di V e quella di S sono allora $,[8].
Un grafo B,, H,, M & quello che ha per vertici a,, @, ... @ per spigoli

{ay, as}, {@a, 5}y ... .

Invece un grafo H,, H,, M & quello rappresentato dalla figura 13.

- - - — -
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TFigura 13" “

(%) Ponendo a, al posto di?"a,ﬁl.



(14]

2 o o o e wna Qe % L —) — v —

F. SPERANZA

- <

332

.

-—-—-g

b

o

Figura 14



[15] GRAFI EULERIANI O HAMILTONIANI ... 333

Anche in un grafo infinito si pud introdurre il rango, come la dimensione
dello spazio vettoriale dei cicli [7] (se esso ¢ finito, risulta anche il massimo dei
ranghi dei grafi finiti subordinati). A partire dai precedenti, si possono costruire
grafi Hy, M e H,, M di rango » (r<¥N,) (fig. 14); per avere un grafo tale che
r = ¥, basta, nel primo easo, dotarlo degli spigoli {a;, b} e {b;, ;1) (€ IN,);
una costruzione analoga si pud applicare al secondo caso.

Se nel grafo G(;, (o nel grafo GY) (n. 5) sostituiamo, agli spigoli {a,, b}
e {by1, @}, gli infiniti spigoli

{a1, D1}y {p1, o}y P2y 23}, -y {2y 00}y {01, @2} {Q2) G}y -ov s

si ottiene un grafo H,, P di numero cromatico &k (>3). Analogamente si pos-
sono ottenere grafi, di numero cromatico k, che siano grafi B,, IN.

Un grafo H,, M di numero cromatico ¥, si oftiene prendendo un insieme
numerabile V = {a,, a,, ...}, ordinato in modo che il suo ordinale sia w, come
insieme dei vertici, e prendendo come spigoli quelli del grafo completo V, e
inoltre gli spigoli (1), con je& IV,. Per avere un grafo H,, 9 di numero cro-
matico ¥, si prenda un insieme ¥ numerabile di vertici, ordinato dello stesso
tipo d’ordine di Z,

viey Q_gy O_gy Q_y,y Ogy Qyy Aoy Bgy oee )
come spigoli si prendano quelli di ¥ e inoltre
{a;, bi,l}, {bi,la bi,‘.!}y ) {ba',2i-—17 bi,25}7 {bj,2i7 “:‘4.1} s
{a_s, 07‘,1}7 {0;',1; 0:‘,2}7 ) {07‘,21'_2, Ci,zi_l}, {05,2a‘_17 a1},

per je N,.
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