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ANTONIO MAMBRIANI e BIANCA MANFREDI (¥)

Su le funzioni asperiodiche in + o. (I) (%)

§ 1. - Introduzione.

1.1. — Avvertiamo subito che:

1) Consideriamo, qui, la classe ¢, di tutte e sole le funzioni, di una
variabile ¢, definite in intorni di -+ oo ed ivi

reali, univoche, limitate e continue .
2) Con simboli della forma

(1.1.1) Y(@)i2a s Yoo z(t)to<t< &

intendiamo soltanto di esprimere con brevitd che le funzioni y(#), ¥ (¢), 2(t)
sono definite, o si considerano, nei seguenti rispettivi intervalli: a <t< + co,
—oo< t< -F 00, t,<t<t,. Inoltre, con un simbolo della forma

[

1=0,1,2, ...}

intendiamo brevemente la successione %, #;, %, ..., %, ...

(*) Indirizzo degli Autori: Istituto di Matematica,Universitd, 43100 Parma, Italia.
(**) Lavoro eseguito col contributo del C.N.R. nell’ambito del «Gruppo Nazio-
nale per I’Analisi Funzionale e le sue Applicazioni» ed anche del « Gruppo Nagzionale

per la Matematica ¢ le sue Applicazioni alla Tisica e all’Ingegneria». — Ricevuto:
3-XI-1971.
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282 A. MAMBRIANI ¢ B. MANFREDI [2]

Ecco il contenuto di questo lavoro ().

1.2. — Nel § 2 (dal titolo: Ascomportamenti in +oo), dopo avere fatto alcune
premesse basilari (cfr. n. 2.1 e n. 2.2), si introduce la nozione di ascomporta-
menti in + oo di una qualsiasi funzione della classe . : il prefisso «as», in
« ascomportamenti », vuole ricordare brevemente il vocabolo « asintotici », e pen-
siamo che tale vocabolo, o la sua abbreviazione, debba usarsi almeno tutte
le volte che la variabile in gioco (sia essa continua o no) passa attraverso
valori che non rimangono complessivamente in un intervallo limitato (2).

Per ogni funzione y(t), di ", , si hanno infinite tipi di ascomportamenti
in oo (cfr. n. 2.3, Def. 3), precisamente abbiamo:

Pascomportamento nel continuo in -+ oo, che pud essere o convergente o
oscillante (cfr. n. 2.4, Def. 4);

gli ascomportamenti nel discreto in -+ oo, ciascuno dei quali pud essere o
convergente o oscillante (cfr. n. 2.5, Def. 5);

gli ascomportomenti liberi e a passo iterato in -Foco, ciascuno dei quali
pud essere o convergente (ad una funzione) o oscillante (fra due o piu fun-
zioni) (efr. n. 2.7, Def. 7).

1.3. — Nel §3 (dal titolo: Asconfronti in - oo) si introduce la nozione di
asconfronti in - oo (3) fra due qualsiasi funzioni di 4.
Per ogni coppia di funzioni y(f) e 2(t), di A .., si hanno infiniti tipi di
asconfronti in 4 oo (cfr. n. 8.1, Def. 10), precisamente abbiamo:
DPasconfronto mel continuo in + oo, che pud essere o un'aseguaglianza nel
continuo i -+oco [efr. n. 3.2, Def. 11, 1°)] o un’asdiseguaglianza nel continuo
in -+ oo [efr. n. 3.2, Def. 11, 20)];
gli asconfronti nel discreto in - oo, ciascuno dei quali pud essere o una
asequaglionza nel discreto in --oo [cfr. n. 3.3, Def. 12, 1°)] o un’asdiseguaglionza
nel disereto in -+ oo [efr. n. 3.3, Def. 12, 29)];

(1) Nelle mie ricerche di Meccanica non lineare, per la determinazione di moti
periodici e quasiperiodici, essendosi resi necessari aleuni approfondimenti analitici, ho
consultato il prof. A. MAaMBRIANI: ha avuto origine, cosi, questo lavoro in collabora-
zione. (B. MANFREDI) ;

Gli autori dichiarano che i loro contributi in questa Nota sono da dividere in parti
equali.

(2) Ad esempio, S. PiNcHERLE {[1], p. 93) chiama « comportamento asintotico di
una successione » il modo di comportarsi del termine genecrale a,, della successione,
quando n—-oco (qui, la variabile » con i suoi valori 0, 1,2, ... non si manticne
manifestamente in un intervallo limitato).

Allargando l'uso del prefisso « as», proponiamo di affermare che

— oo & -+ oo sono degli asvalori (infiniti);
parimenti, se {, & un valore finito, tanto. t,— che t, - si diranno degli asvalori (finiti).
(3) Il prefisso «as» in «asconfronti» ricorda il vocabolo « asintotici ».
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gli asconfronti liberi ¢ a passo iterato, in -+ oo, ciascuno dei quali pud
essere 0 un’aseguaglianza libera e a passo iterato (in -+ oo) [¢fr. n. 3.4, Def. 13, 10)]
o u’asdiseguaglianza libera ¢ a passo iterato (in +oo) [cfr. n. 3.4, Def. 13, 20)].

1.4. — Nel §4 (dal titolo: Asperiodicita in -+ co) si pone in luce una spe-
ciale proprieta di certi ascomportamenti in 4 co: proprietd valida per tutte
le funzioni periodiche di 2£",, ¢ anche per infinite altre funzioni non periodiche
di o ..

Questa proprietd (presa a titolo del presente lavoro) & qui chiamata aspe-
riodicitd in - oo: essa si esprime con delle «aseguaglianze in -+ oco», ¢id
che conduce a considerare infiniti tipi di asperiodicitd in --oco; precisa-
mente, abbiamo:

Pasperiodicita nel continuo in + co (cfr. n. 4.2, Def. 14),
le asperiodicita nel discreto in -+ oo (cfr. n. 4.3, Def. 15),
le asperiodicita libeve e o passo iterato, in - oo (cfr. n. 4.4, Def. 16).

1.5. — Infine, nel § 5 (dal titolo: Dimostrazioni dei teoremi) proviamo i cinque
teoremi seguenti:

Teorema 1. Due funzioni, di A, ,, periodiche in un intorno & - oo,
sono identiche se e solo se sono aseguali nel continuo in + oo [efr.n. 3.2,
Def. 11, 19)].

Teorema 2. Sia y(t) une funzione di A .., T un numero maggiore di
zero, v la variabile intera non negativa, e consideriamo la funzione y(t) a passo
T iterato (cfr. n. 2.6, Def. 6) data da y(t - vt). Supponiamo che y(t) e T siano
tali che

(1.5.1) im y(t +v7)  esista in un intervallo del tipo ty<t<t,+ 7.
Pt OO

Allora: 1°) Il limite (1.5.1) esiste anche per ogni valore di $€ (— co ... 4 co):
n base & cid, poniamo

(1.5.2) lim g+ »1)= Y(; 1), te(—o0... 4 o).
y—r+w

2°) La funzione (reale ¢ univoca) X (t; 7) ¢ limitata e periodica di periodo <,
precisamente: ¢ periodice costante se y(t) quando t->+ oo & convergente, ¢ si ha

Y(@; r)=1m y(t'); & periodica oscillante se y(t) quando t— -+ co & oscillante.
>t
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Teorema 3. &8iag y() une funzione di A, ., ¢ T un numero maggiore di
zero. Allora, st equivalgono le tre affermazioni seguenti:
(I) La y(t) soddisfa alla relazione limite (1.5.2).
(I1) La y(t) & asperiodica libera e a passo T tterato, in -+ oo, di asperiodo T
(cfr. n. 4.4, Def. 16).

1

(III) La y(t) ¢ aseguale liberamente e o passo T iteralo, tn - co, ad una
funzione periodica di periodo T [cfr. n. 3.4, Def. 13, 1°)].

Teorema 4. Sia y(t) una funsione di A .., e T un numero maggiore di
zero. Allora, si equivalgono le quattro affermazioni sequenti:

(o) La y(t) soddisfa alla relazione limite (1.5.2) uniformemente (rispetto
a t) in ogni intervallo tllimitato (— T ... 4 oo) con T positivo e grande a piacere
(efr. n. 2.8, A., Def. 9).

() La successione di funzioni y(t-4-vt) (v=0,1, 2, ...) ha una ¢ une sola
funzione di accumulazione in ogni intervallo illimitato (— T ... 4 co) con T
positivo e grande a piacere (cfr. n. 2.8, A., Osserv. 4 ).

(B) La y(t) ¢ asperiodica nel continuo in - oo, di asperiodo T (cfr. n. 4.2,
Def. 14).

(y) La y(t) ¢ aseguale nel continuo in -+ oo ad una funzione periodica di
periodo T [cfr. n. 3.2, Def. 11, 19)].

Teorema 5. Sia y(1) wno funsione di A .., T un numero maggiore di
zero, ¢ valga Uaffermazione («) del Teor. 4. Allora:

1°) La funzione limite Y(t; T) appartiene alla classe A, ,.

20) Le funzioni y(t) e Y (t; ©) hanno sempre lo stesso « intervallo dei valori
daccumulagione in + ooy (cfr. n. 2.1), e questo intervallo ¢ formato da tutii
e soli ¢ walori distinti di Y(t; T)y<,o, [ofr. n. 2.1, 59)].

Osservazione. Le conclusioni ottenute in [5], da uno degli autori
sono alguanto diverse dalle conclusioni ottenute qui: ¢id, per la diversitd delle
ipotesi su le funzioni considerate e dei procedimenti deduttivi seguiti.

§ 2. - Ascomportamenti in -} co.

2.1. - Premessa 1. «L’intervallo dei valori d’accumulazione in + oo » di
una funzione di x4, ,.

Definizione 1. Sia y(f) una funzione definita in un intorno di 4 oo, reale,
univoca, limitata e continua, ciod una funzione della classe o, (cfr. n. 1.1). « I valori
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d’accumulazione dei valori di una simile y(f) quando ¢— + co» si diranne pill breve-
mente
i valori d’accumulazione in + oo di y(i).

Sui valori d’accumulazione in -+ co delle funzioni di ., possiamo fare le

seguenti affermazioni:

19) I valori d’accumulazione in - oco di wna funzione y(t), di A .., sono
tutti finiti ¢ sempre in numero >1. Cid consegue dalla limitazione di y(i).

20y Se, per una funzione y(t) di A ., esistono due distinti valori d’accu-
mulazione in - oo, siano A e 1, con << Ay, esistono infiniti valori d’accumula-
zione in -+ oo, dati almeno da tulti ¢ valori dell’intervallo (2, ... 1,). Cid consegue
dalla natura di 1, e 4, e dalla continuitd di y(t).

30) LDinsieme di tutti 1 distinti valori d’accumulazione in -+ oo di una
funzione y(t) di A ., formano sempre un intervallo limitato e chiuso
(2.1.1) (y(+ 00) ... F(+ 00)) ,

dove Y(-- oo) € F(+ co) sono i due estremi valori d’accumulazione in oo di
y(t), precisamente:

(2.1.2) Y(+ oo) = min lim y(t) , F(+ oo) = max lim y(?) .
t—>t-00 t—yd- 0

Cib, in virth della precedente affermazione 20).
Quest’ultima conclusione conduce a porre la seguente

Definizione 2. 1l precedente intervallo limitato e chiuso
(9(+ o) ... G(+00)) ,

relativo ad una funzione y(f) di X, e contenente tutti e soli i valori d’aceumula-
zione in -+ oo di tale funzione, si dird

Vintervallo det valori d’accumulazione in + co di y(1).

40) L'intervallo dei valori daccumulazione in -+ oo di una funzione y(t),
di ., st riduce ad un solo valore se ¢ solo se esiste lim y(?), e tale valore &
t—>t @

Y(+ o0) = F(+ c0) = limy(1) .

t—>}t o

50) L’intervallo dei valori d’accumulazione in 4+ oo di una funzione y(1),
i A ., periodica di periodo T (> 0), é formato da tutti e soli i valori distimii
di y(t), quindi (per la detta periodicita) da tulii e soli i valori distinti di

(2.1.3) Y retctyrr -



286 A. MAMBRIANI e¢ B, MANFREDI [6]

Ne segue
Y(+o0) = min y(t)to<t<to+r y F(-+o0) = max y(t)to<t<t°+t .

Invero, da
g+ vr) = y(t) (h<i<ty+7; v=0,1,2,..)
segue manifestamente
lirf Yy +rr)=y@)  (b<i<it, + 1),
p>t o

la quale esprime che tutti i valori (2.1.3) sono valori d’accumulazione in - co
di y(?) [e non possono esserci altri valori d’accumulazione in -+ co di y(#)].

Osservazione 1. La conclusione 5°) precedente sard poi largamente
generalizzata in questo lavoro [efr. i teoremi del n. 1.5, e in particolare il
Teor. 5, 20)].

2.2, - Premessa 2. Una classificazione degli infiniti modi, per una varia-
bile, di « tendere crescendo verso - co .

Per cid che segue interessa la seguente classificazione:

I) Se la variabile ¢, partendo da un valore f, comunque grande, varia
con continunitd e tende sempre crescendo verso - oo, si dird che

t tende, crescendo nel continuo, verso -+ co.

Un tale modo di tendere verso 4 oo (quando non si tenga conto della velo-

\

citdh di tendenza) & manifestamente unico.

IT) Se la variabile ¢, partendo da una valore {, comunque grande, varia
con discontinuitd, assumendo via via soltanto i valori di una determinata
sucecessione

(2.2.1) Boy biy By ey By e o< ti< < ... <t, < oo = - 00),
si dira che
t tende, crescendo nel discreto t,_, ., . 5 verso —oo.
Tali modi di tendere sono manifestamente infiniti, perché sono infinite le sue-

cessioni del tipo (2.2.1). Osserviamo, ora, che la successione (2.2.1) si pud
presentare in modo diverso: ponendo in evidenza le differenze

b=ty =Ty, lh—t=7Ty, .., t,—1
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[che sono tutte maggiori di zero e che chiameremo « 4 passi della successione
(2.2.1) »], la successione (2.2.1) si pud scrivere

(2.2.1) toy, T+ 71y fo-(T1iFTe), oy LF{tiF+ T FT), o,

¢ quando ¢ assume via via soltanto i valori (2.2.1)' si dird che

t tende, partendo da t, ¢ crescendo a passi T,._,,  ,, verso +oo.
Nel caso particolare notevole in cui sia 1, =7T,=..=7,=..=71 (>0), la
(2.2.1)" diventa

(2.2.1)" foy fo-+T, fo+2T, ., totvr, ..,

e quando t assume via via soltanto i valori (2.2.1)" si dird che

t tende, partendo da t, ¢ crescendo a passo T ilerato, verso oo .

I

III) Le successioni del tipo (2.2.1), e in particolare del tipo (2.2.1)",
suggeriscono poi Iidea di sostituire al valore iniziale ?, il generico valore f,
ottenendo cosl le successioni: ‘

(2.2.2) t, t-7y, t+ (1t 7y ooy T T+ T+ FT),
(2.2.2) t, t+7v, t-4+27v, .., t4+o7,

Si vedra che Ia (2.2.2) interviene assai utilmente nelle considerazioni seguenti.

2.3. - Infiniti tipi di « ascomportamenti in + co » per una stessa funzione it .

Dopo le premesse dei nn. 2.1 e¢ 2.2, poniamo la seguente

Definizione 3. Sia y(¢) una funzione di o#y. Il comportamento limite di (1),
quando ¢ tende crescendo verso 4 oo in uno dei possibili infiniti modi (efr. n. 2.2),
si dird

un ascomportamento in +oo di y(t) (}).

Con questa definizione desideriamo fissare che si ha un tipo di « ascom-
portamento in -+oo», per una funzione di X, in corrispondenza od ogni
modo, della variabile #, di tendere crescendo verso --co. Poiché questi modi

(1) Su questo vocabolo ¢ascomportamento» e su altri vocaboli seguenti con il
prefisso «as» (a ricordare il vocabolo « asintotico ») si veda Dinizio del n.1.2.
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di tendere sono infiniti, abbiamo:
Per una stessa funzione di A ., si hanno infiniti tipi di ascomportamenti
in - oo.
Diamo ora dei nomi a questi tipi di ascomportamenti in - co.

2.4. - Ascomportamento nel continuo in -+ co.

Definizione 4. Sia y(f) una funzione di A" .. Il comportamento limite di y(¥),
quando t—+ -+ oo 0, meglio, quando ¢ tende, crescendo nel continuo, verso + co [efr.
n. 2.2, I)], si dird

Uascomportamento nel continuo in -+ oo di y(i).

Tale tipo di ascomportamento pud essere soltanto di due specie:

1°) Se
(2.4.1) lim y(¢) esiste (finito)

{40

[limite necessariamente finito, perché y(t) & limitata], si dirdh che 'ascomportamento
nel continuo in oo, di y(f), & convergente, o, pilt brevemente, che y() nel continuo
in 4 oo & costante (in particolare, sono tali le funzioni costanti in un intorno di + oo).

2°) Se
(2.4.2) lim y(2) non esiste

t—)+co

[ed allora y(f) osecillerd fra infiniti valori d’accumulazione in + oo], si dirh che 'ascom-
portamento nel continuo in 4 oo, di y(f), & oscillante, o, pitt brevemente, che (i) nel
continuo in - oo & oscillante. (%)

Manifestamente: quando per la precedente funzione y(¢) 'ascomportamento
nel continuo in -+ oo & precisato dalla (2.4.1), Pintervallo dei valori d’accu-

mulazione in - co di y(¢) si riduce al solo valore ¥(-+ oo) = (- co) = lim y(?)
e ]
[efr. n. 2.1, 49)]; invece, quando per y(t) I’ascomportamento nel continuo in

4 co & precisato dalla (2.4.2), I'intervallo dei valori d’accumulazione in -+ co
di y(t) ha lunghezza #(4- co) —y(-+ o0) >0 [efr. n. 2.1, 39)].

Esempi semplici: la funzione y(t) = 1 -+ exp(—£) converge nel continuo
in 4 coverso 1, onde ¥ (+ o) = §(+ co) = 1; la funzione y(t) =1 -+ sent oscilla
nel continuo in + oo, ed & Y(+ oo) =0, F(+ oo0) =2, onde il suo intervallo
dei valori d’accumulazione in -~ co & lintervallo (0 ... 2) [efr. n. 2.1, 32) e 59)].

(2) Non ha luogo la considerazione di un ascomportamento nel continuo in 4 co
che sia «divergente », perché y(¢) & limitata.
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2.5. - Ascomportamenti nel discreto in +-oco.

Definizione 5. Sia y(t) una funzione di o, . 11 comportamento limite di y(?),
quando ¢ varia con discontinuitd assumendo via via soltanto i valori di una deber-
minata successione f,—,y,s,.., crescente e tendente verso + oo [efr. n. 2.2, I1)], sidira

un ascomportamento nel discreto in -+ oo di y(i)
e precisamente
Pascomportamento nel disereto i,y 1, .., 0 + oo di (1) .

Ogni tale tipo di ascomportamento pud essere soltanto di due specie:

1°) Se ‘
(2.5.1) lim y(2,) esiste (finito) .

P—>+00

[limite necessariamente finito, perch® y(f) & limitata], si dird che I’ascomportamento
nel disereto f,g1.s,.., (in + oo) di y(l) & convergente.

2°) Se
(2.5.2) lim y(i,) non esiste

PO

led allora y(t,) oscillerdh fra due o pilt valori d’accumulazione in -4 oo], si dird che
I’ascomportamento nel disereto o, ., ., (in +oo) di y(t) & oscillante. (%)

Facendo intervenire i passi T, (tutti maggiori di zero) della successione
ty=o,1,2,..0 Lofr. m. 2.2, ID)] si ha
(2.5.3) limy(t,) = limy(ty + (7, + 72 + ... + 7))
y—>+ o y—>+w

e I’'ascomportamento si preciserd dicendo

Pascomportamento a partire da t, e @ Passi Ty—y o .y (0 + o) di y(¢t) .
In particolare, per 7, =7 (v =1, 2, ...) si ha
(2.5.3)’ Hm y(t,) = lm y(t, + »7)

) p—>4-c0

e I’ascomportamento si preciserd dicendo
Pascomportamento a partire da t, e a passo T iterato (in + o) di y(t) .

Osservazione 2. REvidentemente, quando per la y(f), di # ., Pascom-
portamento nel continuo in + oo & convergente (verso un determinato numero),
ogni ascomportamento nel discreto in + oo & convergente (verso lo stesso nu-
mero precedente). Invece, quando l'ascomportamento nel continuo in + oo,
di y(t), & oscillante, gli ascomportamenti nel discreto in —+ oo, di tale y(¢), pos-
sono non essere sempre tutti oscillanti: allora, hanno speciale interesse i casi
nei quali la y(f) ha ascomportamenti nel discreto in - oo convergenti.

(3) Non ha luogo la considerazione di un ascomportamento nel disereto #,(—g1.2,..)
che sia « divergente », perché y(f) & limitata.
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2.6. - Le funziomi, di &, a passo iterato.

Per completare la classificazione degli « ascomportamenti in - co» inte-
ressa porre ancora la seguente

Definizione 6. Sia y(i) una funzione di #,.. Fissato un valore v> 0, e
detta » la variabile intera non negativa, passiamo da y(f) alla funzione

(2.6.1) Yyt -+ 1)
dipendente dal binomio ¢ + »r [efr. n. 2.2, (2.2.2)'] e quindi dipendente dalle due
variabili ¢ e ». Si dird che la (2.6.1) &

la funzione y(t) a passo v iterato () .

A seconda che la y(?) & una Y(t)i=e © UNA Y(f)in_o, la (2.6.1) si preciserd, rispettiva-
mente, cosi: «

(2‘6'1), y(t + vr)t}a—v't; y=0,1,2,...
(in quanto, dovendo essere-a<t - v7v < 4 oo segie a—vr<Li< - co0), €
(2.6.1)" Y+ T > —w; v=0,1,2, ...

Ecco, ora, alcune utili conclusioni:

10) In un piano cartesiano, di assi coordinati t e y, si considerino il dia-
gramma di y(t) e il diagramma di y(t -+ vt) (per un fissato v > 0).

St osserva facilmente che, se il diagramma & y(t) si trasla nel piano (&, ),
dell ampiezza vr, parallelamente all’asse ¢ e nel verso negativo di tale asse, si ottiene
il diagramme di y(t + v7): basta notare che & y(1) =y ((t—»7) + 7).

20) La funzione y(t) a passo v iterato, cioé la y(¢ + v7), si pud sempre cal-
colare per ogni t€ (— oo ... + oo), purché nel caso (2.6.1) Pintero» (= 0, 1,2,..)
sia preso sufficientemente grande.

Invero, cid & evidente se la (2.6.1) ¢ una (2.6.1)"; se invece la (2.6.1) &
una (2.6.1)', dove ¢ pud assumere solo i valori dell’intervallo (¢ —»7 ... + oo)
(cfr. Def. 6), basterd notare che & lim (& —w7 ... + co)= (— oo ... + o), per

porf- o
concludere.
39) Se la funzione y(t) a passo v iterato, cioé la y(t -+ v7), quando v —> -+ oo
& convergente (verso un determinato numero A) per un particolare valore t— to,
tale funzione & pure convergente (verso lo stesso numero 1) per tuiti gli
nfiniti valori
(2.6.2) t=1t,+ kt k=..,, —2, —1, 0,1,2,...).

(*) Avvertiamo subito che la considerazione della (2.6.1) equivale, manifestamente,
alla considerazione della successione
Yy, y(E-+7), y(t + 21), vy y(t+ v7), vy
gia studiata in [5], dove venne chiamata «la progressione di aritmeticity di genera-
trice y(t) e di ragione 7 ».
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Invero, per lipotesi fatta, in corrispondenza a t==1, sia v=19, un tale
intero (abbastanza grande) che %, + »,7 appartenga all’intorno (di +o0) in
cui & definita y(f), ed allora P’ipotesi fatta equivale ad affermare che la sue-
cessione

2.63)  ylho+mT), Yo+ m+D7), Y+ E+2)7),

converge verso il numero A. Calcolando ora la y(t 4+ »7) per uno generico
dei valori (2.6.2), abbiamo

y((to + kt) + "’T) = ?/(to + (v k) T) ’

e facendo qui via via v =7y, v+ 1, %o+ 2, ... sl ha la successione (2.6.3) per
k = 0, mentre per ogni altro valore di k si ha questa stessa successione (2.6.3)
accresciuta o privata di un certo numero finito di termini iniziali. Cio basta
per concludere.

40) Se la funzione y(t) @ passo T iterato, cioé la y(t -+ v7), quando v—> - oo
& convergente (verso determinati numeri) per ogni t di un intervallo to <3< -+ T
(di lunghezza 1),

tale funzione ¢ pure convergente (ordinatamente verso gli stesst numeri) per
ogni t di ciascuno degli intervalls

vy L 2T<t< t—T, L—T<I<Y;

o FT<t<t, 21, fht+2r<i< t, + 37,

Cid segue applicando via via, per ogni ¢ dell’intervallo &<t <t 4+ 7, la con-
clusione 3°) precedente. Abbiamo quindi il corollario:
59) Se la funzione y(t) a passo T iterato, cioé la y(t + »7), quando v — -4 co
& convergente per ogni t di un intervallo ty<t<t,+ 7 (di lunghezza T),

tale funzione ¢ convergente in tutto Vintervallo (— oo ... 4 oo), ed ¢l limite
Y(t; ©) é una funzione, della t, limitate ¢ p eriodica di periodo T.

2.7. - Ascomportamenti liberi e a passo 7 iterato in - oco.

Dopo avere introdotto la nozione di « funzione, di A .., a passo iterato »,
poniamo la seguente

Definizione 7. Sia y(t) una funzione di %, v un numero maggiore di zero,
» la variabile intera non negativa, e consideriamo (cfr. n. 2.6, Detf. 6) «la funzione y(i)
a passo T iterato », ciod

2.7.1) y(t + »7).
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11 comportamento limite di (2.7.1) quando v - - oo si dird
Pascomportamento libero ¢ a passo v iterato, in + oo, di y(t) .

Tale tipo di ascomportamento pud essere soltanto di due specie:
1°) Se [efr. n. 2.6, 5°)]
(2.7.2) Lm y(t + v7) = Y 7)o oo
y—>4f-co

[dove la X (t; ) & limitata perchd y(t) & limitata], si dird che Iascomportamento libero
6 a passo T iterato in oo, di y(?), & convergente, e la (2.7 .2) si enuncerd dicendo che
la funzione y(ty a passo T iterato quando » - -+ oo converge verso Y (t; t)s _ o (5).
2°) Se
(2.7.3) lim y(t + »7) non esiste ,
P=—3f-00

si dird che I'ascomportamento libero e a passo r iterato in -+ oo, di y(t), & oscillante,
6 la (2.7.3) si enuncery dicendo che la funzione y(t) a passo T iterato quando v - -+ oo
é oscillamte (°).

Esempi semplici. 1°) La funzione y(t) = exp(—1) + sent a passo 7= 2x
iterato & convergente: invero, risulta

Hm[exp [— (¢ 4 v+27)] + sen(t + »-2%)] = sen t.

P>t 0

20) La stessa funzione precedente a passo 7=z iterato ¢ invece oscil-
lante. Invero, tale funzione a passo 7= iterato ¢ data da

Y(¢ 4 vw) = exp[— (t + »7)] + sen(t -+ vz) ,

che non ha limite quando » — 4 oo, perché in corrispondenza a v =27 e y —
==2n -+ 1 si spezza, rispettivamente, nelle due funzioni seguenti:

Y + 207y = y(t + n-27n) = exp[— (t + n-2x)] -+ sen(t -+ n-2x) s

Yt + 2n + V)a) =yt + 7 + n-27) =
= expl— (t + 7= + n-27)] + sen(t + = -+ n-27) ,

le quali, quando % — + oo, hanno ordinatamente i Hmiti distinti sen ¢ e
sen(? -+ ) = — sent.

(%) Il caso (2.7.2) sary ulteriormente precisato nel seguente n. 2.8.
(%) 11 caso (2.7.3) sard analizzato in un prossimo lavoro.
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2.8. - Precisazioni su la relazione limite (2.7.2).

Sia y(¢) una funzione di .., T un numero maggiore di zero, e passiamo
alla « funzione y(f) a passo v iterato» di espressione

(2.8.1) y{t + v1) .
Come si & detto al n. 2.6, Def. 6, la (2.8.1) si precisa cosi: se & y(¢),., i ha:
(28'1)I :I/(t + vT)t>a-vr; r=0,1,2, ... ?

se & y(t),o_, S ha

(281)” ’I/(t + 1}T)l>—cm; 1=0,1,2,... *

In questo n. 2.8 converremo, perd, di mantenere sempre per la funzione
(2.8.1) la precisazione (2.8.1), intendendo che il numero reale o sia un qual-
siasi numero reale se si & nel caso (2.8.1)".

A. — Definizioni di convergenza e di uwiforme convergenza.

Definizione 8. 8i dird che la y(t + v7) [cioé la funzione y(t) a passo v iterato]
quando v — -- co converge ad una funzione Y (t; v} in tuilo Pintervallo — co <t <+ oo,
allorché:

presi ad arbitrio un ¢> 0 e un = intero positivo comunque grande, esiste un
intero positivo v, () (dipendente in generale da ¢ ¢ n, e anche da ¢) tale che sia

(2.8.2) ly(t + 1) — T(t57) | < e (v > {Z,n(t) , i>a —nr) .

Definizione 9. Si dird che la y(t 4 v7) [cioé la funzione y(t) a passo T iterato]
quando v -~ 4+ oo uniformemente converge ad una funzione Y (¢; ) in ogni inler-
vallo tllimitato — Tt < + oo, con T positivo grande a piacere, allorche:

presi ad arbitrio un ¢> 0 e un n intero positivo comunque grande, esiste un
intero positivo ., (dipendente in generale da ¢ e n, ma non da t) tale che sia

(2.8.3) ly(t + v7) — T (t; 1) | < ¢ (v>{171 ) t>a-n7:=—T).

Ven

Osservazione 3. Quando valela Def. 8 varrd anche la Def. 9 se e solo
se l'intero v, (¢}, che compare nella Def. 8, non dipende da te (6 —n7 ... + o).

Osservazione 4. Quando vale la Def. 9, la funzione Y(t; T) non solo
& un limite, & anche wna funzione daccumulazione (e Vunica funzione d’ac-
cumulazione) delle funzioni y(t 4+ vt) (v=0,1, 2, ...) in ogni intervallo illimitato
—T<t< + o0, con T positive grande a piacere.
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B. — Criteri di convergenza e di uniforme convergenza.

19) Lo y(t 4+ v1) [ctoé la funzione y(t) @ passo T iterato] quando »— -+ oo
converge in tutto Uintervallo — co< t< -+ oo se e solo se si ha:
presi ad arbitrio un >0 e un % intero positivo comunque grande,

esiste un intero positive #, ,(f) (dipendente in generale da ¢ ¢ m, e anche da
t; ma non dipendente da m) tale che sia

n
@2.8.4) Y+ +myr)—ylt+ir)<e |v>{_ , tza—nr; m=1,2,..],
e 'Vs,n(")
Questa condizione si pud anche porre nella forma:

lim [y(t + (v + m)t) — ¥t + ) ima-ve; m=1,2,... = 0
(2.8.4) >t

uniformemente rispetto ad m .

29) La y{t+4 v7) [cioé la funzione y(t) a passo v iterato] quando v — + co
uniformemente converge in ogni intervallo illimitato — T <t< 4 oo, con T
positivo grande ¢ piacere, se e solo se si ha:

presi ad arbitrio un ¢ > 0 e un » intero positivo comunque grande, esiste
un intero positivo ;75,,, (dipendente da ¢ e #, ma non dipendente da ¢ e m)
tale che sia

-
=

, tz2a—mnt; m=1,2, ) .

(2.8.5) ly(t+ (¢ +m)7) — gyt +rt) | < ¢ (,, -~ {

o=l

%]
Questa condizione si pud anche porre nella forma:

lim [y(t + (v 4+ m)7) — ¥t + v7) imampe = 0
p—>f-0

2.8.5)7
( ) sia rispetto a te (— T ... + o0) (I'> 0 e grande a piacere),

uniformemente L.
sia rispetto ad m (= 1,2,..).
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§ 3. - Asconfronti in --oco.
3.1. - Infiniti tipi di « asconfronti in - co» fra due stesse funzioni di &, .

Definizione 10. Siano y() e z(t) due funzioni di #7,,. Il comportamento
limite della differenza

y(t) — 2(t)
quando ¢ tende crescendo verse --oo in uno dei possibili infiniti modi (efr. n. 2.2),
individua (*) eio che si dird

un asconfronto in + oo fra y(t) e z(t) (?).

Con questa Def. 10 desideriamo fissare che si ha un tipo di « asconfronto
in +co», fra due funzioni di ,., in corrispondenza ad ogni modo della
variabile ¢ di tendere crescendo verso -+ oo (efr. n. 2.2). Poiché questi modi
di tendere sono infiniti, si conclude:

Fra due stesse funzioni di A .., st hanno infiniti tipi di asconfronti in - oo.

Diamo ora dei nomi a questi tipi di asconfronti in 4+ co.

3.2. - Asconfronto nel continuo in -+ oo.

Definizione 11. Siano y(t) e z({) due funzioni di #7,,. Il comportamento
limite della differenza y(f) — 2() quando t— - oo o meglio quando ¢ tende, crescendo
nel continuo, verse --oo [efr. n. 2.2, 1)], individua cid che si dira

Pasconfronio mel continuo in + oo fra y(I) e 2(1) .
Tale tipo di asconfronto pud essere soltanto di due specie:
1°) Se
(3.2.1) Lm [y(8) —2(f)] = 0,

t—rd-c0

si dird che Uascomportamento nel continuo in - oo di y(t) é uguale all’ascomportamento
nel continuo in -+ oo di 2(t), e si scriverd anche:

(8.2.1) y(t) 75 (t)
oppure
(3.2.1)" y(t) —2(h = 0.

La (3.2.1)° si dird un’aseguaglianze nel continuo in + oo e si leggerd y(i) aseguale nel
continuo t, in + oo, a z(1).

(Y I modo di individuare verrd precisato fra poce, appena sard fissato il partico-
lare modo della ¢ di tendere crescendo verso - oo.

() Su questo vocabolo «asconfronto», con ilprefisso «as», si veda linizie del
n. 1.2.
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2°) Se

(3.2.2) lim [y(t) —2(8)] esiste non nullo, o non esiste,

{—>4-
si dird che I'ascomportamento nel continuo in -+ oo di y(t) & diseguale dall ascomporta-
mento nel continuo in -+ co di 2z(l), e si scriverd:

(3.2.2)" Yt # (),
oppure
(3.2.2)" y(t) — 2(t) F—% 0.

La (3.2.2)" si dirad un’asdisequaglianza nel continuo in + oo e sileggerd y(t) asdiseguale, nel
continuo t, in + oo, da z(t) (3).

Osservazione 1. Due funzioni di ., quando sono aseguali nel con-
tinuo in -Foo hanno lo stesso «intervallo dei valori di accumulazione in +ocor;
perd, non é vera sempre laffermazione inversa. L'affermazione diretta discende
facilmente dal n. 2.1 e¢ dalla (3.2.1). Circa Paffermazione inversa, basta questo
esempio: le due funzioni sent e — sent hanno lo stesso intervallo dei valori
di accumulazione in + oo, dato da (—1 ... +1) [efr. n. 2.1, 59)], ma evidente-
mente non sono aseguali nel continuo in -+ co.

Osservazione 2. Quando vale la (3.2.2), e piw precisamente risulia

(3.2.3) lim [y(t) —2(t)] =40,

$—>+00

st ha manifestamente

(3.2.3)" y(t) s 2(t) + A
oppure
(3.2.3)" y(t) — A== 2(0) ,

cloé: y(t) & aseguale nel continuo i, in -+ oo, a2(t) + A [ossia, y(t)— 1 éasequale
nel continuo t, in -+ oo, a 2(7)].

3.3. - Asconfronti nel discreto in -+ oo.

Definizione 12. Siano y(f) e 2(¢) due funzioni di #7,. Il comportamento
limite della differenza y(f) — 2(t), quando ¢ varia con discontinuitd assumendo via via

(3) Quando si ha una «asdiseguaglianza », pud accadere che se ne possa preecisare
il verso: allora, & possibile introdurre le nozioni di asminore in 4+ co e di asmaggiore
in + oo (od anche di asminore-uguale in + oo e di gsmaggiore-uguale in -+ o).
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soltanto 1 valori di una determinata successione f,_,,,.,..) Créscente e tendente
verso-+ oo [cfr. n. 2.2, IT)], individua cid che si dira
un asconfronto nel discreto in -+ oo fra y(t) e 2(f),
¢ precisamente
Pasconfronto nel discreto t,_q1,s..) 0 oo fra y(i) e 2(t).

Ogni tale tipo di asconfronto puod essere soltanto di due specie:
1°) Se
(3.3.1) lim [y(¢,) —2(t,)] =0,
p—>-} 0
si dird che Pascomportamento nel disereto t,_o,1,0, ..., tn + oo di y(t) & uguale all’ascom-
portamento nel discreto ty_g,q,q, ..y ¢ +oo di 2(t), ¢ si scriverd anche:

(3.3.1)° y(t) == 2(0),
oppure
(3.3.1)" y(t) — 2(t) 2% 0 .

La (3.3.1) si dird un’aseguaglianza nel discreto ty_q,,0,.., t + oo fra y(i) e 2(f), e si
leggerd y(t) aseguale nel discreto ty_g,1.s,..) 0 + oo @ 2(2).
2°) Se

(3.3.2) lim [y(t,) — 2(8,)] esiste non nullo, o non esiste,

y—r4-c0

si dird che Pascomportamento nel discreto t,_g 4 o ..) 91 - oo di y(t) & diseguale dall ascom-

1%y

portamento nel discreto o 1,,,..) 0 oo di 2(t), e si seriverd

tv
(3.3.2)" Y(t) f: #(t)
oppure
ti‘
(3.3.2y" y{t) — 2(}) +:,J; 0.

La (3.3.2) si dird un’asdiseguaglianza nel discreto t,.qy1,, .., 0 + oo sl leggerd y(t)
asdisequale nel discreto t,_q.1,0, .. 0 + oo da z(t). ()

3.4. -~ Asconfronti liberi e a passo iterato, in - co.
Definizione 13. Siano y(t) e z(t) due funzioni di » ,, 7 un numero maggiore
di zero e v la variabile intera non negativa; indi consideriamo le funzioni y(?) e #(f) a
passo T iterato (cfr. n. 2.6, Def. 6), ciod y(¢t + »7) e2(t + 7). Il comportamento limite
della differenza y(t + v7) — 2(¢ + »7) quando » - +oo (la ¢ restando generica) indi-
vidua ¢id che si dird

Pasconfronto libero e a passo T iterato, in -+ oo, fra y(t) e z(1).

(%) Anche per queste «asdiseguaglianze » vale un’osservazione analoga a quella
fatta nella precedente annotazione (3).

20
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Tale tipo di asconfronto pud essere soltanto di due specie:
1°) Se
(3.4.1) : Hm [y(t + »7) —2( + »7)] = O, L€ (— oo .. 4 oo) (5)

Pt 0O

N

{e affinche eid si verifichi & sufficiente che la relazione limite valga in wn intervallo
fy<t <ty + 7 (di lunghezza v) (cfr. n. 2.6, 5°))], si dirk che lascomportamenio libero e
a passo T iterato, in - oo, di y(t) ¢ uguale all’ ascomporiamento libero e a passo v iterato
i oo, di 2(1), e si seriverd anche:

2

(3.4.1) Yt + vr) = 2t + 1), t€(— co... + o0},
oppure
Yt 4+ v7) —2(t +21) 55 0, te€(— 0. 4 o).
La (3.4.1)" si dird un’eseguaglianza libera e o passo t ilerato, in -+ oo.
2°) Se

(3.4.2) lim [y(t + vr) — 2(f + v7)];> - esiste non nullo, o non esiste,
y—>-4-c0 :

si dird che Pascomportamento libero e a passo T itevato, in - oo, diy(l)é diseguale dal-
Pascomportamento libero e a passo t iterato, in + oo, di 2(1), e si seriverd

(3.4.2) y(t + ve) - olt + Vi), tE (— co... + o),
oppure
g/(t+vr)——z(t+vt)+%0, te(— 00... oo).

La (3.4.2)" si dird un’dsdiseguaglianza libera ¢ a passo T iterato, in + co. (5)

Osservazione 3. Quando vale la (3.4.2), ¢ pit precisamente risulta

(3.4.3) Im [yt + vv) —2( + v1)] = A(t; 1) 0, t€(— 00... + o),

y—rf-c0

st ha evidentemente

(3.4.3) Y@ + v7) 25 20 -+ v7) + A7), te(— co... + o0),
oppure
(3.4.3)" Y&+ v7) — A 7) Z5 20 + v7), t€(— 0o... + o).

(5) Affinch® nel primo membro di (3.4.1) la differenza considerata risulti sempre
‘definita, basterd che la variabile v (nel tendere a + co) parta da valori sufficiente-
mente grandi in corrispondenza ai vari ¢. '

(%) Anche qui vale un’osservazione analoga a quella fatta nella precedente anno-
tazione (3).
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3.5. - Alcune generalitd su le aseguaglianze in - co.

1°) In ogni aseguaglianza in --oco va distinto (come per le comuni egua-
glianze) un « primo membro » e un ¢ secondo membro ».

Inoltre, per le aseguaglianze in - co va considerata la nozione di variabile
dell’ aseguaglionza, data semplicemente da quella variabile il cui tendere verso
-4 oo porta ad affermare Paseguaglianza stessa.

20) Per le aseguaglianze in - oo valgono le ben note proprietd riflessiva,
commutative e transitiva delle comuni eguaglianze, e valgono tutte le varie
trasformazioni delle comuni eguaglianze.

3%) Per le aseguaglianze in - oo valgono inoltre le seguenti proprieta:

Se in wun’asequaglianza in + oo ai due membri o o wun solo membro si
aggiungono o st tolgono delle funzioni, di A ., infinitesime quando lo variabile
dellasegqualianza tende a + oo, si ottiene una nuova aseguaglianza in -+ oco.

Se in un’aseguaglianza in oo i due membri o un solo membro si molti-
plicano per funzions, di A .. , convergenii ad 1 quando la variabile dell’asegua-
glianza tende a -+ oo, st oftiene una nuove aseguaglianza in - co.

Pertanto, le trasformazioni possibili per le aseguaglianze (in -+ oo) sono
assai piu vaste delle trasformazioni per le comuni eguaglianze.

§ 4. - Asperiodicitd in - oco.
4.1. - Un problema preliminare,

Ad ogni prefissata funzione p(t), della classe A, corrisponde sempre in
A, un determinato pennello di infinite funzioni y(t) tali che sia [cfr. n. 3.5, 39)]

(4.1.1) lim [y(t) — p(t)] = 0,
t—>-}-co

ossia tali che valga Daseguaglianza [cfr. n. 3.2, Def. 11, 10)]

(4.1.1) y(t) 7= p(1) .

-+

Supposto, ora, che p(t) sia una funzione periodica, determinare una proprietd
che non contenga la p(t), e che sia verificata da tutie ¢ sole le imfinite funzioni
y(t) del nominato pennello.

Risoluzione. Sia 7 un periodo, maggiore di zero, della p(¢). La (4.1.1)

ci dice che, preso ad arbitrio un & > 0, esiste per la variabile ¢ un valore ¢,
tale che sia

(4.1.2) [y(t) — p(t) | < &/2 per t> 1, ;
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se pol in (4.1.2) la ¢ si muta in ¢+ mr (m= 1,2, ...), si ottiene
(4.1.2)" |yt -+ m7) — p(t)| < /2 per t 4 mT>1, e quindi anche per t>¢, .

It facile, ora, eliminare p(t) fra (4£.1.2) e (4.1.2): invero, sommando queste
due diseguaglianze si ha

[y(t -+ mT) — p@) [+ [p() — y(t) | < e per t>1,,
da cui, per una nota proprietd sui valori assoluti,
(4.1.3) Iyt + mr) —y(@) | < e t>t; m=1,2,..,
ossia, poiché #, non dipende da m, concludiamo:

(4.1.3) Im [y + m7) — y()]ar,, .. = 0, uniformemente rispetto ad m ,
t—rt-o»

vale a dire valgono le infinite aseguaglianze

(4£.1.3)" y(t -+ mr)%i—oy(t) (m=1,2,..), uniformemente rispetto ad m. (%)

La (4.1.3), o la (4.1.3)", da la proprieta richiesta dal nostro problema.

[Si vedra (cfr. Teor. 4 e Teor. 5 del n. 1.5) che, inversamente, se una fun-
zione y(t), di A ., soddisfa alla (4.1.3)', esiste sempre in A ., una determinata
funzione periodica p(t) (di periodo <) tale che per la detta y(t) valga proprio
la (4.1.1).]

4.2, - Asperiodicitd nel continuo in -+ co.

Tenendo presente la precedente relazione limite (4.1.3)' poniamo la seguente

Definizione 14. Sia y(t) una funzione di .., ¢ v un numero maggiore di
zero. Si dird che

y(t) é asperiodica nel continuo in 4+ oo, di asperiodo T (2),

() 8i noti che da y(t+ ) Z=y(t) segue, usando la proprietd transitiva [cfr. n. 3.5,
20)], che & pure y(i + /17br)+:f;?y(t) (m =2,3,..), ma non pud senz’altro conseguire
la sopra affermata tendenza uniforme rispetto ad m.

(?) Sui vocaboli «asperiodica » e «asperiodo» (con il prefisso «as») si confronti
I'inizio del n. 1.2.
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se si ha

(4.2.1)  Hm[y(t + m7) —y(H)In=1e,.. = 0, uniformemente rispetlo ad m .

>4

[Da (4.2.1) segue, poi, che anche tutti i nwmeri positivi 27, 3z, ... sono asperiodi di y(z).]

Abbiamo subito le affermazioni seguenti:

1°) Ogni funzione periodica, di .., & pure asperiodica nmel continuo in
-+ oo, di asperiodi positivi tutti e soli ¢ periodi positivi della funzione stessa. Ne
segue: Se wuna funzione asperiodica nel continuo in -+ oo s trova essere perio-
dica, 1 suot pertodi positivi sono tutli e soli gli asperiodi positivi.

20) Ogni funzione, di A ., convergente nel continuo in + oo [efr. n. 2.4,
Det. 4, 19)] ¢ asperiodica nel continuo in oo, di asperiodi positivi ogni nu-
mero positivo.

39) Le infinite funzioni y(t), di A .., asequali nel continuo in -+ co ad
una stessa funzione, di A .., pertodica di periodo T (> 0), sono tutte asperiodiche
nel continuo in oo, di asperiodo . Cid discende dalla risoluzione del Pro-
blema considerato nel n. 4.1.

Osservazione 1. Sappiamo che le funzioni periodiche si possono sud-
dividere in due categorie: «) «le funzioni periodiche costanti» date dalle co-
stanti, per le quali ogni numero maggiore di zero & periodo (onde, ciascuna
di tali funzioni non ha un periodo positivo minimo); ) «le funzioni periodiche
oscillanti » per ciascuna delle quali avviene che, a motivo della sua oscilla-
rietd, esiste necessariamente un periodo positivo minimo. — Parallelamente
(includendo anche la suddivisione ora richiamata) si ha che le funzioni aspe-

riodiche nel continuo in oo si possono suddividere in due categorie:

o) «le funzioni asperiodiche nel continuo in -+ co e convergenti nel con-
tinuwo in - oco» [cfr. n. 2.4, Def. 4, 1°)] per le quali ogni numero maggiore di
zero ¢ asperiodo (onde, ciascuna di tali funzioni non ha wn asperiodo positivo
minimo);

B') «le funzioni asperiodiche mel continuo in - co e oscillanti nel con-
tinuo in -+ oo» [cfr. n. 2.4, Def. 4, 2°)] per ciascuna delle quali avviene che,
@ motivo della sua oscillatorietd, csiste necessariamente wun asperiodo positivo
minimo.
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Proprietd di equivalenza. Sia y(t) una funzione, di A, asperio-
dica nel conlinuo in 4-oo, di asperiodo 7 (> 0), cioe¢ tale che sia (cfr. n. 4.2,
Def. 14):

(4.2.1) hm [y + m7) — y({O) ]y, .= 0, uniformemente rispetto ad m .
t—>+ o

Questa relazione limile nel continuo equivale alla sequente relazione limite nel
discreto (essendo v = 10,1, 2, ...):

Hm [y(t + (v + m)7) —y(t +»7)] =0
Prrefe OO
(4.2.2) sta rispeito @ t&(— T ... + o) (T > 0 e grande a piacere)

uniformemente ..
sia rispetto ad m (= 1,2, ..).

Dimostrazione. 1°) Si ha: (4.2.1) = (4.2.2). Invero, la (4.2.1) ci dice
che, preso ad arbitrio un ¢ > 0, esiste per ¢ un valore t,, indipendente da m,
tale che sia

(4.2.1y [yt + mr) —y(t) | < & t>t; m=1,2,..),
da cui, cambiando ¢t in t 4 v7 (v =0, 1, 2, ...),

ly(t+ (v + m)7) —ylt+ 7)<
(4.2.1)"
(t>t,—wvr; v=20,1,2, ...; m=1,2,..).

Osservando, ora, che #{,— vt —-— co quando » — -+ oo, abbiamo: preso ad
arbitrio un numero negativo — 7' (con 7' positivo grande a piacere), esiste un
intero positivo v, , (indipendente da ¢ e da m) tale che

t,—yvr<— T per v >, ,.

Pertanto, dalla (4.2.1)" segue: presi ad arbitrio un é>0 e un 7' (grande a
piacere), esiste un intero positivo v, (indipendente da ¢ e da m) tale che si
abbia

y(t+ 0+ m)7) — gt 4 07) | <o
(4.2.3)
(>—T, v>9., m=1,2,..),
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cio¢ proprio quanto afferma la (4.2.2).

20) Si ha: (4.2.2) = (4.2.1). Invero, la (4.2.2) equivale alla (4.2.3); se
poi in (4.2.3) si pone t - vv =1, abbiamo

|yt + m7) — y{t') | < e (t'>—=T+vr, v>v.,; m=12.),

la quale, se fissiamo per » il wvalore particolare v..+1 e poniamo — T -+
! . Y
+ 1T =1¢, c da

Y+ mr) —y() | <e (>

34

m=1,2,..).

Questa conclusione non & altro che la (4.2.1)', ciod la (4.2.1) da ottenere.

3°%) L’equivalenza fra (4.2.1) e (4.2.2) & dunque provata.

Osservazione 2. Poiche la (4.2.2) e esattamente la (2.8.5), la prece-
dente Proprieta d’equivalenza si pud cosi enunciare:

L'asperiodicita nel continuo in oo, di asperiodo T (> 0), per una fun-
zione y(t) di A .., ¢ necessaria ¢ sufficiente affinché la y(t - v7) (essendo v =
= 0,1, 2, ...) quando v — -+ co uniformemente converga in ogni intervallo lli-
mitato — T<t<- oo (con T positivo grande a piacere).

4.3. - Asperiodicita nel discreto in -+ oo,

Definizione 15. Sia y(!) una funzione di # e, g1,z 003 Successione cre-
scente o tendente a 4 co, ¢ T un numero maggiore di zero. Si dird che

y(t) & asperiodica nel disereto t,_q1,, ., 0 + oo, di asperiodo ,
se si ha:

(4.3.1) im [y{f, + m7) —y({@*)] =0, uniformemente rispetto ad m (=1,2,..).
p—->tc0

[Da (4.3.1) segue, poi, che anche tutti i numeri positivi 27, 3z, ... sono asperiodidi y(t,).]

Osservazione 3. Ividentemente, quando la y() di &, & asperiodica
nel continuo in - oo di asperiodo = (> 0), & anche asperiodica su ogni discreto
01,0 I oo, di asperiodo 7. Invece, quando la y(f) non & asperiodica nel
continuo in 4 co, pud benissimo avere delle asperiodicitd nel disereto in -+ co,
il che pud essere di un certo interesse.
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4.4. - Asperiodicita libere e a passo iterato in - oo.

Definizione 16. Sia y(f) una funzione di &, 7 un numero maggiore di zero,
e » la variabile intera non negativa. 8i dird che

y(t) & asperiodica libera e a passo v ilerato, in + oo, di asperiodo =,
se si ha (essendo »= 10,1, 2, ...)

(4.4.1) lim [y(t—*—(v%—m)r) —y(t+v7)] = 0, wuniformemente rispetto ad m (= 1,2,...).
y—>+m

[Da (4.4.1) segue, poi, che anche tutti i numeri positivi 27, 37, ... sono asperiodidel tipo
diz.]

Osservazione 4. Se se nella (4.4.1) si aggiunge che «la tendenza
indicata ¢ uniforme anche rispetto a te(— T ...+ oo) (con 7> 0 e grande
a piacere) », si ottiene la (4.2.2), equivalente a (4.2.1), cioé si ottiene che la
y(t) & asperiodica nel continuo in oo, di asperiodo .

§ 5. - Dimostrazioni dei Teoremi del n. 1.5.
5.1. - Dimostrazione del Teorema 1.

Siano p(t) e ¢(t) due funzioni, di 4", periodiche in un intorno di -+ oo
(intorno che indicheremo con J,..). Da

(8.1.1) pt) —qt)=0, ted

segue evidentemente

(5.1.2) lim [p(t) — ¢(#)] = 0,
>0

cioé

(3.1.2)" (1) 75 q(t) .

‘B pure vera D'affermazione inversa. Invero, deftto 7 un periodo maggiore
di zero di p(?), da (5.1.2)" segue

P+ mr)%q(t—{— mt), uniformemente rispetto a m =1, 2, ..., (1)

(Y Infatti, 1a (5.12)" ci dice che, preso ad arbitrio un & > 0, esiste per ¢ un valore
1. tale che sia |p(t) — q(t)| <& per i>1,, da cui

[p(t + mr) — q(t + m7)] < & per t + m7v > I, e quindi anche per ¢ >1,.
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dalla quale, sottraendo la (5.1.2), si ha

p(t + mz) — p(b) +:,; q(t + m7) — q(#), uniformemente rispetto a m =1, 2,...,

ossia [per essere p(t -+ mt)—p(t)= 0]
gt + mt) — q(?) %,; 0 uniformemente rispetto a m =1,2, ...

Questa aseguaglianza esprime (cfr. n. 4.2, Def. 14) che ¢(f) ¢ asperiodica nel
continuo in -+ oo, di asperiodo T (> 0): pertanto [efr. n.4.2,10)] 7 ¢ anche
un periodo della funzione periodica ¢(t). Quindi:

(5.1.3) Pt + v7) — gt + v7) = p(t) — ¢(t) r=0,1,2,..).
Ora, da (5.1.2) segue, necessariamente,

lim [p(t + »7) — gt + »7)] = 0, ted w3
P—>t00

Q’altra parte da (5.1.3) segue che tale limite & anche p(f)— ¢(t). Si ha quindi
proprio la (5.1.1) da provare.
Il Teor. 1 & cosi dimostrato.

5.2, - Dimostrazione del Teorema 2.

Tale dimostrazione risulta gia dal n. 2.6 [vedasi le conclusioni successive

30), 4°) e 5°)]. Perd non ci sembra inutile una dimostrazione alquanto diversa.

Si vede che limy(t -- vr) & invariante per il cambiamento di ¢ in ¢+ 7.
p—rf 00

Cid, permette subito di concludere che I’ipotesi (1.5.1) porta all’affermazione

1°) del Teorema, ed anche all’affermazione 2°) di periodicith di periodo 7

per la funzione limite ¥ (¢; 7). Se poi &

limy@#)= A, & pure limy{l-+rr)=21;

t—>p-c0 y—>+o

se, invece, lim y(t) non esiste, necessariamente Y (¢; 7) & funzione periodica
t—>fc0
sciollante. — I1 Teor. 2 & cosi dimostrato.
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5.3. - Dimostrazione del Teorema 3.

Proviamo che le affermazioni (I) e (II) del Teor. 3 si equivalgono. Invero:
se vale (I), ossia la (1.5.2), varra necessariamente la (2.8.4), cioé la (4.4.1),
che ¢ esattamente I'affermazione (IT); viceversa, se vale (II), ossia (4.4.1),
che ¢ esattamente la (2.8.4), varrd la (1.5.2), ciod (X).

Proviamo che le affermazioni (I) e (IIT) del Teor. 3 si equivalgono. Invero:
se vale (I), ossia (1.5.2), tale (1.5.2) si pud scrivere

(6.3.1) Im [y +vr)—Y{E+vr;7)]=0,

y—>+-co

la quale esprime proprio I'affermazione (I1I) da concludere [cfr. n. 3.4, Defi-
nizione 13, 1°)]; viceversa, se vale (III), cio¢ la (5.3.1), per la periodicitd di
Y(t; 7), di periodo 7, si ha (I).

Cid basta per concludere che il Teor. 3 & dimostrato.

5.4. - Dimostrazione del Teorema 4.

Le affermazioni («) e («)" del Teor. 4 sono equivalenti in virti del legame
ira la definizione di uniforme convergenza di una successione di funzioni e
la definizione di funzione d’aceumulazione unica di una tale successione.

Le affermazioni («) e (f) del Teor. 4 sono pure equivalenti. Invero: se
vale (x), varrd necessariamente la (2.8.5)', coincidente con la (4.2.2), che equi-
vale alla (4.2.1) ossia all’affermazione (f); inversamente, se vale (f), cioé
la (4.2.1) varrd Pequivalente (4.2.2) coincidente con la (2.8.5)', la quale &
sufficiente per l'affermazione (x) (cfr. n. 4.2, Osserv. 2).

Le affermazioni (o) e () del Teor. 4 sono equivalenti. Invero: 1°) Se vale
(ex), cioe la (2.8.3), in quanto Y(¢; 7) & periodica di periodo 7 si ha anche

[yt + vy — Y+ o7 7)| < e (t=—=1T, v>v,,),
da cui (ponendo {4 vyt = 1)
ly(@) — Y(t'; ] <e >—T4rr, v>v,,).

Qui, fissando per » il valore particolare v, , -1 e ponendo brevemente — 7' -
+ (0, + 1) v =1, s'ottiene

@) — Y5 1) <e  (F>t),
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conclusione esprimente proprio I'affermazione (y). 29) Inversamente, se vale (y),
la risoluzione del Problema del n. 4.1 ci fa concludere con (4.1.3), ossia con (),
dalla, quale abbiamo gid visto che segue (o).

Cid basta per conecludere che il Teor. 4 & dimostrato.

53.5. - Dimeostrazione del Teorema 5.

Sappiamo gia che la funzione (reale e univoca) Y(I; 7) & limitata [cfr.
Teor. 2, 2°)], ora, se supponiamo che valga D’affermazione (o) del Teor. 4,
abbiamo subito, per un noto teorema, che la Y(¢; v) & anche continua,
onde vale la affermazione 1°) del Teor. 5.

Dato, poi, che le affermazioni () e (v) del Teor. 4 sono equivalenti,
valendo (o) vale anche (y), cioe y(¢) e Y(¢; 7) sono aseguali nel continuo in
-+ oo, ed allora per la Osserv. 1 del n. 3.2 resta conclusa l'affermazione 2°)
del Teor. 5.

Il Teor. 5 & cosi dimostrato.
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Riassunto.

Let us depart (§ 1) from the class A . of all, and only, the real, one-to-one, bounded
and continuous in the various + oo neighbourhoods functions.

First of all (§2), for any A . function, we distinguish infinite types of asymplotic
behaviours in oo (briefly: asbehaviours in -+ oo), which are classified in the fol-
lowing way: continwous asbehaviour in --oco, discrete asbehaviours in oo, free
and tterate-step asbehaviours in + co.
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Secondly (§3), for any couple of o, functions, we make an asymptotic comparison
in oo (briefly: ascomparison in --co) of the correspondent asbehaviours in -- co,
and we can oblain either un asequality in +oooran asunequality in + co. We
distinguish: the conlinuous ascomparison in -+ co, the diserete ascomparisons in -+ co,
the free and interate-step ascomparisons in - oco.

Pinally (§4), the usual notion of « asperio dicity in --oco» is introduced. Since
such @ notion is expressed by an asequality in -+ co, infinile lypes of asperiodicity in -+ oo
are oblained; precisely: continuous asperiodicity in -+ co, discrele asperiodicities in -+ oo,
free and iterate-step asperiodicities in -+ oo.

Hence arise the five theorems staled at the end of §1, and proved by §5. Purther
resulis will be given by a subsequent work.



