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MARCELLO CICCHESE ¢ RAIMONDO VALENTINI (%)

Su vari tipi di distanze generalizzate. (**)

Introduzione.

Nel presente lavoro viene presa in considerazione la classe di tutti ghi spazi
topologici « metrizzabili in senso lato », tali ciod che in essi si possa introdurre
una « distanza » soddisfacente alla sola condizione di essere compatibile, in un
senso del tutto naturale, con la topologia esistente.

Dopo aver caratterizzato topologicamente la classe di tali spazi (n. 3), qui
denominati spazi H, vengono esaminate alcune sottoclassi ottenute impo-
nendo agli assiomi che individuano gli spazi H di essere espressi in modo « uni-
forme », cioé soltanto per mezzo di simboli relazionali (n. 4).

Degno di nota & il fatto che gli spazi H di tal tipo possono venire rignardati,
in un senso ancora pilt stretto, come naturali generalizzazioni degli ordinari
spazi metrici. Si dimostra infatti (n. 5) che in essi, in luogo dell’assioma trian-
golare, vale una proprietd del seguente tipo: se x, 9, # sono punti dello spazio,
gi ha:

d(w, 2) <f(d(z, ¥), Ay, 2))

dove f & una qualunque funzione di due variabili reali, soddisfacente a debo-
lissime condizioni ().

(*) Indirizzo degli Autori: Istituto di Matematica, TUniversita, 43100 Parma, Italia.
(**) Lavoro eseguito, col contributo del C.N.R., nell’'ambito del G.N.8.A.G.A. . —
Ricevuto: 9-I1X-1971.

(1) L’idea di una siffatta generalizzazione dell’assioma triangolare & contenuta, sia
pure in forma ancora embrionale, nelle Tesi di laurea, frutto di un lavoro di gruppo,
delle dottoresse MIrNA Davorr, Lia Monri, Gianva PizzarReLLI, laureatesi a Parma
nell’anno 1968-1969.
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Il seguito del lavoro consiste essenzialmente nello studio dei collegamenti
tra le proprietd della funzione f e le proprietd topologiche dei corrispondenti
spazi H.

In particolare, vengono date condizioni sufficienti affinché uno spazio H
sia uniformizzabile o metrizzabile (n. 8).

1. - Richiami e premesse.

Sia Z un insieme, P(F) l'insieme delle sue parti, P(P(E)) linsieme delle
parti di P(E). Consideriamo un’applicazione

(1.1) W: B — P(PE)) .
Mediante la U & possibile definire un’applicazione
(1.2) j(,: P(E)— P(EB)
nel modo seguente: per ogni X c H,
(1.3) X)) ={wveB: VUeW@®), UNX +0}.
Vale la seguente

Proposizione 1.1. ZL’applicazione 3 é una chiuswra & Kuratowsks
per Vinsieme B se, ¢ solo se, Vapplicazione W soddisfa alle sequenti condizions:
per ognt w e B,

(Uy) \ zeU (%);
vel @

(T,) \v4 A4 3 WclUnvV,;
velsw 7€ @ welb ()

() v 3 v 3 WcU.
velW @ 7eW ) vey welbw

Omettiamo la dimostrazione, essendo la Proposizione riconducibile a pro-
prietd elementari degli spazi topologici. Facciamo notare infatti che le (Ty),
(Us), (Us,) costituiscono gli assiomi di un sistema fondamentale di intorni di
un punto # di uno spazio topologico (cfr., per esempio, [2], p. 40).

(*) Porremo indifferentemente al di sotto o a lato dei quantificatori le variabili
da quantificare, secondo le convenienze di serittura.
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Possiamo dunque esprimere il contenuto della Proposizione 1.1 dicendo che
Papplicazione JG & una chiusura di KURATOWSKL se € solo se applicazione U
individua, per ogni € E, una famiglia W(z) soddisfacente agli assiomi dei
sistemi fondamentali di intorni.

2. - Definizione di spazio H.

Nel seguito denoteremo con R, Pinsieme dei numeri reali non negativi e
con R Dinsieme dei numeri reali positivi.
Tissato un qualunque insieme F, consideriamo un’applicazione

(2.1) d: EXE -~ Ry.
Per ogni # € E e per ogni numero (%) ¢ > 0 chiameremo sferoide di centro
e raggio &, e lo denoteremo con o(w, ¢), Vinsieme cosi definito:
ola, &) = {ye B: d(x,y) <e}.
Per ogni #€F e per ogni YCF poniamo inoltre:
Az, Y) = int{d@, ¥}, cr -

T’applicazione d individua un’applicazione AU del tipo (1.1) quando si defi-
nisca, per ogni # di K,
W) = {o(®, &)}scr. -

L’applicazione Jo relativa ad W, definita dalla (1.3), nel presente caso &
tale che, per ogni XC, si ha:

(2.2) H(X) = {we B: d(w, X) = 0}.

In virta della Proposizione 1.1, Papplicazione K caratterizzata dalla (2.2)
sard una chiusura di KURATOWSKI se e solo se I'applicazione U soddisfa agh
assiomi (U,), (Us), (Uy). Chiaramente, Passioma (U,) & sempre verificato. Quanto
a (U,) e (U,), essi sono rispettivamente equivalenti ai seguenti assiomi:

(d) v d(w, %) = 0;
zeE

(d,) Y \v/ 3 Y 3 oy, &) C o(x, &) .
2eE 60 p>0 wyeon §>0

() Resta sempre sottinteso, ogni volta che si parla di numeri, che si tratta di
numeri reali.
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Dalla Proposizione 1.1 discende quindi la seguente

Proposizione 2.1. Un’applicazione d del tipo (2.1) individua nell’in-
sieme I, mediante la (2.2), una chivsura i Kuratowski se e solo se walgono
gl assioms (d,), (d,).

Denoteremo con (Z, d) un insieme % in cui sia stata fissata un’applicazione
d del tipo (2.1).

Diremo che d & una distanza in F se soddisfa a (dy), (d,).

Un insieme F in cui sia stata fissata una distanza d prende il nome di
spazio H.

Sia B uno spazio topologico. Diremo che E ¢ wno spazio H se la sua chiu-

3

sura topologica & ottenibile, mediante Ia (2.2), da una distanza d.

3. - Alcune caratterizzazioni topologiche degli spazi H .

Proposizione 3.1. Condizione necessaria e sufficiente affinché umo spa-
#io topologico B sia uno spazio H & che in esso valga il primo assioma di nume-
rabilita.

La condizione & evidentemente necessaria. Supponiamo allora che E sod-
disfi al primo assioma di numerability. Per ogni @ € F esiste allora un sistems
fondamentale di intorni numerabile, che denotiamo con

%(37) = {Uz}nel\'* ’

dove IV* & I’insieme dei numeri interi positivi. Da WU(x) possiamo ricavare un
altro sistema fondamentale di intorni

C[j({[;) = {Tf.: n e N*

ponendo, per ogni z e V¥,
Ve=U,NnU;N...NnT".

U(x) & chiaramente equivalente a W(w), nel senso che individua la stessa topo-
logia; ed inoltre & tale che, per ogni n € IN*,

(3.1) Vattcyn,
Siano x, y due qualsiasi punti di B, e sia A, y) il sottoinsieme di IN* cosi

definito:
A, y) ={meN*: y¢VI}.
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Se A(w,y) # 0, poniamo: n = minA(w, y). Possiamo allora definire un’appli-
cazione d: E x E — R, nel seguente modo:

Aw,y) =0 = dz,9)=0,
A, y) #0 = diz,y)=1/n.
Gli sferoidi relativi a d sono tali che, per ogni neN¥%,
/in4+1)<e<ifn = o@, &)=V},
e>1 = olw,e)=FE.
Si osserva dunque che la famiglia degli sferoidi di cenfro x costituisce un
sistema fondamentale di intorni equivalente a U(x). L’applicazione d & dunque

una distanza e la topologia da essa individuata coincide con quella preceden-
temente fissata in Z.

In vista di successivi sviluppi & opportuno esprimere in un altro modo il
contenuto della Proposizione 3.1 facendo ricorso alla nozione di relazione.
A tale scopo ricordiamo che se B & un insieme qualsiasi e VCEXE & una
relazione di H, per ogni @€l si definisce:

Vizl={yeE: (z,y)eV}.
Si denota inoltre con A la diagonale di EXE, che & linsieme cosi definito:
A={w y)eExXE: »=1y}.
In un insieme (F, d) denoteremo sempre, nel seguito,
(3.2) Vex0, W, ={(zy)e EXE: dw,y)=2¢c},
3.3) Vex>0, V,={@9eBxXE: d=, y)<e}.

Si riconosce subito che:

(3.4) V.= U W

(3.5) Vizgl= U W,[z]l=o0l,e).

0o e
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Definizione 3.2. Sia F uno spazio topologico e U= {V} una famiglia
di relazioni di Z. Diremo che U genera la topologia di I} se per ogni we F la
famiglia
{V[w]}v eV

costituisce un sistema fondamentale di intorni di # in E.
Dalla (3.5) discende la seguente

Osservazione 3.3. Se (F,d) ¢ uno spazio H, la topologia individuata
dalla distanza d coineide con quella generata dalla famiglia di relazioni {V },. -

Cid premesso, dimostriamo la seguente

Proposizione 3.4. Condizione necessaria e sufficienie affinché wno spa-
#io topologico It sia uno spazio H & che la sua topologia sia generata da wna fami-
glia numerabile di relazions.

La condizione & evidentemente sufficiente in virti della Proposizione 3.1.
Viceversa, se (#,d) & uno spazio H, la famiglia

U= {Vlln}n e N*

(efr. Osservazione 3.3) genera la topologia di B.

Un’altra caratterizzazione topologica degli spazi H & ottenibile mediante
la nozione di successione di ricoprimenti. Si dice che una sucecessione di rico-
primenti {I7,}, . y. di uno spazio topologico B & monotona se, qualunque siano
due insiemi U, V di I7,4, tali che UNV %0, esiste un Well, tale che
WoUNV. Sidice inoltre che {II,}, .y ¢ completa se possiede la proprietd
seguente: affinché un punto x sia aderente a un insieme A4 & necessario e suf-
ficiente che per ogni neN* esista un Uell, tale che ve U ¢ UN A 0.

Un teorema di ALEXANDROFF-URYSHON afferma (efr. [1], p. 75) che uno
spazio topologico & pseudometrizzabile se e solo se esiste una successione mo-
notona e completa di ricoprimenti.

Un analogo teorema vale per i pitt generali spazi H. Pitt precisamente:

Proposizione 3.5. Condizione necessaria ¢ sufficiente affinché uno spa-
zio topologico B sia uno spazio H & che esista una successione completa di rico-
priments.

La condizione di completezza di una successione di ricoprimenti {/7,},.
81 pud anche esprimere dicendo che per ogni # € F e per ogni n € IN* esiste un
Uiell, tale che la famiglia {U,}, .y costituisce un sistema fondamentale di
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intorni di . Pertanto, se in uno spazio topologico E esiste una successione
completa di ricoprimenti, # & uno spazio H in virtu della Proposizione 3.1.

Viceversa, se (I, d) & uno spazio H, la successione di ricoprimenti {I1.}ne ne
tale che I, = {o(®, 1/n)},., & completa.

4. - Alcune classi di spazi H.

Tenuto conto delle (3.2), (3.3), (3.4) ¢ (3.5), Passioma (d,) pud essere
espresso nel seguente modo:

(4.1) v 4 3 W4 \4 3 Vilylc V. [2].

2EE e>0 n>0 o=Ko<n ¥ eWg [x] E>0

Tale assioma pud essere « uniformizzato» spostando il primo e il quinto
quantificatore (insieme con le variabili quantificate) al penultimo e ultimo
posto, ottenendo cosi:

v 3 v 3 v A4 VelylcV, [z].

8>0 7>0 I<<o<y §>0 rel ve Wo [«]

Questa relazione pud anche essere scritba nel seguente modo:

(8 v E| v 3 Woo VeV, ().

e>0 7 >0 0Ko<y E>8

L’assioma (f) & chiaramente pilt restrittivo dell’assioma (ds), e il suo inte-
resse consiste soprattutto nel fatto che in esso i punti compaiono soltanto per
il tramite delle loro distanze.

Se poi, con una successiva operazione di uniformizzazione, scambiamo in
(B) il terzo e il quarto quantificatore, otteniamo:

V 3 3 V ﬂra ° VE c Tfs ’

§>0 n>0 £>0 0Co<

che si pud anche scrivere:

v 3 3 VnngcV .

e>0 >0 £>0

(4) Col tondino o si denota Pordinaria operazione di composizione tra relazioni.
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Ponendo poi d =min{y, & si ha:

() Y 3 VyoVscV,.

eE>0 8> 0

Tale assioma, che ¢ chiaramente piu restrittivo di (8), & significativo perché
esprime una delle condizioni essenziali affinché la famiglia {V}ier » costituisca
una base per una struttura uniforme (efr., per esempio [4], p. 177 ).

In conclusione, possiamo stabilire che in un insieme (I, d) valgono le seguenti
implicazioni:

(4.2) ) = (B) = ().

Nel seguito chiameremo spazio H s 0 spazio H, uno spazio H soddisfacente
rispettivamente a (5) o a (y).

Pil in generale, se (a,), (@), ..., (@,) sono assiomi relativi agli spazi H, chia-~
meremo spazio H, , , uno spazio H soddisfacente ai suddetti assiomi.

5. « Gli spazi Eﬁ.

Per una comprensione piu diretta dell’assioma (), sard utile esprimerlo
nella seguente forma:

vV o3 A4 E| d@,y) =0
(5'1) e8>0 7>0 o<o<ny E&E>0 d(y:2)<f = d(m7z)<8'

Bia D la famiglia dei sottoinsiemi di Ry xR, cosi definita: D e D se e solo
se esiste un 1> 0 (potendo anche essere = -- co) e una funzione h(c) defi-
nita nell'intervallo reale [0, I[ (chiuso a sinistra e aperto a destra), strettamente
positiva, tale che

(5.2) v \4 (0,8 eD.

0<So<l 0§ < ey

Per ogni DeD denoteremo con F » linsieme delle funzioni f: D— R,
tali che:

(5.3) v 3 v 3 A4 o, &) <e ().

E>0 >0 0<o<ny v>0 0<éE<y

(5) 81 pud osservare che la (5.3) rappresenta una generalizzazione della, condizione
che f sia infinitesima in (0, 0).
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Consideriamo poi, in un qualunque insieme (%, d), ’applicazione
g: B*— RY
cosl definita: per ogni (w, vy, 2)e L3,
g(@, ¥, ) = (A, y), Ay, 2)) -

Consideriamo allora, in (H, d), il seguente assioma:

() 3 3 v (=, 2) <f(dz, ¥), Ay, 2)) -

pedD reFp (2,9,2,)€ 9~HD)

Vale la seguente
Proposizione 5.1. In un insieme (H,d) Dassioma (a) ¢ equivalente
all’assioma (B).

Dimostriamo che (@) implica (). In corrispondenza a un qualunque >0
esiste, in virtd della (5.3), un 77> 0 tale che

(8.4) VAR flo, ) <e.

A4
0<o<n v>0 0<E<y
Posto 7 = min{#, I}, dalla (5.4) segue che a ogni o€ [0, n[ corrisponde un
y> 0 tale che f(o, &) < ¢ per ogni &€ [0,»[. Poniamo &= min{», h(o)} e con-
sideriamo tre qualsiasi punti z, ¥, # di ¥ tali che
d(w:?/)sz, d(?/,?«')=§_<§
Poiché risulta (w,y,2)eg(D), dall’assioma (a) e dalla (5.4) discende

d(=z, 2) <f(d(w7 ¥), d(y, z)) = f(o, E) <e&.

Abbiamo quindi verificato 1’assioma (f), nella formulazione (5.1).
Dimostriamo che (8) implica (a). Per ogni ¢>0 e per ogni >0 poniamo:

(5.5) B, ,={>0: W,oV,cV},
(5.6) L={n>0: (Voel0,n], B,,+9)}.
L’assioma (B) pud essere scritto allora nel seguente modo:

(5.7) Ve>0, L, #6.
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Se poniamo
b, , = sup B, ., l.=supl,,

ho)=sup{b, }onor 1 =sup{l}is,,
come conseguenza della (5.7) si ha:
(5.8) Ve>0, ,.>0,
e quindi
(5.9) 1>0.

Inoltre, se & appartiene a B, , (0 a L,), a tale insieme appartengono anche tutti
1 reali positivi minori di & Ne discende che:

{(5.10) 0<é<d, , = £€B, ,,
(5.11) O<y<l, = nel,.
Per ogni o tale che 0 <o <1, consideriamo un % per cui si abbia: o<gy<I,.

Per 1a (5.11) si ha e L,, e quindi, per la (5.6), B, , # 0. Possiamo scrivere
pertanto:

(5.12) 0<o<l, = b ,>0.

Se o ¢ tale che 0<o<l, esiste un ¢>0 per cui si ha o<l,<I. Dalla (5.12)
discende allora b, ,> 0. Possiamo secrivere pertanto:

(5.13) O<o<l = hio)>0.

Fissato un qualunque » tale che 0 < » < h(o), esiste un ¢>0 per cui si ha
»<b, ,<h(c). Dalla (5.10) discende allora v& B, . Possiamo dunque scrivere:

(5.14) 0<y<hicg) = 13 veB, .

e>0
Sia Dc R xRy Dlinsieme cosi definito:
D={(c,6)eR. xRy: 60,1 e £€[0, h(o)[} .

Risulta chiaro, per le (5.9) e (5.13), che D appartiene alla famiglia © prece-
dentemente definita.
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Per ogni seRy e per ogni € Ry poniamo:

Ae={r>0: E<v},

(5.15) K, .={e>0: B, ,NA, #0}.
Si verifica che
(5.16) (0,8)eD = K, . #90.
Basta infatti scegliere un qualunque » tale che &< » < I(c), e tener conto
della (5.14).

Sia f: D— Ry la funzione cosi definita: per ogni (o, §)€ D,
(5.17) flo, &) =inf K ..
La funzione f soddisfa alla (5.3). Fissato infatti un qualunque & > 0, scegliamo
un &' tale che 0 < ¢'<< e Dalla (5.7) discende che esiste un ne€ L, . Per ogni
ce[0,n[ esiste quindi, in virth della (5.6), un veB, ,. La (5.15) mostra
infine che per ogni £€{0,»[ si ha '€ K ,; e quindi:

flo, E)<e'<<e.

Abbiamo dunque dimostrato che fe F,. Verifichiamo ora che con tale f vale
Passioma (a). Considerato un qualunque punto (#, ¥, 2) €g~*(D), poniamo

dw,y) =0, dy,&)=¢.
T chiaro che (o, £)€D. Per definizione un insieme B, , & tale che
(5.18) veB,, < W, oV, cV, .
Dalle (5.15), (5.18) e (b.1) discende:

ceK,, <= 13 veB,, < 13 W, oV cV, = dm2<c.
y>& »>&

La distanza d(z,#) & dunque minore di ogni e€ K, ., e pertanto:

d(z, 2)<f(o, &§) = f(d(wy y), &y, z)) ’

come dovevasi dimostrare.
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Sia D' la famiglia di sottoinsiemi di R, xR, cosi definita: DeD’ se e
solo se esiste un 1>0 (potendo anche essere [ = - co) e una funzione h{o)
definita nell’intervallo reale aperto 10, [, streliamente positiva, tale che

(5.19) v v (0, 6)eD.

t<o<l 0<E< i)

Paragonando la (5.19) con la (5.2) si osserva che
(5.20) DcD.

Per ogni De®D’ denoteremo con F, linsieme delle funzioni [ D-—>R,
tali che:

(6.21) v 3 v 3 i flo, &) <e.

>0 >0 <oy ¥>0 0<E<y
Paragonando la (5.21) con la (5.3) si rileva che, per ogni DeD,
(5.22) Fp,cd,.

In un insieme (#, d) consideriamo allora il seguente assioma

() 3 3 v A, =) <f(d(=, y), d(y, 2)) .

peD’ 1eFp @umesim

Le (5.20) e (5.22) mostrano che
(5.23) (@) = (a).

Se in (H, d) consideriamo inoltre il seguente assioma
() Viz,y)eEXE, Ao, y) =0 < 2=y,
vale la seguente

Proposizione 5.2. In un insieme (B, d) soddisfacente all’assioma (a),
Vassioma (a') & equivalente all’assioma (B).

B chiaro che (B) implica (a'), in virth della Proposizione 5.1 e della (5.23).

Dimostriamo che (a’) impliea (8). In corrispondenza a un qualunque &>0
esiste, in virtu della (5.21), un 7> 0 tale che

(5.24) v 13 vV e, d)<e.

0<o<y »>0 O<E<y



[13] SU VARI TIPI DI DISTANZE GENERALIZZATE 109

Posto 7 =min{7, l, &}, consideriamo un qualunque c&€[0,n[. Se o #0, ad
esso corrisponde, per la (5.24), un opportuno »>0. Poniamo allora: ¢ =
= min {A(s), v}; mentre poniamo &=¢ se ¢ =0. Siano =z, y, » tre qualsiasi
punti di ¥ tali che

&z, y) =0, Ay, ) =E<E&.

Se ¢ e £ sono entrambi diversi da zero, si ha:
(@, y,2)€g™D) .
Dall’assioma (¢/) e dalla (5.24) discende allora:
(@, 2) < f(d(, v), Ay, 2) = o, H<e.
Se ¢ =0, per Passioma (x) si ha »=y. Ne discende
dz,2)=dly,2)<E=¢.
Se £=0 si ha, sempre per lassioma (x), ¥ = 2. Pertanto:

Az, 2) = d{z, y) = o<n<e.

Resta cosi verificato P'assioma ().

6. - Alcuni esempi di spazi Hy.

Un insieme (B, d) si dice spazio metrico se soddisfa ad («) e ai due seguenti
assiomi:

(0) V (@, y) € E?, d(, y) = d(y, ®);
(7) Vw,y,2) el A, 2) <dw,y)+ dy,?) .

8i pud osservare che Pagsioma () & una particolarizzazione dell’assioma (a):
basta infatti porre D = E?, f(o, &) = ¢ + &. Gli spazi metrici sono dunque una
classe molto particolare di spazi Hy, e pill precisamente di spazi H, ;.

Sia (H,d) uno spazio metrico illimitato. Introduciamo in F una nuova
distanza d cosl definita: per ogni (z,y)e EXE,

(6.1) =y = d(,y) =0,

w Ay = dw,y) =1[d@,y).



110 M. CICCHESE e R. VALENTINI [14]

I’insieme (F, d) soddisfa evidentemente agli assiomi («) e (¢). Faremo vedere
che verifica anche Passioma (f). Sia D il seguente insieme:

D={(c,£)e RiXR}: o #¢&}.

I chiaro che De®': basta infatti porre, nella (5.19), 1= -+ oo, h{o)=o.
Sia f: D-» Ry la funzione cosi definita:

V(O‘, E)ED f0'7 §) 5/[0"5[

Osservando che, per ogni ¢>>0, limf(o, &) = 0, si riconosce facilmente che la
&—0

jsoddisfm alla (5.21). Dunque: fe%,. Siano x, %, z punti di ® tali che
(d(w, ¥), d(y, 2)) € D. Tenuto conto che in (&, d) vale Passioma (), risulta:

(6.2) T FY, Yy F#z, E(m’ ) $E(y’ 2) .
In (B, d) vale 1'assioma (7); da esso si ricava:
(6.3) |d@, y) — Ay, ) | <d(@, 2) .

Dalla (6.2) segue che il primo membro della (6.3) & positivo, e quindi tale &
ancheil secondo. Dalla (6.3) si deduce allora:

1 1 Ay, 2)
d(z, z) |d(@, y) —dly, )] |z, y) — Ay, 2)|

Si ottiene quindi: d(=,2)<f(d(z,y), d(y,?)). Cid mostra che in (H,d) vale
P'assioma (a'), e pertanto, in virtt della Proposizione 5.2, Passioma (f).

Resta dunque dimostrato che gli insiemi (%, d) ottenuti col suddetto pro-
cedimento da spazi metrici illimitati (°) sono spazi H, . L’interesse di tali
spazi sta soprattutto nel fatto che, come si vedrd in seguito, costituiscono degli
esempi di spazi H non uniformizzabili.

7. - Gli spazi H,.

Denotiamo con D! la famiglia di sottoingiemi di R.XR,; cosi definita:
De D' se e solo se il punto (0, 0) & punto interno di .D.

(%) Se lo spazio (¥, d) fosse limitato, la topologia di (X, d) risulterebbe essere quella
discreta.
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Per ogni DeD* denotiamo con F} la famiglia delle funzioni f: D— Ry
che siano infinitesime in (0, 0). X facile verificare che:

(7.1) DicD,
(7.2) VDeD, FlcT,.
In un insieme (F, d) consideriamo il seguente assioma:

(a2) E| 3 v AU, 2) <f(dUw, y), Ay, 2)) -

2eDt 1eFh @umerim
Si pud osservare che, in virtu delle (7.1) e (7.2), si ha:
(7.3) (@) = (a).
Ci proponiamo di dimostrare che:
Proposizione 7.1. In um insieme (E,d), Vassioma (a,) & equivalente

all’assioma (y).
Per dimostrare che (a,) implica (y), esprimiamo (y) nel modo seguente:

(7.4) v 1 (@, y) < 0]

= dx,2)<<e.
e>0 §>0 d(y7z)<‘5j )<

Osserviamo poi che D e 1 possono essere caratterizzati dalle seguenti rela-
zioni:

(1.5) DeD' =3 Vv V (0,8eD,

>0 ool O0E<I

(7.6) fed v 3 3 \Y v flo, &) <e.

>0 >0 v>0 O6so<y O0KE<wy

Poiché per ipotesi vale (a,), in corrispondenza ad un qualunque &> 0 consi-
deriamo i valori I, 7, ¥ che intervengono nelle (7.5) e (7.6) e poniamo:

6 =min{l, 9, »} .
Considerati tre qualsiasi punti =z, y, # di I tali che

(@, y)=0<9, Ay, #) =£<0,
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poiche risulta (@, y,2)€g-*(D) (cfr. n. 5), dall’assioma (@) e dalla (7.6) di-
scende
d(z, z)<f(d($y ¥), Ay, z)) = f(07 §) <e.

Resta dunque dimostrato I'assioma (p), come espresso nella (7.4).
Per dimostrare che (y) implica (a,) poniamo anzitutto, per ogni £>0,

L ={(n,»eR;xR}: V,eV,cV, }.

In virth di tale definizione, anche lassioma (y) & esprimibile mediante la (5.7).

Se poniamo
¢=ulL,

e>0
la (5.7) mostra che C s @. Inoltre, se (1, »)eC si ha:

0<n'<n

(7.7) 0< v <

} = (g,v»)el.

Consideriamo ora i seguenti insiemi: per ogni (o, &) € Ry X R.,
(7.8) A, e={mv)eR XR: o<y e E<v},
(7.9) .D={(O', S)ER+XR+: AU_SHC%@}.

- Dalle (5.7), (7.7), (7.8) e (7.9) si deduce anzitutto che D s@. Inoltre, se
(0,8)eD si ha:

0<o'<o

(7.10) O<t < &

} = (o', &eD.

Da cid discende che DeDi. Per ogni (o, &) € Ry X Ry poniamo:
(7.11) K, ,={e>0: L,NA,,+0}.

Vale allora, con i nuovi significati qui introdotti, 1a (5.16). Infatti, se (o, £) €D
esiste un (n,7)ed,, N 0; di conseguenza esiste un e>0 tale che (g, 7)€
€4, .NL, e quindi tale che e€ K, .

Sia f: D+ Ry la funzione definita dalla (5.17). Verifichiamo che feFs.
In corrispondenza a un qualunque &> 0 scegliamo un ¢’ tale che 0 <e&'<<e.
Dalla (5.7) discende che esiste un (n, v) €L, . Scelti ad arbitrio ¢ e & in modo
tale che 0<o<n, 0<&<w, si ha: (1, v)eL,N A, e quindi, per la (7.11),
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g'e K, .. Risulta pertanto: f(g, §)<e'<<e. Abbiamo dunque dimostrato il se-
condo membro della (7.6). Sia ora (=, %,2)eg-Y(D). Ponendo d(z,7y)=o0,
d(y, z) =&, si ha ovviamente (o, &) € D. Dalla (5.16) risulta allora K, ,
Dalla (7.11) si rieava:

ceK, < 3 3V, oV,cV, = dma<e.
n>0 v>§&

Il valore d(x, z) ¢ dunque minore di ogni ec K, ., e pertanto:

@, 2) <f(o, &) = (dlz, y), d(y, 2)) .

Resta dunque dimostrato lassioma (a,).

8. - Proprieta topologiche degli spazi I7,,.

Se in un insieme (¥, d) poniamo, per ogni ¢>0,
(8.1) L={6>0: V,oV,cV},

Passioma (p) pud essere espresso mediante la (5.7). Inoltre & chiaro che se
de L, si ha:

(8.2) 0<d<d = del,.
Cid premesso, dimostriamo la seguente (cfr. Proposizione 3.4)
Proposizione 8.1. Condizione necessaria e sufficiente affinché uno spa-
#io topologico B sia uno spazio H, ¢ che la sua topologia sia generata da una
famiglia numerabile U = {V*}, .y di relazioni tali che, per ogni neN%,

(8.3) Prtio Patic Vo,

Per dimostrare che la condizione ¢ necessaria consideriamo una succes-
sione di numeri reali positivi {e,},.n. tale che, per ogni ne V¥,

(8.4) 0<e,<lfn,

(8.5) ena€L, .
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Una siffatta successione esisterd certamente, in virtd delle (5.7) e (8.2). Se
poniamo V*=V, (cfr. (3.3)), la famiglia U = {V"}, . genera la topologia di
B, in virtu della (8.4). Dalle (8.5) e (8.1) segue inoltre che VU soddisfa alla (8.3).

Per dimostrare che la condizione & sufficiente osserviamo anzitutto che
se la famiglia U = {V"},_y. genera la topologia di B si ha, per ogni neV*
e per ogni €k, weV"[z], il che pud essere espresso dicendo che si ha, per
ogni n e N*%,

(8.6) B Yol AR
Dalle (8.6) e (8.3) discende zbilora,, per ogni nc N¥,
Vn+1 — Vn+1 o A cC ‘Vn+1 ° Vn-;-l I Vn_

Da cid segue che se poniamo, per ogni zel, V'[z]="V}, la famiglia {V}, . y»
soddisfa alla (3.1). Ragionando allora come nella dimostrazione della Propo-
sizione 3.1 si arriva a definire un’applicazione d: B X E -+ R, che individua
una topologia coincidente con quella precedentemente assegnata su . Dimo-
striamo che vale Passioma (y). La distanza d & tale che, per ogni ne V¥,

(@, y)eVr < dlm,y)<<l/n.

Cid significa che V"= V,,. Fissato un qualunque &> 0, sia neN* tale che
1/n<e. Posto 0 =1[(n 1), abbiamo:

VyoVy= Vio Ve Vi = ¥y, C V, .

Le condizioni affinché la famiglia {V },., sia una base di una struttura
uniforme possono essere scritte nel seguente modo (cfr. [4], p. 177):

(8.7) vy dcV,,

e>0

(8.8) v 3 VstcV,,
e>0 >0

(8.9) v g VsoVscV,.
e>0 >0

Definizione 8.2. Un insieme (%, d) si dice a distanza uniformizzante
se la famiglia {V,},., costituisce una base di una struttura uniforme.
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Proposizione 8.3. Un insieme (E,d) distanza uniformizzonte & uno
spazio H,, ¢ la sua topologia coincide con gquelle individuata dalle strutturae
uniforme.

Le (8.7) e (3.5) mostrano infatti che per d vale Passioma (d;), mentre la
(8.9) coincide con l'assioma (y). (&, d) ¢ dunque uno spazio H,. Inoltre, per
P’Osservazione 3.3, la topologia di (B, d) coincide con quella generata dalla
famiglia {V}.,, © quest’ultima coincide con quella individuata dalla strut-
tura uniforme.

Proposizione 8.4. Uno spazio H,, ¢& a distanca uniformizzante.

Basta notare infatti che dagli assiomi (dy), (o) e (p) si deducono immedia-
tamente, nell’ordine, le (8.7), (8.8) e (8.9).

Dalle Proposizioni 8.3 e 8.4 discendono i seguenti corollari:

Corollario 8.5. Uno spazio H, & wno spazio H,, se ¢ solo se & a distanza
uniformizzante.

Corollario 8.6. Uno spazio H,, ¢ untformizzabile, e la sua struttura
uniforme ammette come base la famiglia {V}, -

15 utile osservare che per uno spazio H la condizione di essere a distanza
uniformizzante non coincide necessariamente con quella di uniformizzabilita,
non potendosi escludere che esistano spazi H uniformizzabili la cui distanza d
pon sia uniformizzante.

Ricordiamo il seguente importante teorema sugli spazi uniformi (cfr. [4],
p. 186):

Teorema (i metrizzazione. Uno spazio uniforme & pseudometriz-
zabile se e solo se la sua struttura uniforme ha una base numerabile.
Dal Corollario 8.6 e dal Teorema di metrizzazione segue:

Proposizione 8.7. Uno spazio H,, ¢ pseudometrizzabile.

Basta infatti notare che la famiglia {Vyj.},cn costituisce una base della
struttura uniforme dello spazio.

Infine, tenuto presente Passioma («) (cfr. n. 5), si ha:

Proposizione 8.8. Uno spazio H,,, & metrizzabile.

9. - Esempi e osservazioni sugli spazi H; e I, .

Sia (#, d) uno spazio metrico illimitato e sia d la distanza definita in F
dalla (6.1). Abbiamo visto (cfr. n. 6) che (Z, d) & uno spazio H,,;. Ci propo-
niamo di studiare la topologia B introdotta in E da d.
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Sia A4 un sottoinsieme di B, e 4 la sua chiusura in 6. Ricordando la (2.2)
si riconosce che

(9.1) A={weB: dw, 4)=0}.
Ponendo S(x, 4) = sup {d(z, a)},.,, dalla (6.1) discende:
(9.2) Ve¢d, dw,A)=1/S(z, 4).
Le (9.1) e (9.2) mostrano dunque che

(9.3) Vo¢gd, xed < S@ A)=-+oco.

Poiché in (F, d) vale Passioma (7) (cfr. n. 6), fissati un qualunque x¢ A e
un qualunque y€ A si ha:

Vac A, d(y, a) —d(@, y) <d(w, a) <d(z, y) + Ay, a) .
Da cid segue:
Sy, 4) —d(=z, y) <8(w, A)<d(z, y) + S(y, 4) ,
e quindi:

(9.4) S@, A) =+ o0 < Sy, 4A) = + oo

Poiché abbiamo scelto ye .4, si ha 8(y, 4) = + oo se e solo se 4 & illimitato
in (B, d). Dalle (9.3) e (9.4) discende dunque:

Vo¢Ad, wed < A ilimitato in (&, d).
Da cid segue, in conclusione:
A limitato in (B,d) = A=A,

A illimitato in (B,d) > A—F.

Si osserva dunque che in G gli insiemi chiusi diversi da B sono tutti e soli
quelli limitati in (E, d).
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Siano U, V due qualsiasi aperti non vuoti di G; necessariamente si ha
UN7V 0. In caso contrario si avrebbe infatti:

TNVy=0U J=E (),

e quindi (E,d), come unione di due insiemi limitati, risulterebbe limitato,
contro I'ipotesi fatta all’inizio.

(E,d) non & dunque uno spazio di HAUSDORFF, € neppure ¢ uno spazio
regolare o normale. Di conseguenza esso non ¢ uniformizzabile (efr. [5], p. 17 9).
In (B, d) non vale dunque (cfr. Corollario 8.6) 'assioma (y).

In conclusione, gli insiemi (F, d) costituiscono una classe di spazi Hz non
soddisfacenti all’assioma (y) e non uniformizzabili. Resta pertanto dimostrato
che l’assioma () & effettivamente pilt generale dell’assioma (y).

Bibliografia
] A. ArrerT et KY-FFAN, Bspaces Topologiques Intermédiaires, Hermann, Paris 1951.
2] V. Curccuccy, A. Toanori e E. VESENTINI, Lezioni di Topologia Generale,
Feltrinelli, Milano 1968.
[31 8. Crampa, Distanze non mecessariamenie triangolari, Boll. Un. Mat. Ital. (3)

2 (1963), 125-137.
[4] J. L. Kerrey, General Topology, Van Nostrand, Princeton 1955.

[51 W.J. PerviN, Foundations of General Topology, Academic Press, New York
1964.

Summary.

Various types of generalized metrizable spaces arve presented. Particularly, some gene-
ralizations of triangle inequalities are introduced and examined.

(7) Con { intendiamo il passaggio all’cinsieme complementare ».






