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Smwyvio CINQUINI (¥)
Un teorema di Calcolo delle variaziomi. (**)

Tn una Memoria di alecuni anni fa (*), dedicata agli integrali eurvilinei (dello
spazio, in forma parametrica, dipendenti dagli elementi differenziali di ordine
non superiore al terzo)

3%23): fF((I)(S), y(s), ()3 @'(s), y'(s), 2'(8); Ugy Vo Wai Usy Vg 'w:x)ds )
@@

ove s & la lunghezza dell’arco rettificato, e (essendo R- la flessione, e 4, u, v
i coseni direttori della binormale) per brevitd di scritbura

= 2=/ (9)y'(s) — ')y (5)
&) 0 = L=y 67—y ©) )

wy =% = #(5)a'(s) — 2'(5)2'(8) »

ty = o 2= 06)97(6) — "Y'
2) b= E =y — @2

“%—§§=wmw@—www@,

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universith, Pavia, Italia.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nagionale per 1'Analisi Funzionale e
le sue Applicazioni. — Ricevuto: 20-X-1971.

1) §. CmNnqQuini: Sopra Desistensa dell’estremo per una classe di integrali curvilinei
in forma parametrica, Ann. Mat. Pura Appl. 49 (1960), 25-72. Nel seguito tale lavoro
verrd citato quale Memoria A.

Come allora abbiamo fatto presente, I'impostazione dei problemi in questione &
stata fatta in modo da assicurare I'indipendenza dell’integrale curvilineo dal parametro;
successivamente la trattazione viene svolta assumendo, per semplicitd, come parametro
la lunghezza s dell’arco rettificato.
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abbiamo stabilito, mediante il metodo diretto di L. ToNELLI (dalla scomparsa
del quale si compiono 25 anni), teoremi di esistenza del minimo assoluto nel-
Iipotesi che la funzione I sia inferiormente limitata.

Pur considerando soltanto classi di curve contenute in un campo limi-
tato 4, dello spazio (w,y,2) (%) e tenuto presente che in ogni caso &

'3(s) + y'3(s) + 2%(s) = 1,

oltre alle derivate terze anche quelle del secondo ordine possono assumere
valori, i cui valori assoluti sono comungue grandi. Pertanto si presenta spon-
taneo rilevare, nelle presenti righe, un teorema esistenziale relativo al caso,
in cui la funzione ¥ non & inferiormente limitata. Analoghe ricerche sono state
fatte nel passato per integrali in forma ordinaria (anche doppi); tuttavia sia
i risultati allora raggiunti, sia le relative dimostrazioni sono notevolmente
diversi da quelli del presente lavoro.

Nell’enunciato del Teorema (n. 2) figura una costante % > 0, la quale &
efficacissima per Papplicazione del Teorems stesso, come viene posto in luce
mediante qualche esempio (n. 3, b), ¢)). Circa la dimostrazione, piuttosto
delicata, del Teorema in questione richiamiamo quanto abbiamo gid avuto
occasione di rilevare (oltre 20 anni fa, nel caso di curve piane): particolare
attenzione ¢ richiesta da quelle classi di curve le cui lunghezze hanno limite
inferiore nullo, nel qual caso la curva minimante pud essere costituita da un
solo punto. Infine un ulteriore esempio (n. 4, ¢)) prova che la condizione y)
(gid introdotta nella Memoria A) & essenziale per la validitd del Teorema del
n. 2, nel senso che non sembra possibile atbenuarla in alecun modo.

Terminiamo queste righe introduttive, citando sia le ricerche di A. W. J.
STODDART () per integrali di forma molto generale, dalle quali, come caso
particolare, si deducono risultati per integrali dipendenti da derivate di ordine
superiore, sia la trattazione di H. 8. P. GrASSER (*) basata su un’arbitraria
metrica di FINSLER.

1. - Generalita.
Per tutte le generality rinviamo alla Memoria A (%), limitandoci a qualche

(*) Per il caso in cui il campo A dello spazio (x, ¥, ) non & limitato, nulla aggiun-
giamo a quanto abbiamo asserito nella Memoria A [vedi (%%) a pi¢ di pag. 58].

() Vedi, per esempio, Semiconiinuity of integrals, Trans. Amer. Math. Soe. 122
(1966), 120-135.

(*) A Monograph on the General Theory of Second Order Parameter-invariant
DProblems in the Calculus of Variations (pp. 86), Pretoria 1967.

(°) Vedi Cap. II, § 1, pp. 52-54.
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richiamo:
Flw,y, 25 @34y 25 Uy Vay Wy5 Ugy Vs Wy)
& una funzione:
10) definita e continua assieme alle proprie derivate parziali del primo
ordine F,,, I,,, Iy, in ogni punto (w,y,2) di un campo A,, che, nel presente

) Vg?
lavoro, viene supposto limitato, per ogni terna (2', %', 2') con a2+ y'2422>0
e per tubti i valori reali di u,, vy, Wy, Usy Vgy Wi

20) positivamente omogenea di grado 1 rispetto alle variabili &', y', 2';
30) tale che sia F(z, ¥, 2; 0,0, 05 ty, Vs, Wy; gy Vay W) = 0.

Curve ordinarie €9 & ogni curva rettificabile
& s=als), y=y@), z=2s, (0<s<I)

(ove s & la lunghezza dell’arco rettificato), per la quale le funzioni x(s), ¥(s), 2(s)
sono assolutamente continue insieme con le loro derivate dei primi due ordini,
ogni punto (z(s), ¥(s), #(s)) appartiene al campo 4,, ed esiste finito 1'integrale
(secondo LEBESGUE) &, indicato nelle considerazioni introduttive. Inoltre
ogni curva costituita da un solo punto & una curva ordinaria %%

Infine ricordiamo le seguenti identitd:

@)  me=weitwi=[0y —o YT+ W —y Rt P T =
= a"%(s) + y"*(s) + 2"%(s) »
11 a 172 .
(4) l—gg—ﬁ—i—[@j—g] = a5+ v + ws =
f— [a}l ylll — wlll yl]g + [yl zl// — ylll zl]z __1_ [zl wl/l — zl/[ wl]z —

= @"3(s) + 4"3(s) + 2"(s) — [*(s) + y"*s) + #"Hs) Py

ove 1/T & la torsione.

2. - Teorema.
Sia 39 un integrale quasi-regolare positivo, sia

. ' 1 Ie - —
(5) F(myy, 25 &Y'y 25 Ugy Vyy Wo5 Ug, Vg, W3) =
— - ' 7 YA .
= Fo(, Yy 2} &'y Y's 75 Ugy Vay Waj Usy Vgy Wy) —

ool il sl .
— Tz, 4, 25 @'y Y’y &5 Uay Vyy Wy gy D3y Ws) 5
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esistano due funzioni Dy(t), Di(8), (0<t <<+ oo) continue, non negative, non de-
crescenti, con Dy(t) concava verso Palto e

. Dy(t)
lim 2 = oo
©®) et T
e un numero ' >0 in modo che sia
(7 Dy(t) > D,(t), T<t<+ ©0),

¢ st possa determinare almeno un numero h > 0 in modo che in tutto il campo A,
per ogni terna normalizeata (x',y',2') e per tutti i numeri reali Ugy Doy Wyy Uy,
Vg, Wy St

(8) Fy > @o(Vius -+ v3 -+ wl) Fy< Oy(hVui + v + wl) .

Allora esiste il minimo assoluto di I in ogni classe K, completa @i ordine 3,
di curve ordinarie €%, soddisfacente alle sequenti condizioni:

o) esiste un numero L' >0, in modo che ogni curva di K® ha lunghezza
non superiore a L';

y) (%) esistono due numeri A, I', con 0<A<l, I'>0, in modo che su
qualungue ourva ordinaria €9 & E© lo disuguaglionza

(9) [@"3(s) + y"2(s) + 2"2(5)]* < A[5"%(s) + y"2(s) + 2"%(s)]

é verificata per quasi tutti quegli s del rispettivo intervallo di definizione, per
t quali ¢

(10) Va')(s) + y"(s) + #"%(s) >1T'.

Dimostrazione.

a) Infatti sia %5 una curva di KW, e sia 3%75’,3): M,. Escluso il easo

ovvio, in cui non esiste aleuna curva di K@, per la quale & I8 < M, {(perche
allora la curva minimante & la stessa #5), possiamo limitarci a considerare
la sottoclasse K costituita da quelle curve di K@), per le quali &

(11) I < M, .

(°) 1 significato geometrico della condizione ) & gid stato rilevato nella Memoria A
[vedi (*°) a pié¢ di pag. 63].
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Inoltre facciamo presente che nella dimostrazione del Teorema enunciato
distinguiamo, per chiarezza, i seguenti casi:

10) Se esiste almeno una curva di K®, per la quale & J¢w <0, inten-
diamo che sia M,< 0.

90) T M,> 0, e le lunghezze delle curve di K’ hanno limite inferiore
w>0.

30) B M,>0, e il limite inferiore delle lunghezze delle curve di K &
uguale a zero.
fi evidente che non sussistono ulteriori casi da esaminare, e che, per il
modo nel quale & stato individuato il 1°) caso, nei casi 2°) e 39) non esistono
curve di K, per le quali & I& < 0.

b) Rileviamo che in corrispondenza a ogni numero positivo %, scelto
in modo opportuno, risulta per tubti i >4

(12) Do(V (1 — 2) A112) — Dy(ht) >
con
(13) H=31V(@A— 1)1 D+*By(ht)) > 0.

Infatti, in virth della (7) e delle ipotesicui soddisfa la funzione D,(t), esiste
un numero ¢* con hi'>% in modo che, per tutti i t>1", valgano entrambe le
diguguaglianze

(14) Dy(ht) > Dy(R1),
D+, (ht) > 0;
scegliamo per ¢, un qualunque numero positivo con
(15) to =1, to> 1, to>2 hm ,
e inoltre, soltanto nel 2°) caso,

(16) t, >V M, (wH)™ .
Siccome @,(t) & concava verso 1'alto, per ogni ¢>1, risulta

Bo(v (L — ) A 12) — By(ht) > [V (L — A) 27282 — hi] D+ Do)
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e anche, tenuba presente la terza delle (15) e la non decrescenza di D+D,(h 1),
Do(V(1— 1) 17182) — Dy(ht) > [V (I — 2) 7t — I 12 D+ Dy(ht) >
> 3V (L — 1) 182 D+ By(ht,);

e da questa disuguaglianza, in virtu della (14), segue immediatamente la (12).

c) Nel presente capoverso e nel successivo consideriamo simultanea-
mente i casi 1°) e 20), in entrambi i quali possiamo affermare che, per ogni
curva €® di P

@z = (s), y=y(s), z=2(s), O<sg ),

esiste almeno un valore s, (appartenente al rispettivo intervallo (0, L)), per
il quale vale la disuguaglianza

@an Va2 (s,) + y"3(s,) + 2"%(s,) < 1, .

Infatti, se esistesse qualche cwrva di K& con

(18) Va'y(s) - y"2(s) + #%(s) > 1,

per tutti gli s di (0, L), in virtd delle (5), (8) e della condizione y), tenute pre-
senti le (3) e (4), risulterebbe per quasi tutbi gli s di (0, L)

F>Q,(Vul+ ol + ws) — Oy (hV'uf + i + ws) >

> OV (L= D 77 (a2(s) + 972(5) -+ 2"2(s))) — B,(WVaP*(s) = 3725) + #7(3))

e quindi anche, per le (11) e (12),

(19) M, > B [ [or2(s) + yo(s) + 22(s)]ds .

\

Siccome il secondo membro ¢ positivo o nullo, nel 1°) caso & immediato
che la (19) & impossibile. Nel 2°) caso dalla (19), in virth delle (18) e (16),
segue

My>HLM,(wH)* > M,,

¢ Passurdo & pure evidente,
Quanto abbiamo asserito all’inizio del presente .capoverso & cosi provato.
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d) Proseguendo esame simultaneo dei casi 1°) e 2°) (tra i quali non occorre
alcuna ulteriore distinzione), osserviamo che, posto

t=N“/Er,

dalla (12) segue

(20) Gy (V1— 272) — Oy(h VA7) > Hy 72,
con ~
H,= HV7,
per ogni T>7, con
t
(21) T = “{;‘/93 ®

Tnoltre in virth della (6) possiamo fissare un numero 7,>71, in modo che,
per ogni 7>7;, sia verificata, assieme alla (20), la disuguaglianza (7)

(22)

Hyt < G (Ve —T11).

Cid premesso, considerata una curva qualunque %) di K®), decomponiamo
il rispettivo intervallo (0, L) in quattro pseudointervali E,, E,, B, B, nel

seguente modo:
in quasi tutto #; &
Vo (s) - §"Hs) + 256) > 7,
ed & verificata la (10);

in quasi tutto B, &

,\/mlllg(s) + ,yl/lz(s) + z’”z(«S‘) < 7,'(')

ed & ancora verificata la (10);

in quasi tutto F, & simultaneamente

V" (s) + y'3(s) + 2"2(s) < T,

infine in quasi tutto E, &

V" (s) + y":(s) + &™) < T,

,\/wlllg(s) + y"’2(8) + z’”Z(s) < ‘L’(’,;

,\/wlllg(s) + ylllg(s) + z”’z(S) > '5(')_

{7) Cid & conseguenza ovvia della (6), in virtd della quale esiste un v* tale che, per

ogni v >7*, risulta

VeH,Vr — It < D, V72— T1),
o

dalla. quale, per ogmi > 4/2I", segue immediatamente la (22); in definitiva basta as-
sumere 7, uguale al maggiore dei tre numeri 7,, 7%, 4/2I™.
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Per la (20) e per la condizione ), tenute presenti le (4) e (3), abbiamo

J-'\/.’I}"”Z(S) F y™2(s) + 2"2(s)ds <

< H;! f [Dy(V1— AVa"s Ly 2"2) — @l(la\’i/IWw”’z + "4 2"2 )] ds <
P

< H(;—l f [@0(\/50’/’2—{".1/’/12'!_ P (wllz +yllg+ zllz)g)*Ql(lb\/m)] ds<
Ey
< Hit [ [@o(Vaig + v} + w) — By(hVul + v + w})]ds.
Ey

Si ha in modo ovvio

Ef Va"(s) + y"2(s) + 2"2(s) ds < 7, m(T,),
e siccome, ancora per la condizione y), &
f D, (V" -y 2"2) ds < f Qﬁl(h\“/ﬂ“/m””—{—y”’z+z’”2) ds < &,(hV V7)) m(E,)
Es By

con evidente artificio risulta

J‘ vm,,,2(8) + ylllg(s) + zllla(s) ds <

<7,m(B,) + Ho—lf [Do(Vud + vf + wl) — Dy(hVuz + v + wi)] ds +
’ + H7 1 @,(hV2V7)) m(E,) .

In modo anche pilt semplice si ottiene

f ,\/wmz(s) + ylllz(s) + zlllg(s) ds <
< Ty m(By)+-H [ [Bo(V s F03+05) — Bu(WV uf o) Jds+ Hy* @y (h ().

Infine, usufruendo della (22) e procedendo in modo analogo, risulta

TV ) + ) as <

<H;* [ /g £y T ds <
A ‘
< H{l f @O(lellz + yl”z 4 27— (" + yllz F zllg)z ds <
By

<H;| [Do(Vuz + 03 + wl) — Dy (hVu; + v} + wi)]ds + Hy' @y(h ) m(H,) .
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Sommando membro a membro abbiamo

[V @ Ty )+ 27H0s) ds < Hy [ [@ufV it oitaws)— (Y aitvit wi)] dst-

+ 74 [m(B,) + m(By)] + H [By(hV 2V 7)) m(B,) + O, D) {m(Bs) + m(E)]],

e quindi, tenute presenti le (5) e (8), in virtt della (11) e della condizione c)
risulta, per qualunque eurva di K’

(23) [Va(s) + 973 + #"%(s) ds < My Hy? + N, L',

con

N, = 1,4+ H [@,(h¥IV7) + &, )] .
Essendo, per 1’assoluta continuitd di 2"(s), y”(s), #"(s), per ogni s di (0, L)
lo"(s) | < |a"(s0) |+ [a"(s)|ds
8
ly" () 1< 19"(s0) |- [ 1y"(s) |ds

2()] < [#"(s0) |+ [ 12"(3)]ds ,

e anche 2 maggior ragione

Va'(s) + y'2(s) + () <

< Va2 (sy) + 473(50) + #"(5) +V[ [la"(s)|@s]+ [ [ly"(s)|asP+[ [12"(s)|ds]* 5

in virth di una nota disuguaglianza (8) per le (17) e (23) abbiamo

L
(24) V" (s) + y"3(s)+ 2"2(s) < to+ f V" y"e o 2" ds< by M Hy ' N L.
0

Allora esistenza del minimo assoluto di Il nella sottoclasse K segue
immediatamente da un nostro teorema di esistenza (°), perche, posto

OWaEF v+ wh) = Po(Vuld + 05 + wh) — By(hlt + Mo H + Mo L)

(8) Vedi, per esempio, G. H. HArDY, J. E. Lirtnewoop, G. Porya, Inequalities
(Cap. VI, teorema 201, pag. 148), Cambridge University Press 1952.
(°) Vedi Memoria A [n. 34, pag. 58].
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e tenuta presente la (3), in virtl delle (5) e (8) e della non decrescenza di Dy(2)
risulta

P> O+ o+ ul),

ove D(t), che & inferiormente limitata, soddisfa alle ulteriori ipotesi del nostro
citato teorema esistenziale, mentre per la (24) ¢ verificata la condizione p)
del teorema stesso.

e) Oggetto del presente capoverso e del successivo & il 39) caso, nel quale
possiamo estrarre dalla sottoclasse K almeno una successione di curve

(25) Py EDy s B,
con
Ea: T=0a(8) s Y=Yuls),  z=2,(s), (0<s<Ly),
tale che sia
imL,=0,
n—> 4 co

e che la successione (25) converga verso una curva %%, costituita da un solo
punto.

Prima di proseguive, preso ad arbitrio un numero e con 0 < g <1, ripren-
diamo le considerazioni del capoverso b) e dell’inizio di d) scegliendo il numero
Ty, che, nel presente capoverso, per chiarezza indichiamo con 7, in modo che,
oltre alle disuguaglianze

t” P ‘\4/2

T > = T > o= >2h
1 \4/;», 1 \4/11 1 m

(dedotte dalle (15), tenendo presente la (21)), sia verificata anche la

4 M,
-+ &7 0
(26) D+ Do(hi/2 1) > - — -
Pertanto per ogni 7>, &
@7 O (V1—ir?) — &y (hVit) > H, v

con

(28) H, = 1V1— 12 D+®y(hVir,).
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Inoltre sia 7, un numero non inferiore a 7; e tale che, in virti della (6
1 1 b b
per ogni T>7, sia verificata, assieme alla (27), la disuguaglianza

(29) Hyv < Go(Vrr—T4).

(id premesso, considerata una curva qualunque % della successione (25},
siccome per ogni coppia di valori s, s,, con s;<< 8,, appartenenti all'intervallo
(07 I’n)’ é

82

i) — aalsn) | < [ |ei(s) s < [ Vi)  470) + @6) ds

81

procedendo in modo identico al capoverso d), ma usufruendo delle (27) e (29),
risulta

|@n(82) — @a(81) | < Mo HT* + Ny L
con

Ny = v+ B [6(hVAV ) + O],
e anche, tenute presenti le (28) e (26),
lx;z(sz) - 7"::(31) I <}e+ N,L,,
con

No= o+ 1 e M [B,(Iv/T) + BGI)].

Allora, determinato »' in modo che per ogni n>n' sia L,<§eN;? pos-
siamo concludere che, per ogni coppia 8, s, di (0, L,) con n>n/, valgono
le disuguaglianze

(30) ‘w:;('gg) - mv:(sﬂl <é, Iy;(sz) — Yn(54) |<e, 12:2(32) - z:z(sl)l <e.

f) D’altra parbe, decomposto ogni intervallo (0, L,) in due pseudointer-
valli E,, By, ove in B, &

\/w:l(s) + ?/::2(3) + 22(8) > b,
(con #, soddisfacente alle (15)), mentre in H, risulta

V@i (s) + ¥i(s) + 4s) <t

in virti della (12) abbiamo

[2s) + 3ik(s) + 2s)]ds <

< H [ [@o(VI— D) 17 @i i+ 2) — BVt i+ 47)]ds + (@)

I
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e anche, tenute ancora presenti, assieme alle (3)y (4), (B), (8), (11), le ipotesi
y) e «),

[1526) + 9i2) + #2(6)ds <

< H [ [®o(Vul + 0F + wl) — Oy (hVul + 02+ wi)]ds + & m(E) <

<H-| [o(Vai T i) — By (i Vui+vi+ws)] ds-[H-1 @, (ht,) + £]m(E]) <N, ,

ove si & posto
Ny = M H- 4 [H2Py(ht,) + 3] L.

Allora, siccome per qualunque coppia di valori distinti $1; Sz, cCON §;,<C &,
di (0, I,) risulta in virth della disuguaglianza di SCEWARZ

a9 — alfon)| < [ [offs) s < V (6 50) [ai3(s) s < VE T,

8

6 evidente che, determinato #” in modo che, per ogni n> n’, sia L,< ¢2 N, et
risulta

valz(sz) - m;l('gl)l <&, i?/r,n(sz) - ?/'/1(31” <e&, !Z;(Se) — 2a(81) I<e.

Pertanto, per ogni intero positivo » maggiore di entrambi i numeri n'y n”
sono verificate simultaneamente le ultime tre disuguaglianze e anche le (30),

vale a dire (°) ¢3 & una curva di accumulazione della classe KP, e siccome

tale classe & completa di ordine 3, % appartiene a K&, ed evidentemente,

per quanto ¢ stato convenuto nel capoverso a), rende minimo 3% nella classe K,

3. « Esempi.

Qualche esempio illustra le ipotesi del Teorema del n. 2, sopra tutto
(vedi b), ¢)) per quanto si riferisce all’efficacia della costante .

a) Sia

F=Va'* 4 y? + 22 [VI+ ul - 0+ wl log (1+ ud-+ vf 4 wd) —
~ V14 uz+ vi+ wi log (1 +VIF ui + o] + wl)].

(*°) Vedi Memoria A [n. 26, pag. 54].
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Bagta assumere

Bo(t) =VIF 12 log(L+ ),  Py(t) =VI4 1 log (2 1);
la (7) ha luogo per ¢>2, mentre la seconda delle (8) & soddisfatta per h=1.

b) Sia
d,=[—1l<o<l, —1<y<l, —1<2<1],
F=Vat -yt + 22 [ul 4 o} 4 wi— (2 +Vor + g7+ 22)(us + 03+ wi)] .

Agssumiamo

By =Var+ g + 22 (ug -+ v; + i) ,

Fy=Va?F y®F 222+ Var + gt + 22) (uz + v+ w3)

D) =1,  By(t) = 12+ V3) 3
cosicchd la (7) & soddisfatta per i>0; d’altra parte, essendo

F, < (2 -+ V3) (us+ v+ wi)

1a seconda delle (8) & verificata per b= 2. '

e) Sia

F=varityrte? [VIfui+os+ wi—Vitui+ o+ wi].

Assumiamo
Dyt) =1+ ), Dy(t) = 2 + 1%

in tal modo la (7) & soddisfatta per t>4/6.

Inoltre &

Fy=Va*+ g+ 22 V14 w3+ ws >
> 3L+ ud -+ o} w) = Bo(Vad + o5+ u})

F,=Vo? g2+ 22 Va4 u+ vp 4 wi <
< 2+ U+ v+ wi = O (hVul + 0%+ wi)

per;h =2,
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d) Vogliamo rendere esplicito che le ipotesi dell’enunciato del n. 2 non
riducono, in ogni caso, il problema dell’esistenza del minimo assoluto alla con-
siderazione di una sottoclasse di curve, le cui flessioni sono ugualmente limi-
tate. Questa affermazione & posta in piena luce dall’esempio del presente capo-

verso, nel quale, analogamente a quanto & stato fatto in altri problemi, con-
sideriamo inizialmente una successione di archi di cicloidi,

Sia
(31) €, €9y ..., CD, ...
con
2 8
T = 2,(s) = -~ ATCCOS (X—ins) —L(L— Lns) o8 s?
ASH

1
Y=1y,(s) =8s— §n82

2=12,(s) =0, (sn<<s<sh),

3 3 1
r "
ove 8= —, Sn_—~—+m, e

—— e o 1
F=Vyrf yr L e [u§+v§+ Ws — 7700 (4 + vi + WE)] .

Ogni curva della successione (31) & definita da funzioni continue assieme alle
proprie derivate dei primi tre ordini, con

7

1 8 , 1 ’
Zn(8) =—4:n\/;ts-—82’ ?/n(s)=1"_;'ns7 Za(s) =0,

vale a dire il parametro s rappresenta la lunghezza dell’arco rettificato. Risulta

-1

»o s . 8
7260+ 930 + 50 = (Fs =),
e siccome la funzione

8
(32) gs)=_s—s*, (shi<s< 8h)
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3

& crescente, la flessione ¢ compresa tra

n n

Vi tmt—Ins V15’
4

o wo s 8 -3
@2 (8) -+ Yn'(8) + 2a7(8) = 16m~? (ﬁ 8§ — 32) y

2 2 2 4 2 8 -3
Uy vgFwzg=|-—5¢ ~8—821 .
n v

Tenuta presente la crescenza della funzione g(s), si constata elementarmente
che la condizione y) & verificata per I'=0, 1= 63/64. T pure evidente che
sono soddisfatte le ulteriori condizioni dell’enunciato del n. 2, assumendo

Abbiamo

Jrg(a) =dp1—ns
con

e 2 (8 ~3 1 -t
— — - @ e Q2 e —_ 82
Spy = j (% s) (ns 8 ) ds , 100 J ( §—$8 ) ds .

Per quanto abbiamo rilevato poco sopra, risulta

1 1 n? 1 1

Ju2< {700 208 15— 33000 72"

D’altra parte, siccome la funzione integranda di J,, & decrescente (1), tenuto
presente che per ogni intero positivo n o

f1 12 1 1y 1 1 1\-2 1 4
5;(1—5;;) (15 ;«—z;:s) >—2—,;52(15+1~—;) = o 63’

(1) Posta tale funzione sotto la fbrma; $9%(s)g3(s) (ove g(s) & la funzione (32)),
la sua derivata prima :

1{29(6)9'(5)9"(s) — 39"()}g(5)
& negativa in (s,, s,), essendo g(s) > 0, g'(s) > 0, g"(s)< 0.
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con calcoli elementari si verifica la doppia disuguaglianza

8
633

11
2:15% o "

< Jn,1 <

| e

Vale a dire, siccome J,;>J,,, (n=1,2,...), & J¢w > 0; d’altra parte & evi-

dente che

3)

Im 35 = 0.

(
=>4 oo ©n

Pertanto, se consideriamo assieme alle curve della successione (31) 1la
curva € costituita dal punto (0, 0, 0), otteniamo una classe di curve ordi-
narie %@, la quale risulta completa di ordine 3, e nella quale €% rende minimo
Tintegrale considerato,

4. - QOsservazioni.

a) I intuitivo che Pipotesi o) & essenziale per la validitd del Teorema
del n. 2, Cid si verifica immediatamente, considerando la funzione

F=vVar 4y 4 2 [u + oi+wi — Vi + vl + wi ],

e la classe, completa di ordine 3, di curve ordinarie

( _n+1 n e
@ =008 | s
() ; ~n+lsen ® s
el Y= " 1
1
7=, (0<s<2m(n -+ 1)),

che si oftiene per n=1, 2, ....

Risulta
27(n--1)

n
I = | — ds=—2xn
Cn n+ 1 ?

0

il cui limite inferiore & — co.
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b) L’ipotesi ») ha un ruolo fondamentale nella dimostrazione del Teo-
rema del n. 2, la cui validitd pud venire a mancare, se tale ipotesi non & sod-
disfatta, come si verifica immediatamente, usufruendo della funzione indi-
cata in a) e di una classe di ecurve gid considerata (12), per la quale & A== 1.

¢) Vogliamo approfondire quanto abbiamo osservato in b), facendo pre-
sente che la condizione y) non pud nemmeno essere attenuata, come risulta
dal seguente esempio. ‘
Sia

4, =0<e<gl, O<y<l, O0<e<l],
F o= ,\/T—‘H’T{‘—,z 2 9 s 4, 2 2
=Va't+4y't 42 103—1—'1)3—{—@03—-5(%2—{—’02—{—102) y
e consideriamo la successione di archi di eliche cireolari, che si ha per n=1, 2, ...,

a.
& = @,(s) = r, cOS ;ﬁs

n

A @y
Y =ynu(s) =r,sen-—s
n

L & = Z,,,(S) = b,,S, (0<3<Ln),

ove

= i b, = i = |8 il Ln=seno———;
=08 gy =sRen Ty T et ) T e

& evidente che il parametro s rappresenta la lunghezza dell’arco rettificato e
che le curve considerate hanno lunghezza non superiore a 1/4/2.

Le funzioni, dalle quali & definita ogni curva %, sono continue insieme
con le loro derivate dei primi tre ordini, quindi ogni cwrva % ¢ una cur-
va ordinaria €®. Inoltre le curve considerate, le cui lunghezze per
n—>-+4 oo tendono a zero, costituiscono una classe completa di ordine 3:

infatti la curva costituita dal punto (0,0, 0) non & curva di accumulazione

(**) Vedi Memoria A [n. 34, Osservazione II, pag. 61].
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di ordine 3 (**) per la classe considerata, essendo (come si verifica, elementar-
mente)

2
YalLn) — Yn(0) = — g—" sen (5:1“ Ln) =

7T 7T
sen jcos m sen m
2(m+ 1) n — ’

g M4
STt D \/S‘mz(n+ 1

= — C0§®

Iy

il cui limite per n — 4 co & —1.

i
g 3 " a oy "y "3 ai
wn(3)+yn(s)+zn(s)=;§7 T (8) + Yn (8) + 24 (s)z;;’
n ”
at (1l — a2 ad b?
w4 o 4 g = BT pral
T 78
mentre

[92°(s) + 9a’(s) + 22°(9)]* = anlwn’(s) + 4:2(s) + 29T

pertanto in corrispondenza a ogni curva della classe considerata esiste un
numero A, = cos*/2 (n -+ 1)) < 1, per il quale risulta

[@2°(s) + 9(8) + 25(9)]* = Au[@¥(s) + 927(s) + 2%(s)]

Perd, tenuto presente che &

#i~» oo >4

'+ Vz(8) + 1(s) + 22(s) = lim [cosz E;;_l) (\/sené(ngﬁ)—l]= + oo,

lim i, =limad=1,
>3- n— -4 0
non esiste alcuna coppia di numeri I'>0, 0 < A< 1, in modo che sia verifi-

caba la condizione y).
D’altra parte & ovvio che la funzione F soddisfa a tutte le condizioni del-

Penunciato del n. 2, assumendo

I
=

D,(t) = t2, D,(t) = gta, =0, h

(*®) Vedi loc. ecit. in (%9).
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Tuttavia nella classe considerata non esiste il minimo di J%% , essendo per
ogni intero positivo n

Lﬂ
o — [ [t _tal
e = i T g 2 ds =
rh 9 2

0

—-—cos4—-—n—-— en n 082 i 4> £
=cost oty "y P imrn 9 5?

con

lim inf 38y = —

Py

|

Résumé.

Il s'agit d’un théoréme dexistence duw minimum absolu pour les intégrales, portant
sur des courbés de 'espace donndes en forme paramélrique, et qui dépendent des dérivées
des trois premiers ordres, dans Uhypothése que la fonction sous le signe d’intégrale ne soit
pas inférieurement bornée. Les conditions de validité du Théoréme sont éclairées par des
exemples.






