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Le formule di interpolazione di tipo misto,
di Lagrange e Hermite,
per la classe delle funzioni del tipo

fle) = ¢ + a2 p(z). (%)

1. - Introduzione.

Quando siano assegnati » punti distinti @,, @,, ..., #, dell’intervallo [—1, 1],
il polinomio di interpolazione di LAGRANGE & quell’unico polinomio, di grado
< n—1, che assume nei punti datii valori prefissati 4,, ¥,, ..., ¥,, mentre il
polinomio di interpolazione di HerMITE € quell’unico polinomio, di grado
< 2n—1, che assume nei punti dati i valori assegnati e, negli stessi punti,
derivata prima assegnata (per esempio, derivata prima nulla). '

To logico chiamare polinomio di interpolazione di tipo misto di LAGRANGE
¢ HERMITE un polinomio che in alcuni dei punti dati assuma i corrispondenti
valori assegnati e abbia ivi derivata assegnata (per esempio, uguale a zero)
e negli altri punti assuma i valori prestabiliti, senza aleun vincolo sulla deri-
vata in tali punti.

Polinomi di interpolazione di tipo misto di LAGRANGE e HERMITE sono
stati studiati recentemente da P. Szasz (1), il quale, estendendo un suo pre-
cedente risultato su tale argomento (*), ha costruito il polinomio 8,.(x), di
grado < 2#, che nei punti &, @,, ..., @,, 1, cioé negli » punti distinti dell’in-

(*) Indirizzo; Via Nino Bixio 2, Firenze, Italia.

(**%) Ricevuto il 22-VII-1965.

() P. Szasz, The extended Hermite-Fejér interpolation formaulae with applic-
ation to the theory of generalized almost quasi-siep parabolas, Publ. Math. 11 (1964), 85-100.

(2) P. Szasz, On quasi Hermite-Fejér iﬁterpolation, Acta Math., Acad. Seci.
Hungar, 10 (1959), 413-439. :
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tervallo (— 1, 1) con 'aggiunta del punto estremo -+ 1 (oppure — 1), assume i
valori assegnati ¥, ¥s, ..., ¥a, 9, rispettivamente, e che nei punti =y, o, ..., @,
assume derivate assegnate g/i, Yoy oo y, (non viene cioé assegnata la derivata
nel punto 1).

Egli ha inoltre provato che se f(z) ¢ una funzione continua nell’intervallo
[—1, 1], supponendo che i punti fondamentali siano gli zeri del polinomio di
Jacosr PP~ 3(g) (3), nell’ipotesi che si assuma

¥ = (@), Yo = f(@.), ey Yn = [(®), 7 = (1)

e che sia

]:l/; <a (@ costante, i =1, 2, .., n),
si ha uniformemente in [—1, 1]
1) lim Sy () = f() .

T~ 03

In tale ordine di idee, noi studieremo, in questa Nota, il polinomio di inter-
polazione &,,(pc), di grado < 4n, che nei 2» punti a4y, @, ..., ¥, assume rispet-
tivamente i valori 4;, ¥., ..., ¥2n ed ha ivi derivata nulla e che inoltre si annulla
nel punto 0, senza alcuna condizione sulla derivata del polinomio stesso in tale
punto. In altri termini noi supporremo che il punto in cui non si assegna la
derivata del polinomio sia interno all’intervallo (—1, 1), mentre nel lavoro
di Szasz tale punto ¢ un estremo dell’intervallo (%). .

Proveremo poi il Teorema: Se @@) ¢é una funzione continua nell’in-
tervallo [—1, 1], posto f(z) = ¢ + @2 () (%) e assegnati nei punti fondameniali
X1y Loy ey any Che supporremo essere gli zeri del polinomio di Tchebycheff
di prima specie w,(x) = cos 200, @ = cos 0, per Su(®) i valori f(a,), f(w), veey
f(m,,), con @;n(mi) =0 (i =1, 2, ..., 2n), st ha uniformemente in [—1, 1]:

) lim 8,,(z) = f(@) .

fn—>0

(3) G. Szrad, Orthogonal polynomials, revised ed., New York 1959.

(4} 11 punto in cui non si assegna la derivata potrebbe essere, anziché Iorigine, un
qualunque altro punto interno.

(°) Si osservi che la costante ¢ pud essere assunta uguale a zero, come noi faremo per
semplicita.
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2. = I1 polinomio §,.(v).

Per costruire il polinomio S,,(#) senza ricorrere alla formula di HERMITE (%),
costruiremo, in primo luogo, il polinomio di LAGRANGE, di grado < 4%, che nei
punti 0, @y, @ -~ Ry @, T -+ By ouoy Do, Ban + b assume i valori 0, ¥y, ¥1, Yo
Yoy +ov3 Yamy Yon rispettivamente.

Sard,
@) L) = ,Z s [n,;(:vj”(f)_ e o ,L)] ,
dove
(4) Wa@) = & wa(@) wa(z— h),
con
(5) 0 (®) = e(@— x)(@— @) ... (T— ;) (¢~ 0).

Fissato # e passando al limite per h — 0, si ha:

E4,,<.’U) = lim Ldn(w) =

h—0
2n 1 l ,
=1im ¥ 4, W,z [ - + = :
>0 kgl Y @) W ,’1(‘731;) (m — ) H’;(xh + M) (z—a— k)]’

e tenendo conto che &
W) = @ on(my) oulty—R),  Wa(m + 1) = (@— h) ou(@) oule, + b),

si ottiene

—_ : 2n @ 1 Z(w) (@) .
o St = g [1- (e el

7 !
&Ly W, (‘Q/k) @, (x,;) (w — &y

che soddisfa alle condizioni richieste, essendo, come si verifica subito

(7) Efln(o) = 0: Em(wk) = Yk, Sz;n(mk) = 07 (7" == 13 27 vees 2”’)-

(8) G. Saxsons, Moderna teoria delle funzioni di variabile reale, Parte II, N. Zani-
chelli, Bologna 1952 (cfr. p. 394). :
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3. - Dimostrazione del Teorema enuneciato.

Si scelgano ora, come punti fondamentali, gli zeri del polinomio di TcHE-
BYCHEFF di prima specie,
W,(%) == cos 2n0, @ = cos b, (—I<ael),
cioé i punti
2k — )=
4n

z, == c08 0, = cos
e assumiamo come valori del polinemio, in tali- punti,

Yr = 5, p(ay) (k=1 2, .., 2n),

rispettivamente, cioé i valori assunti ivi dalla funzione f(z) = x? @(x).
Dalla (6) avremo:

— 2n 1 ), L .

(0"({1}];) (m - mk)

o0 anche

cos? 2n6-cos 6
9)  Sin(w) = P Z P (o 5 oos gyt 1008 O sen® . — (cos 0 — cos 0,)],

con w =-cos .

Si consideri ora il polinomio interpolante di HERMITE che nei punti z,,
Byy .eey Eoy ASSUmMe rispettivamente i valori f(w), f(x), ..., (@) e la cui deri-
vata si annulla negli stessi punti. Esso ¢ dato dalla formula (7)

cos? 2n.6

(10)  Hy (& 4%22 it m (1 —cos 0 - cos 0;) cos® Oy,

ed & un polinomio di grado < 4m— 1. Inoltre, per il noto teorema di FEJER (%),
tenuto conto che la funzione f(#) = 22 ¢(«) ¢ continua in [—1, 1], si ha:

a1y hm H4”_ (x) = x2 @(z),
e cid uniformenente in [—1, 1].

(7) Cfr. annotazione (5).
(8) Cfr. annotazione (7).
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Dalle (9) e (10) si ha ora:

1 2= cos? 20 0

Bunl@) = Hypol®) = 7 3 glas)

Sl vl (cos 8 — cos 0,)?

[(1 —cos 0 - cos 0;) cos? 0, —

— c080), - cosO - sen20;, + cosf - (cosd — cosl)] =

1 2 c0s22n 6 1 28

== B —— — )2 = -, 2200 .
Mzkglqp(%) (6050 — cosd® (cosf — cosly) 4%’,_,72:1 o) cos? 2n0

- Quindi sard

1 an
— % @) cos? 2nb .
403z

(12) Ejn(w) - H.m—.l(m) '%"

Essendo ¢(«) continua in [—1, 1] &

1 on | 1 2n . (o]
29 f— ) < —
%2]21 (@) cos? 208 | < ™o 1;-:1'99(%) <

con C costante assoluta. Ne viene allora

1 Spn() = lim H,, (@) = 2° p(a),

T O3 n—>x

come volevasi dimostrare.

Summary.

An approxzimation theorem, for a class of continuous functions, is proved.






