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ALpErr CRUMEYROLLE (%)

Sur quelques interprétations physiques et théoriques

des équations

du champ wunitaire d?Einstein—Schrédi‘nger. (**)

Iniroduction.

1. - De la relativité restreinte aux théories unitaires.

Lia théorie de la relativité restreinte a été batie sur I’électromagnétisme dans
le but d’étendre & toute la physique la loi d’équivalence des repéres galiléens
que Pon postule dans la dynamique newtonienne du point.

Dans le cadre géométrique constitué par un espace & quatre dimensions
improprement euclidien ou de MINKOWSKI est apparue la possibilité de réunir
dans un méme champ de tenseurs antisymétriques F** le champ électrique et
le champ magnétique qui apparaissent comme étrangers I'un & l'autre dans
Pespace euclidien ordinaire &,; de la mécanique newtonienne. Cependant dans
le cadre de la relativité restreinte la gravitation ne regoit auncune explication:
¢’est un phénomeéne singulier superposé aun champ électromagnétique.

(*) Adresse: Faculté des Sciences, Université, Toulouse, France.
(**) Recu le 20-VI- 1961.

Thése présentée & la Faculté des Sciences de I’Université de Paris et soutenue
“le 5 Mai 1961 devant la Commission: M. A. LICHNEROWICZ, président; MMeS ToNNELAT,
BRUHAT, examinateurs.
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Dans le cadre de la relativité générale le champ de gravitation est représenté
& l'aide d'un tenseur symétrique 9;. Ou tenseur des potentiels de gravitation,
il fournit sur une variété riemannienne & quatre dimensions une métrigue de
type hyperbolique normal qui permet une géométrisation compléte du phé-
nomene de gravitation en dehors de la matiére et en 1’absence de champ élec-
tromagnétique, la loi de NEwToN étant remplacée par six conditions indépen-
dantes imposées & la structure de Pespace-temps, et les trajectoires des par-
ticules devenant les géodésiques d'un espace de RIEMANN quadridimensionnel.

Néanmoins, & Vintérieur de la matitre, et & Vextérieur s%l existe un champ
électromagnétique la géométrisation introduite est insuffisante pour expliquer
les phénoménes mécaniques et physiques et on doit faire appel & un tenseur
d’énergie T, symétrique qui s’obtient par extrapolation des résultats classiques
sur la mécanique des fluides (cas intérieur) 6u de la théorie de MAXWELL-LORENTZ
(cas extérieur) sous leur forme tensorielle.

Les théories unitaires se proposent de fondre en un méme hyperchamp le
champ électromagnétique et le champ de gravitation, les lois physiques tirant
leur explication d’une structure géométrique imposée a IEspace-temps en
dehors de toute hypothése phénoménologique. On réalise 'ambition d’une telle
explication, bien dans I’esprit de la philosophie cartésienne, et qui loin de suivre
pas & pas les résultats de l'observation et de I'expérience, prétend les devancer,
incorporant leurs apports actuels dans une vaste synthése et leur fixant tout
un programme de vérifications a posteriori.

Comme la donnée de la métrique d’un espace épuise ses propriétés géoms-
triques il faut nécessairement dans une théorie unitaire dlargir le cadre de la
relativité générale soit en augmentant le nombre des dimensions de la variété
(Théorie de JoRDAN-THIRY) soit en se placant dans le cadre plus général des
variétés 4 connexion linéaire et on aboutit ainsi & la théorie d’BINSTEIN-SCHRE-
DINGER. (est & cette derniére que nous allons consacrer la premiére partie de
cette étude. Nous renvoyons pour Uexposé de la genése de cette théorie au livre
de M. LicunmrowIcz [12].

Les équations du champ d’EIsTEIN-SCHRODINGER peuvent se déduire d'un
principe variationnel que I’on utilise aussi en relativité générale: c’est en quelque
sorte une extrapolation du cas dit « extérieur», le cas intérieur devant dispa-
rajitre en un certain sens. On sait que les éléments fondamentaux en sont un
champ de tenseurs non symétriques g, . et un champ de connexions r;, éga-
lement non symétriques. Ces éléments n’ont a priori aucune signification phy-
sique: on ne pourra leur en trouver que selon la nature des relations qu’ils ont
entre eux, ces relations devant redonner, au moins de maniére approchée, celles
de la théorie phénoménologique. EINSTEIN pensait que son ultime théorie uni-
taire contenait la possibilité d’explication de tous les phénoménes physiques
at ssi bien dans le cas «intérieur » que dans le cas « extérieur ». Il ne semble
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pas que les travaux effectuds depuis sa mort par ses successeurs justifient 2
Pheure actuelle un tel optimisme; par contre ses équations nous paraissent bien
adaptées & une interprétation physique compléte dans le cas « extérieur » la
présence de matiére étant lide aux singularités du champ.

En bref, nous avons voulu montrer que cette théorie rend compte du champ
créé par des corps sphériques chargés ou neutres dans le vide qui les entoure,
loin de ces corps et dans des hypothéses de vitesses faibles relativement a celle
de la Iumiére. Tout cela semble bien s’appliquer aux objets astronomiques et
& certains corpuscules élémentaires de la physique atomique.

2. - Rappel sommaire des interprétations anterieurement proposees et résumé
de la premidre partie de notre étude.

La relativité générale donnant une géométrisation satisfaisante des phéno-
menes dans le cas extérieur en ’absence de champ électromagnétique, & Paide
@’un champ de tenseurs symétriques, conduisant & des coefficients de connexion
également symétriques — ceux de RIEMANN-CHRISTOFFEL —, il était naturel
de lier le champ électromagnétique & la partie antisymétrique des tenseurs ou
des connexions. D’autre part, la méthode dite des singularités de EINSTEIN,
INFELD, HOFFMANN (1938) permet de déduire les équations du mouvement d’un
corps en utilisant simplement les équations du cas extérieur: une extension de
cette méthode en théorie unitaire était bien indiquée, INFELD et CALLAWAY
ont donc essayé de déduire, par cette méthode, les équations du mouvement des
particules neutres ou chargées, des équations d’BINSTEIN-SCHRODINGER. Mais
si leur méthode redonne bien, comme il fallait s’y attendre, les équations du
mouvement des particules neutres, elle conduit & ce résultat paradoxal que le
mouvement des particules chargées ne serait pas influencé par la présence d’un
champ électromagnétique: c’était la faillite compléte de la théorie unitaire ou
du moins de son interprétation. ’

La méthode de CALLAWAY-INFELD & été reprise et améliorée par PHAM TAN
HoANG qui arrive cependant au méme résultat négatif que ses prédécesseurs.

A notre avis ’échec de ces tentatives résulte d’un mauvais choix des coeffi-
cients susceptibles de représenter les composantes du champ électromagnétique.
Le choix de ces auteurs conduit & supposer en premiére approximation qu’une

certaine fonction ¢ est harmonique au sens usuel et de la forme —~, 4 désignant
"
une constante et » la distance ordinaire; or une étude approfondie des équations

conduit & choisir pour ¢ une fonction biharmonique 1;« By 4 Cr (Bet(
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étant des constantes) et pour le champ électrique le potentiel harmonique
K-Ap, K désignant une nouvelle constante.

A notre connaissance TREDER (cf. [26]) et CLAUSER (cf. [5]) ont signalé les
premiers la possibilité d’utiliser pour ¢ une fonetion biharmonique, mais leur
interprétation est différente de la nétre en ce qui concerne le choix des coeffi-
cients susceptibles de représenter le chamyp électromagnétique: I'un et Vautre
lient directement ce champ & la partie antisymétrique des potentiels g, > alors
que dans notre travail il est 1ié & la partie antisymétrique du tenseur de Ricor
La publication de CLAUSER (cf. [5]) ne contient aucun résultat sur les équations
de MAXWELL, celle de TREDER (cf. [26]) examine le probléme et constate des
contradictions qu’elle ne résout point. D’ailleurs 'un et I’autre conservent
aussi ¢ comme potentiel électrostatique: le choix d’un potentiel proportionnel &
Ap, fonction harmonique léve la plupart des difficultés. ﬂ

Le probléme du mouvement des particules chargdes est résolu par CLAUSER
et TREDER. Le premier utilise un superpotentiel déduit des identités de conser-
vation mises par SCHRGDINGER sous forme d’équations en divergence ordinaire.
(cf. [24], p}). 109—113). Le calcul d’un flux nul sur des sections d’espaces & struc-
ture euclidienne lui donne les conditions cherchées. Par la méthode d’INFELD
et HorrMANN, TREDER obtient aussi les mémes équations.

Dans notre travail, apres avoir obtenu les équations de MAXWELL-LORENTZ
dans le vide, nous avons abordé le probléme du mouvement des particules en
reprenant au début une méthode analogue & celle de PraM TAx HoANG, mais
en conduisant ensuite les calculs de maniére différente par une utilisation plus
compléte des conditions d’isothermie allégeant considérablement les calculs:
nous retrouvons ainsi par une méthode nouvelle les équations déja obtenues
par OLAUSER et TREDER; cette méthode parait aussi moins artificielle que celle
de ces auteurs qui choisissent pour leurs intégrations des combinaisons assez
arbitraires des composantes du tenseur de Riccr.

La premiere partie de ce travail se termine par un chapitre consacré i la
recherche d’un tenseur d’énergie électromagnétique, probléme délicat, car les
résultats de la relativité restreinte n’ont jamais été sur ce point convenablement
généralisés, et de plus le tenseur d’énergie que l'on considere habituellement
n’est pas défini de fagon intrinséque: seule sa divergence a une signification.
Nous avons montré que la partie symetrique % ;=y¢,,, donne un accord remar-
quable mais tout de méme imparfait avec les résultats de la relativité générale,
quand on lutilise loin des particules pour construire un tenseur d’énergie.
D’autres solutions sont possibles mais aucune ne donne des résultats parfai-
tement satisfaisants si on les compare & ceux que donnent ’étude du probléme
de CAUCHY. :
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3. - Un nouveau formalisme unitaire.

On a déja tenté de géométriser et d’élargir le cadve des théorie unitaires
et nous citerons les travaux de M.me MAURER-TISON sur les connexions coaf-
fines, ceux de LENOIR qui partent d’un point de vue voisin, ceux de GROSJEAN
sur les espaces « semi-métriques octodimensionnels », de MorrAT & variables
de champ imaginaires.

Certains de ces travaux présentent le défaut de n’apporter quun nouvean
schéma dans lequel s’incorporent des résultats connus et rvien d’autre. I1 est
difficile d’interpréter physiquement les nouvelles variables de configurations
ufilisées par certains auteurs et le recours & un espace-quotient parait bien
artificiel.

En utilisant une technique voisine de celle de M. LicuNerowicz dans I'étude
des connexions presque complexes, nous plongeons la variété fondamentale W,
dans une variété plus vaste V, ce qui nous permet, sans augmenter le nombre
des variables de configuration, d’introduire un espace tangent octodimentionnel
et facultativement de nouvelles variables de champ. Nous avons montré que
Pon pouvait continuer & utiliser un tenseur symétrique g,,;, et surtout le théo-
réme de Ricct qui donne une grande souplesse & toutes les opérations de déri-
vation covariante. Les identités de Ricor et de BIAncHI redonnent des résul-
tats connus mais de maniere trés simple et trés naturelle. L’usage des notations
(+ —) d’EixstEIN pour les deux sortes de dérivées covariantes devient inu-
tile. Dans cette nouvelle optique le choix des équations de champ est largement
arbitraire: c’est un probléme que nous n’avons fait qu’aborder, nous étant
surtout attaché & mettre sur pied un nouveau formalisme. Nous proposons un
systéme d’équations susceptibles de redonner dans un cas particulier celles
d’EINSTEIN-SCHRODINGER mais pouvant aussi s’interpréter de maniére essentiel-
lement différente pour le champ de gravitation, lequel s’accompagnerait d’un
champ de « magnéto-gravitation » qui est au premier ce qu’est le champ magné-
tique relativement au champ électrostatique. Tous les champs seraient repré-
sentés par les parties anti-symétriques des tenseurs de Riccr et satisferaient
& des équations en tous points analogues.

Ce travail n’aurait pas vu le jour sans les conseils et les encouragements de
M. le Professeur LicHNEROWICZ, du Collége de France, & qui j'exprime ici mes
plus sincéres remerciements. Je remercie également M.me M. A. TONNELAT ef
M.me Y. BrRUHAT dont les indications ont eu pour moi beaucoup de prix, sans
oublier tous ceux, qui, bénévolement, m’ont communiqué les résultats de leurs
travaux. '
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PREMIERE PARTIE

CHAPITRE 1.

RECHERCHE ET INTERPRETATION D’UNE SOLUTION APPROCHEE
DES EQUATIONS DU CHAMP UNITAIRE.

§ 1. - Rappel de résultats fondamentaux. Préliminaires.

1. - L’hyperchamp de base.

Sur une variété différentiable V, & quatre dimensions on se donne indépen-
damment une connexion linéaire & vecteur de torsion nul Lj et un champ de
tenseurs g, ,, relativement au repere naturel de coordonnés locales #* (x == 0,
1, 2, 3).

Comme en relativité générale nous supposons que la variété est de classe C?,
C* par morceaux. Le tenseur fondamental g, , étant de classe 01,(? par morceaux.
Des hypothéses sur la différentiabilté de ¥, et des formules de changement de
coordonnées pour les coefficients d’une connexion linéaire il résulte qu’ il faub
supposer les Ly continus et de classe (? par morceaux.

Nous supposons de plus que:

a) g = dét (g,,) # 0, le tenseur g ; est régulier;

b) la forme quadratique @ (u) = g,z u* u” est non dégénérée, de type
hyperbolique normal.

La condition a) entraine l’existence d’un temseur g** tel que:

ug 972 =0pe 97 = 0% 5

g*” sera dit associé & g,
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2. - Les tenseurs déduits de g.p par syméirisation ou antisymétrisation.

Nous poserons:
Gop = oy + bopps gf =1F 4 m*P
avec
hmﬂ = Jup s | kaﬂ = 1«81
1%F — gmﬁ) , maﬁ — g[Aﬁ] .

On peut montrer (conférer [12], page 255) que ’hypothése b) entraine la
régularité des tenseurs 7 et 1, .

3. = Les équatioxis du champ.

Rappelons ici le systéme des équations du champ ([12], p. 266):

(1.1) a_a g).lu - ng gny — Lg.u gi.u == 0?

(1.2) ag{,\/m g[Qﬁ] } — a@ é[eﬁ] =0,
2 ' ’

(1.3) P ,— 3 (0,85—0;8,) =0

(8!, vecteur covariant arbitraire) dans lesquelles

7 =/Talo",
P B 04 L:B - aﬁ L, + LZG f‘iﬂ—LZp L3

&

on sait que localement le systéme précédent peut étre remplacé par le systéme
suivant: :

(11) ag g/".;;— ng gay — LZu g/”.a =0 ?
(1.4) " Lt =8, =0,
(1.5) -P(gﬁ) =0,

(1.6) Ox Py + 85 Py + 0, Progy = 0.
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4. - Quelques formules remarquables.

Nous inspirant des calculs de M. A. TONNELAT (cf. [24]) nous poserons:
L;, = L?m F S5 S5

[13’]

et formerons & P’aide (1.1) la combinaison algorithmique qui conduit en géomé-
trie riemannienne aux symboles de CHRISTOFFEL. Il vient ainsi:

. .
3 (0, 9,, + 9, Jou ™ 0y u2) = L7, h,, — L7, k., -+ L3, &y,

puis en prenant la partie symétrique:

e
Ly = % (8, By 4 3 Ty — 8, 1) + W70 (85, by 4 ST,

o) s

(L.7) =17 s b o8t k)

. (V%) 1;“# Jh B wo Yol -+ Ao Moul -

Nous poserons:
(1.8) - = (8, by + 89, k) ke,
on obtient ensuite par antisymétrisation:
) hre R

(1'9) S}..u = ? (a,u ]"}o _T“ a 7‘/ - a 7"#/) —L h ( (/a) + L(uo) k )'

Nous aurons également besoin plus loin d'une forme remarquable du tenseur
de Riccr P, que nous allons écrirve:

wy

Posons:

ol o
LIW 1[“’ Jh qu ’Suv ?

02, = U + 82

ny = uy wr*
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I1 vient:

R h I
U},_ @A @/Qu + VQ @Q _——Vr U{[ H

“o uy

(1.10) P, =R,+ 0O

ur

p— 4 Pt Na
U}.“ Ao 7T Mgy

R

‘uy

désigne le tenseur de Riccr costruit avee

[v1
Ve o

Par symétrisation de (1.10) on obtient:

h

U}.—(Uftg Ul;;?v + S;tg S’;{r) + VQ Uﬁv -

(1.11) P, =R - U

(1) v v

1 7 /1
- é (VD U!L+ v.u Ua')'

§ 2. - Les équations approchées.

1. - Hypothése de champ faible et des vitesses faibles.

IS

Le systéme des équations du champ unitaire étant trés difficile & étudier
dans le cas général, nous nous bornerons dans ce qui suit aux hypothéses sui-
vantes: Nous admettons que les composantes du tenseur 9.5 sont développables

jusqu’a un certain ordre suivant les puissances de - (¢ = vitesse de la lumiere).
C

: . . R I .
Les développements des h,; s’identifient (& Pordre 2 ou 3 en - suivant les
. B (}

indices) aux développements de MiNkowskI de la relativité générale.

Les indices 4, j, & étant « spatiaux » ainsi que tout indice latin, 0 étant un
indice temporel, les dérivées d’indice 0 sont d’un ordre inférieur & celui des dé-
rivées par rapport aux composantes spatiales,

(hypothése des vitesses faibles).
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2. - Développements limités des composantes du tenseur fondamental.

A. CRUMEYROLLE

(10]

Par analogie avec les résultats obtenus en relativité générale par M.me Hux-
NEQUIN [8] nous poserons done:

(8;; = tenseur de KRONECKER) .

11 vient alors:

(1.13)

(1.14)

20, 1
hyp =1 — - 00? -+ 0 {“3]
c? ¢t}
oy 1
h(); == +0 ’{(—5}
U
Iy = 05— 20y 30 -+ 0{
4 ¢2
4U
ho=dét (h,) =—1——=
Boo =1 L "UE’ L0 (i]
c? ot
% 1
hot = ;5 -+ 0 {;5}
il = e §1 284 Voo 0{
1 02 [

1
ct

J

(@)

(8

Quant aux développements de k,;, pour des raisons qui seront justifiées

a posteriori,

(1.15)

nous les prendrons comme il suit:

Fop =Fky =0

i 1
koi == — ki = 'f—g +0 [’«'}

Bis 1
by = [ZJ + 0 (;] .

)

Nous déterminerons ensuite les développements de I, 1., m* et m,,.
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Par des calculs que nous ne reproduirons pas, SCHRGDINGER montre que:

| ] -
g =Rk b R, B R

g, I, k, I désignant respectivement les déterminants de 9ugr Rougs By 1,55 un caleul

- \ 0 P 3 1 z . » i
& peu pres immédiat montreque k = 0 {—1—0 } (ce déterminant sera supposé non
¢

nul) et que:
; : n
g==0-+4+0 al-
es calculs faciles montrent alors que:

kit= 0 (03), kil= 0 (02) .

Des formules suivantes [18]

R h k
R SR T N A
g e

g

ko .k
m = - kT LSRR
g g )

L =l + Ty Top, 107

nous allons déduire d’autres résultats:

1
- L 0 [M] , B Zlfhl\e hpe kﬂ 0 [_]:} ,
ot q e o’
' 1 1 1
MmO = e gy O {;—J , m =Ly -+ 0 [5‘} , lp = h,v‘,ﬁ -0 [;4] .

3. - Développements limités des ceefficients de connexion.

Nous utiliserons essentiellement les formules (1.7) et (1.9) établies plus haut.

Comme L, fait intervenir les S}, et inversement, nous devons évaluer un

ordre de grandeur des différents termes de (1.7) et (1.9).
. , ¥ 1 1 .
Si L, =0("), n>-—1, [ , | est d’ordre - ou —, comme on le voit
: 1 2 Ja e e

d’aprés les développements des h,,, il faut que S, contienne un terme dont

9. - Rivista di matematica
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Pordre en ¢ est supérieur ou égal & 1, en égard aux développements des k.
Mais alors d’aprés (1.9) comme le premier terme du deuxiéme membre est
d’ordre ¢” avee p <—2, il faudrait que dans le 2.éme terme figurat un L7,
d’ordre 3 au moins en ¢; en revenant & (1.7) on verrait qu’il existe un 8},
d’ordre 5 en ¢, ebc.; on arriverait ainsi & trouver des L., dont 1’ordre dépassé
relativement 4 ¢ tout entier positif n, ce qui est absurde physiquement.

Done les L, sont par rapport a ; d’ordre supérieur a 1.

D’apres (1.9) on voit que les S, sont d’ordre supérieur ou égal & 2.
En premiére approximation les Lf;, sont donc égaux aux symboles de

; ” 2 . 1
CHRISTOFFEL de b 4, le deuxiéme terme de (1.7) étant d’ordre 4 au moins en - .
X 4

Des calculs agsez longs nous conduisent alors aux résultats suivants:

( —2,T 1
Ty =57+ 0 5]
. =0 1
(1.12) Ly = TOO + 0 [;J

1 _ . |
Ly = pe (— 0i 0; Ugo + 6;0x Uy + 6,05 Ugo) + O &1],

’ — 3, Uy 1
Ly =—5—+0 H
1 ai o + aj o; 1
(1.12) Zop = (80 20O+ 2525 0[]

Y By oty — B, o 1
Loy =5 [52 0, Ugy — ’—0—2‘“&] +0[7J,

il

(L13) gy, = Put a;(fi“’"’ % b ¢ L;lz] ,
r 8, = 9 ﬁ,.'——(i: Uuo) P + 0 ’{c—lﬁ} (avec sommation en k)
(1.13") 80, = 0 ﬁ""’a;’i;' + 0By +0 Eﬁ}
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4. - Les trois derniéres équations du champ en premiére approximation.

a) Pig =0 |,

o o a o) 0 o i 1
Py =0, L3— 0, L], + L§; Ly, — L%, I8y = 0, L2 — 0, LI, 1—0{;}.

af

Tenant compte de la nullité du vectear de torsion L7 = L’ et de la re-
lation (cf. [12])

05 LS, = 0, L, ,
il vient ainsi:
(1
(114:) ’ P(ocﬁ) - a L(aﬂ) aﬂ L?;\c) + 0 {;4] :

Quatre cas se présentent suivant la valeur des indices «, f.

l.er cas: Py =0,

0 1 ; 1 AUy, 1
POO:BL‘ CL(00)+0[;4]:aiLon'JFO[EZ]:“J‘i"O[“}y

e o

4 désignant le laplacien ordinaire dans un espace euclidien auxiliaire &, .

1
En annulant le coefficient de s on obtient donec la condition:
(1.15) A UOO == 0 .

2, ¢éme cas: -P(m:O (717—/_7)7

1 1
Py =9, L, — 3; Ly, *‘0[@] = 0 L};,— 0; LYy, — 0: LY, + O [0_4]'
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Tenant compte des formules (1.12) on trouve:

3. 6me cas: Py =0,

1 . 1 — AU, 1
L — 0: L,y + O [&] = 0 Ll:'i— aiL?g‘o) + 0 {@J =+ 0 {"] ’

',P(“) I a

[4

on retrouve ainsi (1.15).

4eme st

P(Oi) =0,

. 1
Tous les termes sont au moing d’ordre 3 en e

i) 7)

2 ; ' 1
Py = E—' L, + 0, Li,— 8: Ligg— 9; L, + 0 ‘L@} :

. —> s s
Désignons par o le vecteur de composantes oy, o, o dans Vespace euclidien
. s 1 L .
ordinaire &,. En annulant les termes en po nous obtenons 1'équation:

4‘ az‘t UOO —Lat (al oy "ls‘ am [ 49 _}“ an an)’_AOCi = 0 (71 - 1, iy 3),

soit:

> —e—p D
{1.16) 49, (Grad Uy) = — Rot Kot « )
puisque

— e >

—> —r -
Ao = Grad (Div o) — Rot Rot « .

(Nous indiquerons par des majuscules les opérateurs relatifs & V'espace
euclidien &,.)
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Aingi V’équation P, = 0 nous conduit & poser:

(xfh

(1.17) - U(m =

ol:
1) » désigne a distance ordinaire du centre d’une particule de coordonnées
(£%) au point olt on calcule le champ de coordonnées (z%),
12 =3 (#'— £ (qui est fonction de ¢ par lintermédiaire des (£9);
i
2) m désigne la masse de la particule (que nous supposerons constante
.5 . . . dm 1
en premiére approximation |au Chapitre II nous verrons que —- == 0 Al
& 2
3) @ -est-la-constante-de -gravitation.

L’équation (1.17) est alors satisfaite si on pose:

dégt

(1.18) a; =4 Up @

L A& \ . S .
o —- g’interpréte comme la vitesse ordinaire de la particule: le deuxieme
( PN IR

membre de (1.16) s’écrit, en effet,
e . —
— Grad Div «, car Ao =0
et la premieére composante est simplement:

dé:k
- 48:‘1; Uoo ‘(F = 48:’1 Uoo .

Clest d’ailleurs la solution de ScHWARSCHILD. de la relativité générale, déja
utilisée par beauncoup d’auteurs.

b) S ?‘L"ex,i—f,‘) o ' B (cfr. (1.4)).

Deux cas se présentent selon la valeur de indice «.
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1. er cas: 8,2 =0,

’ ‘ 1 1
8, =8 + S =8+ 03] =1 S apu o

ce qui conduit 4

1.19) S 8, Bu =0.

Dans I’espace euclidien &, nous poserons:

[16]

1
(’:; ’

Pae :ﬁ;’ Bes :ﬂ;7 Bar :ﬂ;) 75‘)’ == (/317 ﬂ:lw ﬂ:;)

(1.19), qui s’écrit en détail

az ,321 - aa ﬁls ’ a3 /932 — al ﬂfn ’

entraine localement

= =
(1.20) l f' = Grad e |
2. éme cas: 8, = 8i, =0.

Cela nous donne:

(1.21) };a"ﬁfon .

Nous prendrons localement:

— — e
(1.22) B =TRoty |, B = (Bry Bz Ba)-
¢) Oy Prpy + 83 Ppyy + 0, Ppyy =0

81 /313 == aa 1932

(efr. (1.6)),

ce que nous écrirons 3 9, Py =0 (3: somme en permutation circulaire).
e 24
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I1 conviendra ici de distinguer deux cas.

1. er cas: > 9 Py =0,

pc
1
Py = 0 8% + O[—J

¢t

avee

. 1 1
S?j = ’2';2 (ai /gik + ai ﬁki—" Oy ﬁz‘j) + 0 [;] .

Tenant compte de la relation (1.19) il vient

AB (1
Prpg=——5z +0 [;] ;

2¢?
ce qui nous conduit & écrire:
(1.23) Div Af = 0.
Puig, de (1.20) et de la formule classique
—> —— - —_— =
AB" = Grad Div ' — Rot Rot g/,

il vient:

(1.24) A (dp) =0].

Résultat déjd obtenu par CLAUSER [5] et TREDER [26].

2.6me cas: 2 0 Py =0,
e
Py = 008 + 0,8, + 0= = a8 .
[oi]‘_001+io:’+ priii ioi+0é—5'
Tenant compte de (1.13%) il vient:

:
Py =— g5 148 + 3 (20 Bi— 0 fu)] + 0 lc‘ls] '

347
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Puis si on tient compte de (1.19) et (1.21) on trouve finalement:

1 1
[041 ’:—%Aﬂj + 0’{“] 3

it

P,
la relation 3 9, P|,,; =0 conduit done &
pe

9; dB;—0; 4B, 1
(1.25) — — 50 4py =0.

c3

On peut écrire (1.25) sous une forme plus suggestive en posant:

1 = e 1 = =
;Aﬁ:ﬂ,: v c—ﬁAﬂ =V
on obtient ainsi
) —> = 19V
(1.25") Rot W—- — =0.
; ; ) ; ¢ ot

5. - Conséquences des équations‘(l.;l) et (1.6).

[18]

Cherchons pour (1.24) et (1.25) des solutions simples. 4 (4¢p) =0 nous conduit

2 poser:

A4 > o : .
(1.26) @ = + Br* -+ Cr, o 7= z (@i — &),

@ est la fonction biharmonique la plus générale dans &,, qui ne dépend que
de 7 (& une constante additive prés qui disparajtrait dans les caleuls ci-dessous).

Nous chercherons ensuite pour (1.25) une solution de la forme:

— P -
B =4iGrad g Av (A est une constante),

- {d&l dge  dag

= T H] dans &, ,

{ ags dg2
fr = 1[32‘77 T as‘P’a?}a

e s ag
i H

RN (1§1
(Rotﬂ)3 22[813(]9”(—1? + azs(p— + 833(}7 —d-;—— *(H- A

d&t

—> =
4 (Rot B = 2 (3 4p)
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’ ~
4 (atﬂg) == Oy A(Py

2¢ ] i d&-i, . 151‘
0. dp =3 (0 — &) = =— (2, dgp) .

i

Si on tient compte de ces derniers résultats dans (1.25) on obtient:

ag gt
A0, A(P) Fr GY AQD) FTR
—— > — - - ’
car A(Rotf) = Rot (4 §), puisque Divp =0, ce qui faib que A =-— 1,
Done on pourra prendre pour (1.25) la solution particuliére
- _— —
(1.27) B =—GradgAe.

§ 3. - Une interpretation possible des résultats précédents.

1. - Le champ électromagnétique et le premier groupe des équations de
Maxwell dans le vide.

Nous nous proposons de lier le vecteur W au champ magnétique et le vecteur
¥ au champ électrique.
Nous poserons done: H désignant le champ magnétique et X une constante:

(1.28) ' H=KeW =243

)

le

(Vindice inférieur (n) rappelle qu’il s’agit d’un élément d’ordre (n) en 1 e} .
De la formule

— — — — >
Div (4 §) = Div-[Grad (Div 8) — Rot Rot ]
et de
Divf =0
nous déduisons o
Div(4df) =0
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et

(1.29) Div H = 0.

1)
Done localement

e
H Rot A avec

[¢3]

K 7=

=-—_—Rot f.
[

by

Posons de méme:
F = Ke? T_; =K AB', E étant le terme principal du champ électriqueﬁ.

{0) (]
_9
Comme mnous avons trouvé Div (4 ') =0, nous aurons

(1.30) Div B = 0.

(0

Nous avons donc obtenu, d’aprés (1.25) et (1.30),

o
>
(1.31) RotH—1 @ —o,
w ¢ o
(1.32) Div E = 0.

(0]

On reconnait le premier groupe des équations de MAXWELL dans le vide. Notons
que (1.31) et (1.32) résultent directement de

S0, Py, =0 et 8, =0
j24

Enfin tenons compte des résultats de la fin du § 2, n. 4:

ﬁ:gdﬁ,

0 ¢

K ds dg
H _ - —_— —— —_— ==
1 - {az Aoy P 0; Ao dt]

(83

[

2KC 1]d& 1}dé2 2KC —> i
sl Al w) = T e,



f21] SUR QUELQUES INTERPRETATIONS PHYSIQUES ET THEORIQUES ... 351
De meéme:
—> - —d et |
B =K Ap' = K Grad (d¢) =2KC Grad =
© r
En posant 2KC = —¢, ¢ désignant la charge de la particule, nous retrouvons
— e —> 1 —
(1.33) H = _ Grad - A%,
a8 ¢ r
— —> 1
(1.34) B = —eGrad -,
-

—
ol les unités sont pour les grandeurs électriques e, B celles du systéme e. s.
—>
c.g.8. eb pour H celles du systéme e.m. c.g.s. (systéme mixte).

§ 4. - Le deuxieme groupe des équations
de Maxwell et une extension des résultats précédents.

Rappelons les résultats que nous venons de trouver:

—

S 9B =0  traduit par  Rot ' =0,
B
ol
- e e

avec 15’7 = (Bayy Bary Pre)s

(1.22) S 0.Bi=0  traduit par  f — Rob p,

k
ou Div.ﬁ =0
avee f = (B, B2y fa);

4By 1 AB; 1

P[ia‘] T e +0 [;4 P[o:i] =TT o +0 {(;J )
(1.23) Divf =0,
ou
(1.24) 4 (4p) = 0;
- — .l —_

(1.25") Rot (4f)—= 4 =0.
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Cela nous a conduit, en posant

H— K A/—ﬁ), =K A/S"’j (K constante) ,

) ¢ : 0
au premier systéme de MAXWELL-LOrRENTZ dans le vide:

Rotzi_l_;ff;: DivE = 0,
4

(1) ©)

avec

— — —> {1}
H=—28Y Gmd“/\v, EzOKC’Grad{_}.
-

m (0)
} En premicre approximation et 4 un coefficient de proportionnalité prés la partie
antisymétrique du tenseur de Ricci P, donne les composantes d’espace dw champ

électromagnétique.

P, F , désignant les composantes du tenseur ehamp électromagnéti-
que, nous postulons donc:

F =2Ke*
F, P désignant vrespectivement les formes linéaires antisymétriques de
composantes F , et P, ., *P étant la forme adjointe & P dans l’espace
4 4 dimensions, orientable, muni d’une métrique qui en premiére approxima-

tion (termes d’ordre 2 et 3 en 1/¢) ne différe pas de hmﬁ ou I, indifféremment.
Notons qu’en raison de la dimension 4:

#P = 2K e? #x P — — 2K¢* P.
Posons:

afyd __ 8«[3;/(5

Via]

Ngys = \/I @ ] Expyo

=3
|

&

&8 gtant Vindicateur de KRONECKER.
Nous savons que

‘\/la
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En premiére approximation nous pouvons done écrire:

H,; = *Fy; = Fi* — 2K ¢t *Plitl — 9F ez p[ 0] 3

(I

B; = *F = F% = 2K¢* *Pl' = 2K¢* P,

(1]

(%,7,%, étant une permutation paire de 1,2,3), et le premier systéme des équations
de MAXWELL dans le vide:

a* F =0,

se ramenant &

o

Z 0y P[ﬁ‘/] =0,
pe

prend alors la forme que nous avons trouvée plus haut en (1.31) et (1.32) (en
premiére approximation). ’

Le deuxiéme groupe des équations de MAXWELL-LORENTz dans le vide; qui
s’écrit en notations d’espace ordinaire:

——n ”>
(1.35) Rot B+ L% g
¢ ot
(1.36) Div H — 0,

fait intervenir dans (1.35) les termesdu 4-me ordreen 1/c du développement
de P, et en (1.36) les termes du 3-me ordre. Il s’écrit, dans V'espace & 4
dimensions, d¥ == 0, ou d *P = 0, dans notre interprétation, soit encore:

1 d *P =0
ou | | 3P =0,
6P désignanﬁ la eodifférentieﬂe de P (voir & ce sujet [13], pzige 177 et suivantes).
Notre interprétaiion exigerait done que la forme P soit harmonique, aw moins

a Pordre 4 pour les équations assocides & (1.35) et & Uordre 3 pour celle qui est
assoctée a (1.36). B
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Nous allons vérifier qu’il en est bien ainsi:
l.er Cas: Equation (1.36).

0P =0 donne, par passage aux composantes [13],

a
\

Va P? = 07 ou ‘P? = P[u/'.] a*

si A == 0, cette équation donne:

(-3

v‘\P((;:()’ P"(;:P[m]a,i“,
soit:
27, 1
Zivip[io][‘“l“}“‘—c?@}:o; modO[&],
1
Zi 8; Ppyyy =0, mod O L}’] ,

c’est I’équation déja obtenue DiVH_> =0 [voir (1.29)].
(43}

2.¢me Cas: Soit 1 =1 (i=1, 2 3).

Nous obtenons trois équations scalaires
a
R
Ve 'Pi - 07
@

. a ] a 2 U‘ 1
Va ‘P-i = Vo 'P[Oi] hy E Ve ‘P[ki] [— 1+ 00} =0, mod O [E{;J .
2

c2

Ce qui se rameéne &:

_ l l o 0 Uy
(1-3‘) 60 P[o:']"' ak P[ki] =+ {klﬁ }aP[ti] 'Tl‘ {'ilc }a P[kl] T 2 ’“;2"‘ P[m] "—”07

I
. i . . .
avec sommation en k et mod O | ?} . Dans cette équation le seul terme qui
{c

donne lieu & de nouveaux calculs d’approximation est le deuxiéme, les autres
s’expriment immédiatement & I’aide des coefficients déja calculés. Nous devons
calculer P, & l'ordre 4. Calculons par exemple

P[12] - ae Lga — O Lf + LZU Liﬁ - Lf@ ng ’

g
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On obtient, apres des calculs assez longs
4 i ’

Aﬂl . Ur 7 1 7 1 I 2 —— ,
(1.88) Pry =5 + 0 Ay + 55 8 By — 55 Al + - (Grad Uy~ Grad f;)

262 ct

avee

—>

' e =
=-—0,9; (f = Roby),

3

Ik
oll nous avons tenu compte de 'équation 87 = 0 & Pordre 4 eb posé

k' = (kay ka1, k) .

) [¢H) )

I1-nousreste-done &~ vérifierqu’d ordre 4 (1.37) est- vérifide.- Nous-ferong
i =1, et négligerons les termes d’ordre supérienr & 4. Alors (1.37) s’écrit :

5 , N R T DN B e ey P
5 (0, Uge AB,— 05 Ugo A8,) + 5 0, (Grad Uy Grad /33)—~0_4L 03 (Grad Uy, Grad f,),

et nous allons vérifier que cette expression est nulle.
Le premier terme est nul. En effet:

—— - > —
Grad U4 f' = Grad UsAGrad (dp),

—

—
B’ = Grad @,

—> e - — e > ————
AR = Grad Div g’ — Rot Rot f/ = Grad (dg),
r

—> —
done Grad U, et Grad (dp) sont colinéaires, ce qui assure la validité de
notre affirmation.

Enfin 1a somme des deux derniers termes est nulle:

—_— — e ——>
0, (Grad Ug-Grad f,) = 0, (Grad Uy, 8, Grad ¢) =

—— —> e — >
== 0, Grad Uy 0, Grad ¢ + Grad Uy 0y Grad ¢ .
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Jom—— —
I1 suffit de montrer que 0, Grad Uy -0, Grad ¢ est invariant quand on per-
mute les indices 2 et 3. Cela s’écrit:

pomaer ol | > 4
s Grad{ﬁ] - 05 Grad {—- + CT] Q)
T T

et s’exprime comme une somme de deux nouveaux termes dont le premier
posséde la propriété d’invariance et dont le deuxiéme est égal &

> ] —> 0, >1 . > 1 0. 1 ———> 1) 2

0, Grad - -2, Grad r =— 2 Grad--3, Grad - —_ 3, —- 3, |Grad-| ,
. r 72 r r A 7

la propriété se rameéne a Pinvariance dans la permutation des indices 2 et 3 de

1 1 . , .
Op—"0y -, ce qui est évident.
,,. ,

Remarque aw sujet dw précédent caleul.

Nous aurions pu diriger d’une autre maniére nos caleuls pour établir que
’ a
v, P; == 0. Nous reportant & un travail de M.me TONNELAT [25], 0on peut établir
que (1.4) g'éerit:

R — .
(1.39) AvA \/h/g [_]‘. k4 4 B R Ry | =0
N g

et commencer les calculs en supposant seulement que &, est d’ordre au moins

d’ordre supérieur ou égal & 0.

1A 1
égal & 2 en -, et h,,

(!) Nous prenos B = 0 selon ce que nous admettons plus loin, mais cela est valable
pour B 0.
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On déduit alors de (1.7), (1.8) et (1.9) que 8%, est d’ordre 2, U;, d’ordre 4 et
de (1.10) que:

k
7] I 1 T ~
Plioy = Ve S 0 [6—6] (voir [24], page 52),
1
P[m] - R;w i 0 l;} ?
de la relation (voir [24])
- ! k e ]un] [ k o
Bt T g MR R, By

on.déduit. que (1.39)-s’¢crit

h
Vo ko =0 (avec sommation en p)

on

3
Vik,, =0 (V? = v, k),

Y

négligeant des termes d’ordre supérieur & 4 en 1/e.
Dés lors considérons:

(&

=

h

/! ) h o
v, P; =0 qui s'écrit 7~ [_V; ky;.a”" Dky;,] = (),

N

toujours & la méme approximation, en posant:

n

h
s — 2 o J— o
7"/1}.0 - 2 o.u L/‘la? 0= v VQ .
e

Apres quelques transformations qui tiénnent compte des identités de Ricer
13
et de BrancHI et de P, =0 on trouve que la condition Vo P; =0 équivaut,

s s

en négligeant des termes d’ordre supérieur & 4 en /e, &

h

BV Ty =0 ([25], page 9).

10 - Riviste di matematica
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En faisant 1 =1 et en introduisant ici les développements de %, et de k&,
il reste & vérifier, toujours & la meme approximation, que

1. . ..
a (0: Liyy— 0; L) 0, B = 0 (avec sommation en 4, 4, #)

Lo 1
5

{rd)

soib : a,- ﬁii :0,

1
;4 (— ar:‘ an‘ Uou + (311' ari Uoo -+ 51r ai:‘ Uoo) ar ﬁia’ = 07

1 .
= (8 Bur B Uno— 81 Uoo* 8 fa) =0,
1 ‘ :
o Or: Ugo* Or /3i1 =0,
1 . > —> 1 —_ N
= 0y Grad Uy 8, Grad ¢ — = 9, Grad Uss-8; Grad ¢ =0 .
¢ ¢

or cela est précisément le résultat trouvé plus haut.

Notons done que la vérification de nos équations dépend des développements
posés pour les potentiels g 4, ce qui n’a rien de surprenant, et aussi de la forme
des solutions choisies pour Uy, et ¢ (on peut d’ailleurs montrer que la derniere
égalité est encore vraie si on suppose que U, et ¢ sont des fonctions quelcon-

ques de 7).

Conclusion.

Si nous posons:

1/}1 B K e [.Oi] — '-‘I—X__C“ 801’}»6 P[. .
Via] v

Hl — 2 K ¢ >I=_P[23] — :Jv__:_c;- 236 P[ e
Via] y

il vient, en négligeant les termes dordre supérieur & 2,

K
HIZ;AﬁI,
(.20 ap 1 R TR R
El :~——2K02 ll _— —_(TZ_E)J:P[X‘] = 2K [?1—2—02 atg /31 - Egi Akl—‘;é(Gra'dA)17
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olt nous avons posé

Uso 4B, -+ (Grad Upy-Grad f!) = (Grad A),,

ce qui est légitime d’apreés les calculs que nous avons faits.
,——_—)' e
Dés lors, si nous calculons Rot ¥ nous aurons:

— 3

N —— -
Rot B = — Rot 4%,
2

— — - —_— > = — = —
Ak = Grad Div k' — Rot Rot ¥ ou Rot k' =— 3,8,
- F > > 77 e S =
Rot B = X Rot ot (2, ), %{ — K Ret Rot (3, B,

c* A (4

d’ou résulte:

-

—> - 1

Rot £+ %7 9
¢ ot

Ce qui est précisément le résultat que nous nous proposions d’établir.

Nous avons déja obtenu Div H — 0.

Dans ces deux formules on néglige les termes d’ordre supérieur & 2 en 1/e,
c’est-a-dire que 1’on tient compte des termes de Py 5 & Vordre 3 ou 4 selon les
indices. ‘

A cette approximation nous avons done justifié ’hypothese F ,=2Kc? *Prap
sans auncune supposition sur la forme des termes d’ordre supérieur ou égal a
4 du tenseur métrique

) 1
Qg =1l =y, mod 0 L—J .

On pourrait se poser le probléme suivant: quelles sont les métriques qui
assurent la propriété d’harmonicité de la forme P, ¢’est-a-dire telles que 6P = g
(AP == 0 étant réalisée d’aprés les équations mémes du champ)? Ce probléme
parait compliqué, nous ne ’avons pas abordé. '
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Signalons aussi que nos calculs expliquent I’échec de la théorie A’BINSTEIN
de 1950 ou il était supposé que P4 = 0. Cette théorie ne pouvait rendre compte
de la présence d’un champ électromagnétique, 1ié précisément & la partie

antisymétrique du tenseur de Ricor.

Terminons enfin ce chapitre en signalant une autre traduction de nos for-
mules, valable en négligeant des termes d’ordre supérieur & 2:

[
B =2k |4 Lo p —Z Gmd/l}.
2 2¢? c?
s ——
Rot g, on trouve H = Rot 4. Comme:

Posant Z =

— S — O — > T
Af =Grad dp, ~ p' = Gradg, Ak’ = Grad Div ¥/,

on a

3 —>

- 5 5 > R — —
E = K Grad (dep) — I Grad (02 ) + £ Grad Div k' — —— Grad A_— — Rot Rot &'
2 ¢2?

—— v T e S
— K-Grad [A,p_ s LA /1] K Rot Rot &' .

: N N
Mais puisque Rot k' =— 9,8, on a

— — - e
B '————‘K'Gl'ad[Aqg—— 92 + Div & _~4_A_} +I£ 3, Rot 5.
c2 o2 o2

Finalement, en posant:

- K77 2 Div ¥ 4
on obtient:
P — — T
H =Rot 4, FE = ~—G1ad QD—_ -z
¢ dtf

équations classiques en électromagnétisme.
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CHAPITRE 1II.

LES EQUATIONS DU MOUVEMENT EN THEORIE
UNITAIRE D’EINSTEIN - SCHRODINGER.
LE CAS GRAVITATIONNEL.

§ 1. - Les identités de conservation.
En théorie unitaire les identités de conservation peuvent s’éerire [12]:
e 29, H) +2H}L;,—¢" 0, P, =0, ‘
ol nous avons posé:

2B} = P, g + P,y g™

Nous allons transformer le premier membre de (2.1) de manitre & tenir
compte plus aisément des équations approchées du champ dont nous ferons
usage plus loin. En introduisant les parties symétriques eb antisymétriques des
tenseurs, nous obtiendrons:

m'e Z 8, Pryny -+ 2Py (8, 17 - 177 Tt) + 20, m* Ppyyy + 20% 8, P+
+ 2P, me Ly, —1" 9, Pg,,=0;
or il-est facile de monterer que
(0, m* —+ - L, m*°) Py =0,
on déduit en effet de
89 0B 1 Lo ga/; : Ls g =0,
par antisymétrisation et compte tenu de L7 = L7 ,

off g o
ag mer L an meP =
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Dés lors les identités de conservation s’écrivent:

e} + 2P, (a LA - LY, ') + 21* 3, Py —1"0,P,, =0,

m*® > 9, P
pe
que nous pouvons aussi bien écrire aprés multiplication par ¢ (puisque
det 1® = 0):
fea1

(2.2) w13 8, P+ Py, [— 217 8, 19 +2 L, 12" 1o 43, (10° 1) +20, & =0

Nous avons posé:

e l).a -P(gm —_ t;i’l", lny P —

{ou) 7
(2_3) V @/V >}.x 2 Z).r & ,

Dans (2.2) nous avons mis en évidence des termes qui s’annulent d’aprés
les équations du champ:

)

P,,=0 e So,P =0
ne

et dont ordre sera facile & évaluer dans la méthode des approximations.

§ 2. - Le cas purement gravitatiomnel.

Les équations qui donnent L, , et S} [voir Chap. I: (1.7) et (1.9)] montrent
que si le tenseur g ; est symétrique il en est de meme des Lj, qui s’identifient
alors aux symboles de CHRISTOFFEL de ¢, .

Ce cas est identique au cas extérieur purement gravitationnel de 1& relati-
vité générale en considérant g , comme le tenseur métrique. Nous étudierons
d’abord ce cas en nous inspirant de la méthode suivie par Pmam Tax Hoaxe
([20] et [21]), mais nous conduirons nos caleuls de maniére différente en ratta-
chant étroitement nos résultats aux conditions d’isothermie.

Nous nous placerons donc en coordonnées 1sothe1mes relativement & g,
dans ces conditions:

guﬂ{ @ 1 —0.
apfo



[33] SUR QUELQUES INTERPRETATIONS PHYSIQUES ET THEORIQUES ... 363

Nous admettrons, selon un résultat classique,que les conditions d’isother-
mie sont compatibles avec les hypothéses de champ faible ([3] et [8]).
Dang le Chapitre IT nous poserons done:

=Ry, &=R &¥ =87

R, et 8, , sont respectivement le tenseur de Ricorl et le tenseur d’EINSTEIN
de Despace-temps riemannien. Ils sont symétriques.

Les identités de conservation qui résultent dans ce cas de la définition méme
de §,, & partir des symboles de CHRISTOFFEL (identités de Brancmt) s’écrivent
d’aprés (2.2):

(2.2 bis) R, [—2¢"° 8, g + 2L8, V0 + 8, (17 )] + 28, 87 =0 .

1. - La métrique des sections d’espace de 1’espace-temps V.

a) Orientation dans Uespace et le temps.

La métrique riemanienne ds? = 9.5 da® da® de type hyperbolique normal
peut par hypothése se mettre en chaque point de ¥, sous la forme:

ds? = (0°)?2 — ()% — (w?)2 — (w?)?

. olt les w* sontun systéme de formes de PrAFF locales linéairement indépendantes.
Des considérations tirées de la relativifté restreinte nous conduisent aux
définitions suivantes:

_).
Une direction da tangente en (x) & V, est orientée dans le temps ou dans
I’espace selon que
9.5 Q0™ Az’ >0 ou g, da™ da’ < 0,

respectivement.

Un k-plan élémentaire (k == 2 ou 3) tangent en « & V, est orienté dans 1’espace
si toutes ses directions sont orientées dans 1’espace. I1 est orienté dans le temps
8'il admet des directions orientées dans le temps. ‘
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Considérons un 3-plan élémentaire 7, défini par Véquation v, dz*=0; la
direction définie par le vecteur »° est la normale au plan, par suite 7, est onente
dans Iespace ou le temps selon que v* est orienté dans le temps ou Pespace:

9% v,v,>0 orientation de z, dans D'espace,
9% v,v,<0 orientation de 7, dans le temps.

— o~

Soit # un vecteur unitaire (5 = 1) done orienté dans le temps et soit 7, le
3-plan élémentaire 77 dw* = 0 orthogonal, donc orienté dans I’espace.

Nous dirons que 7 et 7, définissent en 2 un temps et un espace associés. Sl
X est un vecteur arbitraire de Vi, il est la somme d'un vecteur colinéaire & 17,
et d’'un vecteur orthogonal 2 77 done dans z,, on a:

(2.4) X = (Xp) oy + X%
avee
n-X% =0

Le premier vecteur de (2.4) est dit la composante temporelle de X et 3( sa
composante spa,tlale relatives aux temps et espaces associés deﬁms par 77, la
quantité — (X )2 est dlte la grandeur d’espace du vecteur X 1e1at1vement A
la direction de temps 17

Une courbe " de V, est orientée dans le temps si les tangentes en ses diffé-
rents points sont orientées dans le temps. Le long de I’

ds? =g , dz* da® > 0.

Pour ds*<< 0 I' est orientée dans ’espace.

Une hypersurface (8) & 3 dimensions est orientée dans 'espace si ses 6lé-
ments plans tangents aux différents points sont orientés dans l’espace. Si (8)
est définie localement par f (2°) = 0, ’élément plan admet une équation ayant
pour coefficients ;

= 0_f.
Par suite sur (S)
2,19, >0.
Au contraire pour
‘ g*Pa . fo s 1<<0

(8) est orientée dans le temps.
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b) La méirique g7 .

Adoptons en & un repére (@, e,) pour lequel le vecteur e: est colinéaire & 7.
Dans ce repere la forme quadratique fondamentale est donnée par

(X) =g, X* X,

—

¢, étant orienté dans le temps on a I'inégalité:

-

(€0)* == oo >0 .

— —
Le vecteur # étant unitaire et colinéaire & e, on aura

.
€

_._\/;(;;.

(2.5) B

Y

Cela posé, cherchons & évaluer (f*)z. En élevant (2.4) au carré, il vient,
compte-tenu de (2.5),

. . - —> 1 > el (Xo)z
(@4 = (X — (X = (X = (X e = (X — > =

Goo

1
= 0,5 X° X°—— (g, X°),
Yoo
or

1 s
ngﬁ Xa Xﬁ — ;_ (QOy X‘A)z + {gij—“ gﬂz go;] Xi Xj .
J00

Yoo

Comme gy >0, et d’aprés la signature du ds?, le dernier terme du second
membre est une forme quadratique définie négative aux 3 variables X Il en
résulte:

(X*)2 = [g — g—?—] X X5,

Joo

Considérons la forme quadratique définie négative que nous venons de
mettre en évidence et qui admet les coefficients

9oi Jos
—_—

*
9 —“gs':‘““ T
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la forme associée est définie par

94; g = 6’; .
on peut vérifier que:

(2.6) g =g,

T . Go: i
95 97" = Gus 9% — = gos g7 =
Yoo

ik . Yo X ) )
= 0 0" = 910 g% — ¥ (G 7 — g ) = .
Q0

. —_—
B résumé: Pour tout repére (w, ¢,) pour lequel gy, est positif, les deux formes
quadratiques - associées “de- coefficients ‘ "

Yoi Yos wis is
gj;:gii__ly gry = g%

Yoo

sont définies négatives. Si X est un vecteur arbitraire de composantes (X*)

la grandeur d’espace de X relativement & la direction de temps définie par e,
est donnée par

— (@) = — g XX

On établirait de méme que 'inégalité ¢°¢ > 0 entraine le caractére défini négatif
des deux formes quadratiques associées admettant respectivement pour coef-
ficients

goi gOJ'

99— g%

y Gis -

Un ds® pourra s’interpréter physiquement dans les régions de V, ou il existe
une famille & un parameétre d’hypersurfaces 4 3 dimensions W, orientées dans
T'espace, appelées sections d’espaces (20 = ¢*) (¢°° > 0) et une famille & 3 pa-
rameétres de lignes L d’univers orientées dans le temps (gq > 0) (2 = ¢*) cou-
pant les hypersurfaces et telles qu’en chaque point (#*) de ces régions on puisse
construire un repére quadrimensionnel, dont 1'un des vecteurs ;; est tangent
& une ligne L et orienté dans le temps, les autres vecteurs g: du repére définis-
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sant le 3-plan élémentaire tangent & W, issu de (#). Nous choisirons sur W,

3
la métrique définie négative:

& J07 J07
romm s e
T T Yoo
Silon. effectue le changement de coordonnées locales
x = 9, ot = p¥(x;)

qui conserve W,, et si A, désigne un tenseur de V,, A,; définit sur W, un tenseur,
/10, un vecteur, Ay un scalaire.

De méme A ., ot « est fixé, définit sur W, un vecteur. A

°

—
2. - Le flux du vecteur S

o étant fixé, on peut associer & §'* le vecteur S‘“’ de W, de composantes
contrevariantes S (i =1, 2, 3).

Si la variété W, est orientable, on peut définir sur W, une forme élément de
volume

%
77:'1,1'2,1‘3
. vy . ’ . ) »
et associer & S une forme différentielle extérieure quadratique
Qa) = - m* 8% dgi p dars
(a) - 21 771'1-1'2:"3 * /\ S

Considérons, dans une hypersurface W, déterminée, un 3-champ €8, et dé-
signons -par ¢C® sa frontiére; posons de plus

’ — Flux* § — f.Q (e).

a0®

Pour un champ €* quelconque extérieur aux tubes d’univers il est évident,
d’aprés le théoréme de SToxES, que la condition nécessaire et suffisante pour

que le flux ¢ soit nul est que la divergence du vecteur _;5')‘»" dans C® soit nulle:

1 ST
BN ey Vigth =0
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Pour un champ (C* quelconque contenant en son intérieur la section d’espace
d’un seul tube d’univers la nullité de cette divergence exprime une condition
nécessaire et suffisante pour que le flux ne dépende ni de la forme, ni de la gran-
deur de 2C%. Le caleul de ce flux pourra se faire sur la frontiére de la section d’e-
space ou sur la frontiere d’un champ homéomorphe & la boule euclidienne & 3
dimensions et contenant en son intérieur la section d’espace du tube d’univers.
Dans ce dernier cas il sera commode d’exprimer le flux sous la forme:

[S(a)i v dG

¢

(»; normale unitaire extérieure & la boule C?; do élément d’aire de la frontiére
de la boule, plongée dans W, munie de la métrique g¢7;) .

3.7~ "Les équations du mouvement.,

Elles seront choisies parmi les équations qui sont identiquement satisfaites
dés que le systéme des équations du champ est vérifié. En premiére approxi-
mation, elles devront redonner les équations newtoniennes du mouvement d’un
point matériel.

I1 semble naturel d’admettre:

que ces équations se rattachent aux identités de conservation par extra-
polation des résultats de la relativité gcnérale;

qu’elles doivent faire intervenir dans le cas général les quatre systémes
d’équations du champ.

De plus, dans le cadre d’une solution faisant appel & la méthode des appro-
ximations, elles doivent donner des résultats utilisables.

(e dernier point est le plus délicat & expliquer. Il est évident que méme si-
nous savions résoudre rigoureusement le systeme d’équations du champ, ¢’est-a-
dire calculer les coefficients ¢ , et L7 en fonction des coordonnées et d’un cer-
tain nombre de constantes d’intégration, le probléme du mouvement d'un corps
ne serait pas résolu pour autant. Ce probléme n’a de sens que si 1’on identifie
certains paramétres 2 certaines grandeurs physiques attachdes au corps. Dans
le Chapitre I on a déja choisi certaines solutions qui,‘en fait, correspondent &
des interprétations physiques plus ou moins déguisées, interprétations que
nous tirons de nos connaissances antérieures. Lia correspondance que l’on
établira entre certains coefficients et des grandeurs physiques attachées au
corps: masse, vitesse, par exemple, doit nous permettre de faire en sorte queles
« équations dites du mouvement » ne soient pasidentiquement satisfaites quand
nous tiendrons compte en elles de la solution approchée antérieurement trouvée.
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I1 semble, malgré une tentative de géométrisation totale des concepts mécaniques,
que la position soit & peu pres la méme que dans la théorie classique ot ’équa-
—

tion F = m? est tautologique sans hypothése sur la forme du premier membre,
une fois admiges les notions de masse et d’accélération. C’est dans le cadre
d’hypothéses se traduisant par des correspondances partiellement arbitraires,
du point de vue purement logique, que le probléme du mouvement des corps
se pose et a un sens dans I'un ou autre des points de vue.

3 . r - M - ) -
4. - Les identités de conservation et le flux du vecteur S® en premiére

approximation.
Les identités (2.2 bis) s’écrivent:
(2.2 Dis) Ry, [—20/7 0,7 + 2L 1017 40, 7 1] +2 8, §7 = 0.

Supposons les équations du champ satisfaites en premiére appro imation
comme au Chapitre I:

1
8, 8 commence par des termes d’ordre 4 en =

Ry » » » » » 4 »

Ry, » » » » » 5 o »,

g9, 9¢" et L3, étant Q’ordre 2 au moins, on voit que le premier terme de (2.2 bis)
est d’ordre 6 au moins, tandis que le dernier est «a priori» d’ordre 4; donec:

; 1
- ws—o, maofl],
siv="Fk (bk=1, 2, 3) on a

1
8% = g9 Ry, — 5 9™ g™ B, ,

- I 1
8% est done d’ordre 5 en ~ et g, 8% d’ordre 6 en o cependant que 9, Si

¢

est seulement d’ordre 4.
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I1 en résulte:

1
¢; St = 0 mod O {—;]
[4

est d’ordre 2,

3, [V] g* Sk ' : 1
SVIZTIST mod 0 H .
Vig*| ¢
Done, compte-tenu des équations en premiére approximation, la divergence
—
d’espace W, du vecteur S, dont les composantes sont d’ordre 4. est nulle &
Vordre 4.
Si U; est un corps simplement connexe de W, et 0’;,11]1 domaine de W, sim-

plement connexe tel que C, ¢ 03', on a:

N CVA AR GC) M
GIVITISTOl gy 0, mod O [»5] ,
) V| g% ¢
O3~ Cy
soit:
Fluxa'cé S8® = Fluxz,. 8%, mod O |51

Ce flux est done indépendant du domaine O; en négligeant des termes d’ordre
supérieur & 4.

Or, compte tenu de maniére rigoureuse des équations du champ, ce flux
est nul: il est donc naturel d’examiner les équations: -

(2.9) Flux?, §® — 0
et d’essayer de montrer qu’elles redonnent en premiére approximation les équa-
tions newtoniennes du mouvement d’un point matériel.

Mais avant d’aller plus loin il faut établir:

Que le caleul du flur dordre 4 ne fait intervenir que les coefficients déja cal-
culés des développements des potentiels (A’ordre 2 ou 3).

Si les coordonnées sont quelconques, tel n’est pas le cas, du moins «a priorin,
Pram TAx Hoang utilise ici une généralisation de la formule de SToxES pour
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se débarrasser des termes génants et montrer que leur contribution est identi-

quement nulle. Mais les conditions d’isothermie, convenablement interprétées

permettent d’aboutir plus rapidement au méme résultat. Notre méthode différe

done essentiellement, a partir de 1, de celle des précédents auteurs. Llle s’ap-

pliquera sans aucune modification pour le mouvement des particules chargées.
Les conditions d’isothermie s’expriment par les relations:

(2.10) gt =—ag o g¥ =+[g[g
(cf. [8]) et nous allons en tenir compte.

5. - L’ équation Flux}, St =0 en premiére approximation et compte tenu
des conditions d’isothermie.

Supposons done valables les développements du Chapitre I en coordonnées

isothermes: relativement & 9,5 symétrique.
D’aprés un résultat classique (cf. [8], page 21):

211) 89 — =[] g"P+y*» , avec O =¢* 3, (4’Alembertien),

2Vigl
w*» ne contient aucune dérivée du 2° ordre.
Posons:
Si(k) — @2’(7:) + 'l/)i(k), Oi(k) —— I(l[ ﬂ a gi(h)
div* 5(k) _ (3; g*) B, ¥ 4 ——ee 7?3 gt g, l/ 9" +
_2\/“/! i ap 2\/| 7 | w3 9 Yy
! Ba ik
=== g ;g
2,\/1 P ‘ J affi g
Tenant compte de (2.10) il vient:
g az J“ﬂ — x/? /x’ ® (/\ﬁ =
divy @®» — i(k) i(k) 0; ".q_
Vgl 0 ey P Vol o

D’aprés la formule classique qui donne le laplacien généralisé on a:

45 p = \/l 2. (VIg*1 g% 8,9) = div* grad o .
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I1 vient ainsi, compte tenu de g¥ = g*¥ [voir (2.6)],

div* [5(“ + % grad &, §"’°J == + % g4 50?- gom — ;\’{/E;—g“:i Booo 9% —
Introduisons ici les résultats du Chapitre I:
g°°=1+%€“€m+0[£]’ V= :-.~_1+2g“°+0[0—ﬂ,
gfk:—afk+2aik%°+o{£], \/——g*:\/:—§+0[§3}’
7o :i‘cion gff:—-aif+0{§].

. s 1 ' .
Relativement & - les termes du 2° membre de (2.12) sont d’ordre 6 au moins
¢
alors qu’au premier membre le 2° terme est d’ordre 4, on a donec:
1
?

(2.13) dive G0 —— L dive grad (3,50 +0 |
2 Lcﬁl

“

d’ou I'on déduit localement:

— e —
(2.14) @® —=— _ grad (¢, g*%) + O [ _15} (Modulo un rotationnel d’espace W,);
Le

DO |

done:

- 1
Sito :——% (graa Do gOF)t -+ pi® L 0 { (T;} (Modulo un rotationnel).
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Mais (cf. [8]):

At

_ (k)

. . e TRy 3 3 g At 4

(215) 9 = = 0, — g g L L + T (20 vy, o+ I, B, 0]
-4

avec

y, =0, log \/—-T—é .

Des calculs assez longs conduisent alors aux résultats suivants:

Pio = W’ L0 L_EJ (i = k),
Z (0 Ul ——2(8;-Ugp)? 1 ’
BR) e L Ny Pl
P At ! 0 [05}

On woit donc que modulo un rotationnel d’espace qui disparaitra par inté-
gration, et des termes d’ordre 6, S%* s’exprime compte tenu de la solution en premiére

Lo 1 ;
appro¥imation par des termes d’ordre 4 en —, ne contenant que des coefficients déja
¢
calculés.

En éerivant que ce flux est nul on aura des relations entre les coefficients
de g,, d’ordre 2 et 3 qui pourront s'interpréter, nous le montrerons, comme les
équations approchées du mouvement.

% o s . . P
6. - L’ équation Flux}, 5® = 0 en deuxiéme approximation et i une appro-

ximation quelconque.

Nous n’entreprendrons pas en détails les calculs en deuxidme approximation,
mais il est possible de montrer que la méthode précédente est susceptible de
s’appliquer & un ordre quelconque.

Nous nous bornerons simplement & la deuxiéme approximation, mais on
verra facilement que le raisonnement est général.
 En deuxiéme approximation nous devrons calculer les g & Vordre 4, les ¢°*
a1’ ordre 5, ¢g°° & I’ ordre 4. S» sera nul & I’ ordre 4 et le flux sera d’ ordre 6.
Dans les termes de 8% d’ordre 6 ne figurent que des coefficients déja cal-
culés. :

11 - Rivista di matematica
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En effet, pour les termes qui proviennent de »*® ¢’est évident, car les termes
de y“® sont des produits de facteurs dont deux an moins sont d’ordre supérieur

o1 s ! o ; -
ou égal & 2 en ~: la contribution des termes d’ordre 5 ou 6 de g _, donnera des

[
termes d'ordre 7 ou 8, done négligeables.
Pour O«» reprenons la formule:

s

div¥ O® = — L div* grad (8, §%) - A,

[T

-
A représente une divergence A = div* 1.

Dans /1 la contribution des coefficients de ¢, , d’ordre 5 ou 6 donne des termes
négligeables. ’

(1 . . .
Posons A =A" +-01= ou 4’ ne dépend que des coefficients connus.
ol 3 q

—
On-pourra -trouver- 1',-d’une-infinité: de-maniéres et modulo un-rotationnel
d’espace tel que:

di‘r* }:’I = /1/7
— - i f] .
O% = — _orad (8,¢g%) + 1 +0 [1 1 (modulo un rotationnel).
o

Done finalement yp* et @% ne dépendront que des coefficients déja calculés,
ce qui assurera le suceés de la méthode. :
—r
7. = Le flux du vecteur >©.

.
Examinons enfin le cas du vecteur S :

1
890 =g g0 By, —5 9 g™ B

G !
1 . . N
8% est d’ordre 4 en - compte tenu des équations du champ & 'ordre 2. 35, S0
s}
est d’ordre 5,
Sk0 —— g2k g%0 PR ! ‘Ok 74 R
=Y o597 s

est aussi d’ordre 5 comme 0, 8*°, si 'on tient compte des équations du champ
% l'ordre 3.
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Si nous reprenons 1’équation

2, SKO L gy SUm s () [_]_ ,
Lc8
on voit que sans modifier légérement notre méthode on ne peut arriver & un
résultat analogue a (2.8).
P 1 .
(On pourrait écrire: ¢, S¥® =0 4 O Lﬁ} , mais, comme S*° est d’ordre 5,
} e
le caleul du flux & ordre 4 donnera identiquement zéro.)
C’est pour cela que nous supposerons que les équations du champ sont sim-
plement satisfaites & Uordre 2; S* est d’ordre 3, tandis que S est d’ordre 4,
done:

- g
oo 0 40| 5],
: le

Comme plus haut Tutilisation de 1a condition d’isothermie nous permettra
de trouver une équation ol ne figurent que les coefficients déji calculés.
Ecrivons:

0.9 =— 0 g
Posons:

Sito) @i(é) -+ wi(O),

ol »*® est d’ordre 5 d’apres la formule analogue & (2.15),

e 1 == - (1
div* @O = — _ div¥ (grad 9,9%%) + O {- .
2 ¢s
En reprenant mot & mot le caleul fait plus haut, on a
- 1 1
SO = - grad (G g°°) +- O {—} (modulo un rotationnel d’espace W,).

b

Remarque: Le choix que nous avons fait pour «! assure la vérification
de cette condition d’isothermie:

1&7
o =4 Uy ‘d_i (voir Chapitre I),
1 . 1
0‘3 a,- ot :_—E’ at (':{ Uoo)’
car:
_ dg&é
f UOO = at UOD
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D’une maniére générale, si les équations du champ sont satisfaites jusqu’a
T’ordre 4, on pourra appliquer la méthode exposée aux nun. 5 et 6 et on verra
que le caleul du flux d’ordre 5 est seulement tributaire des coefficients déja
caleulés.

En résumé, on calculera le flux du vecteur S les équations du champ
étant vérifides & Vordre 3,5,7, ..., 2 n -+ 1 et leflux du vecteur §(°> les équations
dtant satisfaites & 'ordre 2, 4, 6, ... en écrivant que ce flux est nul sur la fronticre
du corps matériel on aura 4 équations dont 3 correspondront aux équations du
mouvement proprement dit, la 4° étant une équation de conservation.

§. 3. — Détermination effective
des equations du mouvement en premiére approximation et dans le cas
de deux points matériels non chargés.

Nous allons faire un calcul effectif en supposant les équations du champ
satisfaites & Vordre 2 pour le flux de S ot & l'ordre 3 pour le flux de §7'~", ce
qui correspond dans les deux cas & la premiére approximation.

Nous supposerons qu’il n’existe en présence que deux corpuscules M, et M,
(mais les résultats s'étendent par lindarisation & un systéme de n corpuscules),
les corpuscules seront assimilés & des sphéres de rayons respectifs o, et g, plongées
dans W,.

On utilisera parfois des indices supérieurs pour distinguer les éléments at-
[¢8] @)

tachés & chaque corpuscule (ainsi on écrira g*/ et g¥).

%

La distance 3, M, évaluée avec la métrique g¥ sera supposée trés grande
relativement aux rayons o, et g, que nous ferons d’ailleurs fendre vers zéro.
Les paramétres qui dépendent des coordonnées d'espaces seront considérés
avec leurs valeurs au centre de la sphére quand on se placera sur la surface de

celle-ci.
{I 2
& et & désigneront les coordonnées du centre des corpuscules et z? (i =1,

2, 3) celles d’un poin‘ quelconque de W, section d’espace de V,.
Nous devrons calculer:

-
Flux, 8% = [ 8%y, do,
TMy
*
mais nous noterons que le terme principal se calculera en remplaczmt -gH
par — 0%, v, par — n’, do par d2 dans un espace euclidien ordinaire &, en cor-

respondance biunivoque avec W, (égalité des coordonnées de méme rang), n’
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désignant la normale unitaire extérieure & une sphére euclidienne (que nous
appellerons encore A,) et dX sont éléments d’aire ordinaire.
Modulo des termes que nous sommes en droit de négliger, nous avons done:

(2.17) Flux}, S —~f 8 pi 48 (sommer en 7).
ax,

—
1. - Les équations & Pordre 2 et le flux du vecteur 5©.

Les équations & ’ordre 2 se raménent & I'unique condition AUy == 0 dont
la solution choisie est:

Uw = Gmjr, 1 =3 (@' — £

i
(G = constante de" gravitation, m = masse de la particule).

D’aprés les rvésultats établis au § 2, nous devons calculer:

- 1 — -
Flux 89 = —- Grz—;i 9, 9%+ 0
2

1
05
1 — - 1 .
=— Grad 2, g% - O [C—J (modulo un rotationnel),
j
or
- 4 Uy ( 1}
00 L . _
g° =1+ —=+ 0[ .

(2.17) s’écrit done:
1 — (1
e 0; (Fluxwi Grad Uy) =0, modO [c—a] .

1 .
Mais d’aprés un résultat classique U,, donne un terme nul et on obtient:

@

dm 1
dm _ [
di

résultat qui justifie une hypothése que nous avons faite au Chapitre I [ecf. la
formule (1.18)]. o '
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2. - Les équations & Pordre 2 et 3 et le flux du vecteur Ser

La i° composante S du vecteur §* s'exprime, modulo un rotationnel
d’espace W; et en négligeant des termes d’ordre 6 en 1/c, par:

L= 20Uy 3,0 19, o :
— 5 (Grad 8, ¢")! — " — 7l L2, Tse. 02 Uso

b ot ot

4

pour 4 5 k, et par:

T

14 2
[ R 1

‘al c SR o Iy 2
e | z (¢, Ug)*— 2(0, Uoo)“\

pour i = k. Nous avons d’abord & calculer:

1 o Vi ax Lo i.Ga—_>1 ¥ 8,_,1 P
a) o Oy 0 M = 0, | ni-(Grad); o, 2 = ;E ux Grad e,

C

31y 5:112

— = (4G A&
avec Grad o = Gmd[ TR
r di ;

Dans le flux, le terme correspondant & la particule 3, est identiquement
nul d’aprés un résultat classique, quant au terme qui-provient de I/, il donne,
d’aprés le théoréme de GAUTSs et aprés dérivation en t,

SnG g2 gk

— m .
¢t de?

b) T1 reste & calculer le flux du vecteur de composantes ', »*® étant

réduit & ses termes d’ordre 4.

) Si i<k, on a

3] 1) a3 )

2 0; Ugy 0 Ugg ==20; Uy 03 Ugy + 20; Ugp 0 Upo +

2) - 2) 23
‘; 2 ai UOD ak Z"700 ‘é“ 281 UOO ak 00 3

d’aprés les propriétés d’addivité des fonctions harmoniques ordinaires. Par
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intégration sur 04,, le premier terme donnera 0 en faisant tendre g, vers 0,
la fonction intégrée étant continue sur 83,. Le deuxiéme terme conduit i
Vintégrale:

1 [ (2 (2) 1)
E‘; [ (@ &) (% — &%) 0; Uy dX
aar,

4 un coefficient multiplicatif prés. ERlle donne:

1 [ @ @ (2
o3 | @ = E) @ — 89 0, U (8 a2
- dar,

@

en assimilant Uy (2%) & Uy (£9):  on obtient ainsi un produit d’inertie gui est nul.
) )

Le troisiéme terme 20; Uy 8, U, donne:

(&
. @ (@i — EF)2 )
—QG'mJ o S Ug A2 (sommer en 4, i s¢ k),

ce qui conduit, en faisant tendre g, vers 0 et en utilisant un résultat classique
sur les moments d’inertie, &

167 @ w @

-5 Gm 0, Uy (£)):

c’est le nombre opposé qui intervient dans le flux. Enfin le 4° terme
(2) )
26; Uy 0r Uy donne, & un coefficient prés,

ax (¢ #k)

intégrale nulle, car la fonction & intégrer est impaire sur la sphére.
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B) 8i ¢ =k, > (0, Up)* donne un résultat différent de 0 par le terme
(1) ) 4 :
0; Uy 9; Uy, seulement. Ce terme conduit a:

@ (a* ,___(Z&)I.) (2t — ‘;i;ll)) (1)
—2G m / __“_._(.é,).r,._,“_ 0 Ugp dX (sommer en 1),

o,
mais seul | = & donne un terme différent de 0:

aG @ 1) ()

— 85 m 8 Uy (&).

Enfin, avec — 2(9, Uy)? le seul terme 2 considérer est

m 2)

— 40, Ugo 0 Uoo

qui donne:

2)

@ [ (gk — EF)2 w
4G mf W O Ugy A (k fixé),

ity

soit en faisant tendre g, vers 0:

16 (@ m ®

Ky G m 0, Uy (£9)-

Par addition des termes trouvés il vient, aprés réduction,

&)
@ g2 gr ay @

——
m — =mm G- [Grad

k
dt M, ﬂZ’;J ’

le gradient étant calculé relativement aux coordonnées de M,. C’ est bien la
loi de NEwTON. v
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CHAPITRE III.

LES EQUATIONS DU MOUVEMENT DES PARTICULES CHARGEES.

Nous allons montrer dans ce Chapitre, que contrairement & 'avis de beaucoup
d’auteurs, les équations du chamyp unitaire donnent la loi du mouvement des
particules chargées. ‘

Nous supposons maintenant avec les hypothéses du Chapitre I que les coef-
ficients g,, ne sont plus symétriques. Pz désigne la partie symétrique du ten-
seur de RIccr & veecteur de torsion nul. Nous rappelons la formule (2.2):

M1 30, Pl + Py, [ 219 0,1 + 2L, 10 17 4 8, (1" 1)] + 208, & =0,
pe

Ol nous avons posé:

. . 1.
=8, & =8 — 1" .

@ v P, = 8" re P, 5

{vo)

Comme au Chapitre II nous voyons que, compte-tenu de la vérification
des équations du champ & P’ordre 2 et 3,

(8.1) 0, 8" =0 H

Dés lors tous les résultas établis plus haut (Chapitre IT, nn. 2 & 4 inclus) subsistent
ES *

en remplacant partout g* par I/ et g*/ par 1. Nous prendrons pour équations

du mouvement des particules chargées:

—
Flux* , ,86“ =0.
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Mais nous allons faire ici une remarque importante: nous allons montrer que
dans le calcul approché & un ordre quelconque, toute modification de 1a métrique
portant sur les termes d’ordre supérieur & 3 est sans influence sur S et sur le

* ®
flux Tui-méme, ce qui fait que ’on pourra remplacer partout I*/ par h** , 1*8 par B,

Posons

, 1
Z:z;f — wa[; _LO [_1}
¢t

J

S — G L s g _ pon p  Lpsgep
2 {uw) 2

I W 1 fv 1 1 hal g 1 wy 1
T Eh "“0[;]} 'h ':“0 {;!} P(‘m,)““‘é [I}, # ’7‘0 [C‘E}‘} ;h "{-0 [;}} ,P(‘w) .

. . 1
Dans le calcul de flux de & & Vordre3 en-, P, o
¢

{ur)

est nul & Vordre 2, Perveur
commise en remplacant I*f par a** dans é>‘°) est d’ordre 7.

Dans le calcul du flux de g‘” al’ordre 4, P, est nul & Vodre 3, ’erreur dans
& est d’ordre 8.

De maniére générale quand le flux est calculé & 'ordre m, P, 4 COMIIENce par
des termes du méme ordre et U'erreur dans & “ est d’ordre m -+ 4, donc négli-
geable.

Une nouvelle erreur s’introduit dans le calcul du flux, 1*% étant remplacé

par a¥ mais elle est aussi négligeable, les deux tenseurs étant pris dans I'un et
VPautre cas égaux & §%.
Nous poserons done:

oowilay L ¥ }zv — 15 i Tur

SF == WDV P, — (L2 WP,
) . s )

et ¢’est le fluw du vecteur &** que nous considererons, les coordonnées étant isothermes

relativement & h,; .

Rappelons une formule établie au Chapitre I:

&

n n
(32) P(/n') = R,ux‘+ U:l U}. - ( U::Q U?v+ Si@ Ssl) +VQ Uiv“_ (1/2) (Vl’U[l + V,‘ Uv)7

ou R, désigne le tenseur de Ricor de 4, et

e = (80 R + S, U, =T,

A
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Nous poserons:

Py =R, +4,,,

= (un) uv

G = R R, — (1/2) R R,, - B R A, — (1/2) RE A,

(33) @/s_;i(k) - Si(k) _Tx_' (hz’_u hkr__ (1112) h“" h‘m‘)/l

puy t

89 désigne le tenseur A’EINsTEIN de espace riemannien muni de la métrique 4, ;.
Notons que & donnera lieu aux mémes caleuls que plus haut. g,, étant
remplacé partout par k. Quant & A, sa structure montre qu’il ne fait inter-
venir dans le caleul du flux & Pordre 2n -+ 2 que les coefficients des potentiels
déja calculéds d’ordre au plus égal & 2n et 2n -+ 1.
Tl nous faut simplement calculer les coefficients /A, .

1. - Caleul de &*™ & Pordre 4.

Tous les termes de /1, sont au moins d’ordre 4 en 1/c. L’ordre de grandeur
des coefficients montre que:

itky 1

. 1 o’ 1
@*“k) = S[(k) ’L 4 -+ 5 (Slw) (/Joo’“Aﬁ““Azz”—Ass) -+ 0 ['} ?

G4y An=— 8L S+ U

[

h h 1 )
5 (v U, + Vi U, + 0[;@ .
k ’
Ce qui nous conduit au calcul de 3 termes.
h h .
a) Calewl de (1/2) (v U; ~ v U,). Nous savons que [24]:
k i

1
akl()g]h! + U,

=
]

0r; log

g 1
Hold]
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Mais on peut écrire [24]:
/
g=h+k +ék k, hee whe.

aff Yoo

ce qui donne

d’ou

b) Calcul de 9, U}, . On trouve:

0, Uy = — (1/2) 3 [0z Brs Bis+ 0r Pia (On Bor — 85 Pox) + 0r Brs (32 Bor— 8 fri)]-

)

¢) Caleul de 8¢, S, . I1 vient aprés quelques calculs faciles:

8, 87, = (1/4) 3 [8: Bru 84 Brr + 20, Bz (2, ur — 0, Bud)].

2y ()

En réunissant tous ces resultats et prenant par exemple i =1, k=2, on
trouve, tenant compte de Rot ﬂ’ =0,

r ’ ' ’ 1] A8 B!
0 Uty =—30,fL-0,f, + 3 0,52, + T2,

[09]

81 87y =28, B, 8By + 3P (3B + % B— B By)s

@ (2

(3.5) S __ SI(Z)_(812/2) 2 (ﬂ:)2 + 8, /3; £ '3;___

(4) {4)
— 0, B (8 By + % fy + 28 B) + (1/2)4 (B Ba)
et de méme:

(3.6) S — W __ (82/2) 3 V (ﬂ + 9, ‘5; 2, ﬂi —_

0 (4)

— 0, By (8 By + B3 By -+ 28, B) + (1/2) A(B, Bs) -
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Caleulons enfin &** = §¥ L (1/2) (Ag — Ay — Ag) + O(1]¢°).

Cn a:

3, U, = — (1/2) A[(Bo) -+ (BE] -+ (3 B0 + (22 B,)* —

(€3

2 (B, B — B By o By — B By B Py + 2 %y By

S ST, =2 (5, ) + DAY hm B AT

9 b

2 (2

Z ' ' ~ pf , 6112_ 2;2__8;2
Aoy =— DB -+ (B0 + (8 B + (3 pry— PP QBT GRR

[cH) 2 -

— 8,y B By 3 B BBy + 8y B By (1/2) P X (B,

1 r ’ 1 al ;z“}' aa ;’3)2
A (B —2 (0, Br—i3)2) (3, - QP RE

(3.7) ©*® = 82 L (1/2).d + 33,8, 08— 0B, 8B — & B, 2 By +

{4 1)

\

+(1/2) 8 3 (B)F + (1/2) 3 (2 (B2 — 8 ()] -

>
2. - Caleul effectif du flux de ©*™ i Pordre 4.

-
Ce flux est la somme du flux de S™ que Uon a déja calculé et du flux d’un
deuxiéme vecteur que nous allons évaluer.
Comme au Chapitre IT nous remarquerons que:

v e )
Flux * WD GHEO i QY sommer en 1%
M, bl

M,

en négligeant des termes d’ordre supérieur a 4.
Nous allons calculer l'intégrale:

[eneas.

0,
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Rappelons que nous avons choisi plus haut:

‘E’ ::—_Ei;;cl P, @ = Ay + Br* 4+ Cr, N FAE

Ap = 6B + 2 O/r,

, At — &y ) N O e
/31 mm az (]7 e 5 s -+ ZB (a)l — E:) -+ ; s o /»([‘l_»ft)’
, 04 (aF — EFY (- &) . ' . .
ak /))i . 6“_ 2 . 5; _.__‘_.._:f..._)__—— avee A == — flﬂ's 4= 2B B U,/"' .

Nous avons comme au Chapitre II & considérer des termes relatifs & la par-
ticule 2, (ils donnent 0 quand ég —0), des termes relatifs a 1/, et des termes.
« croisés » .

Une remarque nous permettra de conclure que certaines intégrales sont nulles.

Considérons dans &** les termes qui contiennent des produits de deux
dérivées oy /32. distinctes ou confondues (termes quadratiques) et montrons que
ces termes donnent 0 dans le calcul du flux.

En effet, les termes relatifs & 37, de &%™ seront multiplés par

(2)
(@ — &9/ps (composantes de #?)

et on obtiendra des expressions impaires sur le chamyp d’intégration. En ce qui
concerne les termes croisés on aura a intégrer le produit d’expressions impaires
par des fonections qui sont considérées comme constantes sur M, — leur valeur
étant celle que 'on trouve au centre de la particule 3, — le résultat sera éga-
lement nul.

Nous avons donc & calculer simplement pour & *® le flux du vecteur dont
les composantes sont respectivement: k

(1/2) A5, B) — (1/2) 2 3 (B2,
(1/2) 4 (B + (14) 8 3 (B0F + (1) & 3 (B)r— (112) 3 0 (B2,

?

(1/2) A (B, B) — (1/2) 05 X (By)*.
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Ce calcul se décompose ainsi:

e
du vecteur — (1/2) Grad 2, > (/9.- )2

A) Flux de vecteur (

) (BaB)

// 4 (/32 /))/c (1/2) (A /5‘2 ﬂk

SUR QUELQUES INTERPRETATIONS PHYSIQUES ET TIII:JOKIQUES

A) flux du vecteur (1/2)

387

4 (B, ﬁ) ;  B)flux

0) flux du vecteur [0, (1/4) 4 3 ()2, 0].

On a .

+(102) (4B, + 3 0.

ont le dernier terme donne 0 d’apres la remarque sur les termes quadratiques, et

ap, ——

«) Termes relatifs a M, : ils sont nuls
B) Termes croisés (1/2) (4B, . donne

2 1

2) [ B AB-mk dZ + (1/2

20 (z

k. 51;)/’7-3 ;

d’aprés la remarque faite plus lmut

(6] (2)

i Be Afy nF AY =

)

a3y My
(e8] (2 2
DD G (@ — ) (aF— &) (1 — &)
=—C01 8]
JoOE 3
A Qs 7
Mais nous assimilons
(1) (2) {1 (1)
PF — L a Er— 7 & M, M,,

et on obtient done, en faisant tendre g. vers 0,

2) (1 - (1) L)
4 D@ g2 g2 (2)[ — A m I8 @
= — - 4 ——— L 9B 2. F2
3 TS TA Gr, agys T2 8 a1, MJ (£2— &%),
) (48,) B, donne:
@) ) [§8) (2)
f[)’k 4B nkdX + (1/2) fﬁk A Bk dY =
i, M,
- 2) (1) (83 ) (2)
2) '_.. f.‘k)Z E — ;‘:") (2) 1 tk) (.L’ — &k) (;’;- — :‘2)
02[2 — dE—C’/Z}: —— > az,
3 a (g2)*
ax, [ 3,
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ce qui donne, quando g, —+ 0,

@ @ ) w
dg M@ g o E 4nC —4 m ¢ Y@

304G T s (on e TPE T a6

———
B) Fluz du vecteur — (1/2) Grad 9, 3, (ﬂ:.)z. o) Termes relatifs a M, :

i
ils sont nuls d’aprés une remarque faite. §) Termes croisés

©)
2 (I :Ei——gi

' !
_ z Os (E ﬁk'ﬁk) ax.
3 ok (229
Qx,
Seul & = 2 donne un terme non nul:
{2y
f ) pi o 5:‘ . [§3]
i J— . >i. R
lhm z af‘l /32 0 a2 /32 ’
@ga>0 i <2
33,
{2y (2) {2)
12
Py = A (2 — &2) (avec 1 = g,),
(2) 2) (2) (2) £2) (2 )
5 o B fl_f (w? — S‘)_ﬁ% (x* — &%) (o' — &) 98 51_/: (22— 52_) N
B T dr 7 dr 73 ' Todr 7 !
(@) 2) (4]
2 7 (2% — E2)%(xf — &)
,— o avee 7 = 0,) .
bodye 32 ( e
(2

Multipliant par (#*— &%)/, et sommant en i, on obtient:

2) 2} @) 23
di da (2? — £2)% dz A (& — £%)2

dr dr r? UL (avec 7 = @i),
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de sorte que nous avons & calculer

2 @ (2) 2) )
(1) fda di (x? - £2)2 d2A (x? — g2)2
—B =+ =+ — —| dX (avec r=
2 {dr dr 72 + dr? T ( @)
M,
ou
(03] (&3] (2 {2y () (2)
da 34 (8] dz 2 12 4 20
dr (@)t (e A (gf | (g
On obtient finalement
@) (3] T [43)
870 [ — 4 m C @ ($%

"3 (I, MLy +2B + JTANIA (62— &2).

C) Flux du vecteur [0, (1/4) 4 3 (8.2, 0]. «) Termes relatifse M,:

)
2) (, 2 (2) @) @)

H € ’ 1
—lez(ﬂi)ﬁ’—»——J d2  avec Az 2=2 3 B,XAB, + 23 (0, B0
1 ik
ce qui donne zéro par intégration. f) Termes croisés:
2)

(1) (2) 2 52
fA > (B (B L

M,

en formant le laplacien on obtient un terme quadratique nul par intégration
et deux termes qui donnent, quand g, -0 (¢ =2),

2) (1) (2) @
1) (2) £ — (w? — £2)2 @) (2) [§9) (’r2 S2 )2
az —_ 2
—04 (M, -Mz) .[ 453 ’ ¢4 (& 5 Z,
dat, ai,

2, - Riviste di matematica
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soit finalement:

[§38] (€3] (1) (2} {1 1)
4 B L2 g2 4xC{ — 4 @ ’ 1 @ 1
R e e e | e ] 2 ] - 2 .. k2
5 4 (M, M) 3 (M, M,» t2 B M, M, )( )
En additionnant tous les résultats trouvés on obtient:
(2) [¢}) (2) [¢)]
1 (2) 2) (» 52 i 52 @) 1 @ (D (1) (2) ((;.:2 — gz)
47 (CA -+ CA) = — v 2 2 Ny =
(€A +CA) 53 87 CB (&) tn OO0

Si nous tenons compte du terme provenant de S$** nous trouverons aprées
simplification par 8zG et réduction de termes:

(2) {2) 1) @O (@) (2) (1) (@ 1) 2) (1) D (2)(2) )
) d‘.’. 51: (1 @) 5k J— d:‘-k O ‘,1 +C J.l. (Sk — 52:7:) C ]3 {2y (1) O Oé:/c — Sk
m— =—amm G —— -} e e e (ER e EF) o —— ey
ae (3, M 26 (ML, M G 2G I, I,
— () (2 (D {2) (1)
@ @ M, a @ ¢ _é_.,.>d 1 CA+C A ;(,1 1 ¢ B i :|0[>
—— =mm G-Gra - rad - e M My —
LT v Al L 2 gL T T et

les opérateurs étant ceux de l'espace euclidien ordinaire et les gradients étant

(2)
calculés en MM, (£°). CLAUSER a obtenu ce résultat par une méthode entiérement

différente [5] ainsi que TREDER [26].

3. - Interprétation finale.

Nous avons posé plus haut: 2KC = —¢ (voir Chapitre I) et
—> — 3]
4E=-eGraJdl, B

r 2K

0)
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posons maintenant :

e8] {2)

A =—2Ke, G, A4 =—2Ke, G.
(1) {2 {2y (»
CA+C A C e, .. R
Alors 5a ==¢; ¢, . Il semble indiqué de choisic B =0 2 cause de
b |
2y
¢ B —

>
(,' M, M,. Oest aussi ce que font
¥

CLAUSER [5] et TREDER [26]. Nous obtenons dés lors:

la nature de Pavant dernier terme: —

— Mm@

@ 420, e —- 1 > ] ¢ ¢ M M, o= M. W

m ———-— =mm G Grad - — ¢, ¢, Grad - — - — (r = M),
di? ¥ r 2¢ r

olt nous notons la présence inattendue du dernier terme, force constante en mo--
9] 2)
dule, ce terme est acceptable si I’on suppose que les coefficients ¢ et ¢/ sont petits.

(Continua)






