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Grusgrre VEccHIO (%)

Sopra I’ equazione locale

di una ipersuperficie di §* in un punto doppio. (*%)

1. D. KirBY ha ottenuto, in [2], una forma particolarmente semplice di
equazione locale per una superficie algebrica, contenuta semplicemente in una
varietd algebrica V3 dello spazio affine S», in un suo punto multiplo, scegliendo
un opportuno sistema di coordinate locali nel punto. In questa Nota estendo
alcuni dei risultati di D. KirBy, considerando ipersuperficie algebriche dello
spazio affine S» (') dotate di un punto di molteplicita m > 2, con particolare
riguardo al caso m = 2. Dopo alcune premesse sopra le serie formali di potenze,
dimostro che se V & una ipersuperficie avente un puntos m-plo 0, & possibile
ottenere per V, con una scelta conveniente delle coordinate locali ,, Loy vee y By
nel punto O, un’equazione locale in O della forma:

1.1 B o (Bay eeny B) BT Al G (@, ey @) =0

CON f; (g vvv y &p) (3 =
nelle variabili ., ..

2,3, ..., m) serie formali di potenze di grado > 7 (cfr. n. 2)
.y @, . Nel caso particolare m = 2, nel quale 1a 1.1 diviene:

1.2 22 g (B ey @) =0,
con g (@, ..., ®,) serie formale di potenze di grado >2, si dimostra che
g (@2 ..., ;) & univocamente definita a meno di equivalenze (cfr. n. 2).

(*) Indirizzo: Istituto Matematico Universita, Genova.
(**) Ricevuto: il 2 maggio 1961.
(*) Gran parte dei risultati che qui ottengo hanno, tuttavia, validita pit generale,
come il lettore pud facilmente constatare.
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Inoltre se il cono quadrico tangente « V. in -0 ha uno spazio doppio di dimen-
sione m — h, si pud scegliere il sistema di coordinate locali in modo che Vequa-
zione locale di V in O abbia la forme:

2 2 ! 2 o —
X a0, e X, @ (g ey Ta) =0

dove @ (Tpry, - 5 ) & wiia serie formale di potenze di grado > 2 nelle sole variabili

Dpigs «oe g Ty

2. Sia k un campo algebricamente chiuso e di caratteristica 0 e & [@y, ..., 2,]
1'anello dei polinomi nelle » indeterminate @ys Loy ..., 2, con coefficienti in k.

Denoteremo con f, (#) = f, (24, ..., #,) un polinomio omogeneo di grado &
appartenente a & [2] =k [#, ..., @.].

Una serie formale di potenze di grado s ¢ un’espressione del tipo

2.1 f(.’l)) :fs ('/I") + fs+1 ((i’) T e

con f, (#) == 0. Le serie di grado zero, cioé aventi un termine costante non nullo
fo €k, diconsi wnitd; non wnita le altre.

Due serie formali f (), ¢ (») diconsi equivalenti se f(x) = u (@) g (») con
% (2) unitd ([4], pag. 80); & chiaro che la relazione di equivalenza cosi introdotta-
e riflessiva, simmetrica e transitiva.

Con le definizioni di somma ¢ prodotto usuali le serie formali di potenze in
By, .., &, formano un anello che denoteremo con k{w} = k{ Liy oee s mﬂ}. Le
unith di k{ml, ey m,,} costituiscono un gruppo (moltiplicativo); gli elementi
di k{ml, . xn} di grado >+ costituiscono ovviamente un sottoanello di
E{®w, ..., @, } che denoteremo con k”{m, .., @,}; in particolave k" { z,

., @, } & il sottoanello costituito da tutte le non unitd di k{ @y, oy @0}

La 2.1 dicesi regolare in x; se non ¢ unitd e contiene un termine ax} con

0 # a € k. Sono fondamentali i due seguenti teoremi:

TEOREMA 2.1 (Teorema di preparazione di WEIERsTRASS (cfr. [1],
pag. 183)). Se f (z) € k{ Dy oeny a:n} ¢ di grado s ed é vegolare in x;, f(w) é equiva-
lente ad uwna serie della forma

& s—1
@ + Ay @7 + . - A,

(T —_
con A, €K { @y, oy Bpogy Bagyy ey By (=1, 2, . 8)

TEOREMA 2.2 (Cfr. [1], pag. 39). Sia dato il sistema

o
o

fe @1y «oos Tns Y19 oy Ym) =0 (t=1, 2, ..., m),
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dove f: €KV { @1y vy ¥s Yuy or Y } - S per @y=w,= ... = 2,=0 il determinante
dei coefficienti dei termini di primo grado nelle y; é 5 0, il sistema 2.2 ha wna wnica
soluzione:

Yi =@ (By, ooy &y) (=1, 2, ..., m)

CON @i (Bry oy @) ERV{ @y, vy @y}
Se Y15 Y2 ...y ¥n SODO altre n indeterminate, diremo regolare la trasforma-
zione di k{y} in k{w} data dalle relazioni

Yi = 2 W B; -+ Py (Byy oony @) (i=1, 2, ..., n)

je=1

14
w

con ay €k, |ay| #0 e P(ny, ..., 2,)€ k‘z’{ml, ey wn} Per il teorema 2.2
il sistema 2.3 ha un’unica soluzione: ‘

2.4 &; = z bis s + Qi Wey vy Yu) (t=1,2, .., n)
j=1

con by €ky Q@ (Yuy ooy Yu) EBP{ Y1, ooy Yu}; e risulta inoltre | b, | 0.

Le 2.4 danno la trasformazione inversa della 2.3, anch’essa regolare.

I evidente che una serie di k{ ay, ..., @, } & mutata da una trasformazione
regolare in un'unitd se e solo se ¢ essa stessa una unitd.

Se la 2.1 non & regolare in x;, esiste una trasformazione regolare che la muta
in una serie di k{ Ygy ooy yn} regolare in ¥,. Una tale trasformazione &, ad
esempio,

T =1 Yy Ty =t Y T Yy ] #d

con t; 520, f, (ty, ..., tz) 55 0.

3. In uno spazio affine ad » dimensioni 87, sia dato un sistema di coordinate
X, ..., X, di origine O ed una ipersuperficie algebrica ¥ passante per O ed avente
equazione F(X,, ..., X,) =0, con F(Xy, ..., X,)ek[X,, ..., X,|. Se una tra-
sformazione regolare ‘

3.1 X{ == Za/ﬁ &T; + P,’ (wl, wer y a:,,) (1: :1, 2, ceey 7?/)

i=1



98 G. VECCHIO [4F

con a; €k, |a;| #0, P;(»)ek®{s}, muta F (X, .., X,) in un elemento
T @y ooy ) €K “{ Byy eer s m,‘} diremo che @y, ..., #, costituiscono un sistema
di eoordinaie locali in O e che:

e
to

f(oy, cooy @) =0

¢ Uequazione locale di ¥ in O relativa al sistema di coordinate locali a, ..., @,.
Se @, ..., x, sono legate alle coordinate locali @, ..., &, dalla trasforma-

n

zione regolare:

n
I3 i I +
3.3 = a0, + Qi (v, ..., @) (t=1, 2, ..., n)
F=1

anche n;i, ey 'v; costituiscono un sistema di coordinate locali di V in 0, come
subito risulta sostituendo le 3.3 nella 3.1. Le 3.3 mutano f (x;, ..., @,) in una
serie di potenze f' (x;, ..., @) di egual grado ed f' (a, ..., @) =0 & un’altra
equazione locale di ¥ in 0.

Viceversa, siano @y, ..., &, ed :v;, ceey i, due sistemi di coordinate locali in O,
f (@1, ooy @) =0 ed f' (@), ., 2)) =0 le relative equazioni locali di V in O.
Allore @y, ..., 2, ed w;, ey X SOTO legate ad una trasformazione regolare T e la
trasformata di f (zy, ..., @) mediante T é una serie equivalente ad f' (2, ... , ).

Infatti se

n
lz ‘“Za'iimf ?‘Pz (,Uly ) T"n);
j=1
» 7 ! 1
Xy = Dbz, +Q;(z, ..., @) (1 =1, 2, ..., n),
i=1

dove a;, b €k, |ay| | by| 50, Pi(@)ek>{a}, Q; (@) eck>{ s }, risulta:

n n

. 1; ; ' .
3.4 Z Ui 85 + Po (@1, ooy @) = z by, + Qi (@, oy @) (1 =1, 2, .., n)

J=1 §=1
e quindi per il teorema 2.2:

» ! ? !
3.5 @i= D 60, + Pi(@y, oy @) (t =1, 2, ..., n)
j=1

dove c; €k ed P, (') ek { &' }; e visulta || ¢y | @i =| by sicche | e;| 54 0.

La 3.5 ¢ dunque una trasformazione regolare v che muta f (%, ..., @,) in una



(5] SOPRA L'EQUAZIONE LOCALE DI UNA IPERSUPERFICIE DI S* ... 29

. . 1] 1 . N i
serie di potenze ¢ (@, ..., @,) . Poiche f (2, ..., @,) ed §' (g, o, @) son0 le tra-
sformate di # (X, ..., X,) mediante due trasformazioni regolari T : X; — a,
- I 1 1 i
T': X, »w»; e risulta T =T, deve essere ¢ (@ ooy @) = (2, .., @)
! o N
s @) ¢ unita.

@y, .oy @), dove W (@), ...

4. Se @, ..., @, sono coordinate locali in un punto O ed f (#y, ..., @,) =0
la relativa equazione locale di V in 0, il grado di f (ay, ..., ®.) & la molteplicita
di ¥ in O ed ovviamente non dipende dal particolare sistema di coordinate
locali @y, ..., @, (cfr. n. 2).

Dimostriamo il

TEorBMA 4.1. Se O ¢ un punto m-plo (m > 2) di una ipersuperficic V

Vequazione locle di V in O si puo serivere, con un’opportuna scelta delle coordinate
locali, nelle forma:

4.1 A A (@ ooy Wa) + oo = oy (g ey ) =0

CON i (@ay ooy @) ER{ @yy ooy @a} (1 =2, 3, .., m).

Sia @, ..., @, un sistema di coordinate locali in 0 ed

I3

4.2 frimy, oy ) =0

la relativa equazione locale di V in0; f' (#, ..., #,) € k™ { &'} si pud supporre

. . . RN I !
regolare in uc; (cfr. n. 2). Allora per il teorema 2.1 esiste una unitd » (=i, .., @,)
tale che:

! I

4.3 (o, ..oy @) =

' ry o, NI , . ’
= (@, ey w){w? + A (7, ., @) et L A, (., a,) }

7 ’ { s ’ . <
dove A (my, oy @) €k iy, oy @} (6=1,2, ..., m).
D’altra parte la trasformazione regolare

4.4 pypo=ny— — Ay (@ ey @), @ =y (@ =2, ..., m)

muta la 4 3 nella:

m -

1 m
f#yy vy @) =u (2, ..., :0,,){ o —— Ay (B, ooy 93,,)} +

m=-1

1

m

-+ jil ({l?g, ) fv,,) [CUI Al ((’}2, reey ‘/Bn) + .+ Am (mzy ree {17“) =

= U (g, ..., m,,){ o T gy (g ey Ba) A e G (R el .fvn)}
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CON % (Fy; ... ; @) UNIA @ g (@2, ooy 1) ERP{ @y, ooy @ } (=2, ..., m); sicche,
dividendo per I'unity w (@, @, ..., @,), ne segue il teorema.

Data dunque un’ipersuperficie 7 avente un punto m-plo O (m > 2), ad ogni
sistema, di coordinate locali x;, ..., =, in O restano associate m — 1 serie for-
mali di potenze g, (s, ..., @) €K { @oy ooy @} (1 =2, .., m). Se Yy, ey Y
& un altro sistema di coordinate locali nel punto O, e:

4.1/ Y& YT Yoy ey Yn) e P Yoy s Ya) =0

¢ 1a relativa equazione locale di V in O, dove @; (Yo, ..., Yn) € K { Yoy -oi s g/n}
(4 =2, ..., m) sono le m — 1 serie di potenze formali associate al sistema di
coordinate ¥, ..., ¥, non ¢ detto che per ogni m esista una trasformazione
regolare tra le @, ..., @, € 1& ¥, ... , ¥, che trasformi ogni @; (¥.; ... , ¥.) in una
serie eqrivalente a ¢; (s, ..., @,) . L'esistenza di una siffatta trasformazione &

assicurata per m =2 dal seguente:

TEOREMA 4.2. Se @y, .., By ed Yy, ooy, Yo Son0 due sistemi di coordi-
nate locali in un punto doppio O di wn'ipersuperficie V tali che le relative equazioni
locali di V in O si possano scrivere nella forma:

”Ji + g (T2 ooy 2n) =0, yr;’ T @ W2y ooy Yn) =0

con g (@yy ey @) ERP{ Doy ooy Baty @ Way s Ya) ERV{ Way ooy Ya ) esiste
wna trasformazione regolare delle Yoy ...y Y Nelle Tqy ...y Ty che MULE @ (Yay - 5 Yu)
in wna serie equivalente @ ¢ (®s, .oy Tn)-

Esiste intanto una trasformazione regolare

n
4.5 Yo = @y + Py (B, woey @) =N (@15 oy @) (E =1, 2, ..y )
f=1

con a; €k, |ay|#0, Pi(@, -, @) ek®{ 2, .., @,}, che muts ¥+
~+ @ (Y5 - 5 ¥») in una serie equivalente a @t -+ g (B ...y @) (cfr. n. 2), sicche:

4.6 @y oy T FEAQ Oy ooy Tn) = U (Bry ey w){ @t + g (@, oy T2}

% (@, ..., @,) essendo unith.
Scelta un'unitdh U (y, ..., @) €k{ 21, ..., @, } tale che

{U @1y vy @) }2 =0 (@15 oy @) s
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si pud supporre U (0, ...,0) = U, 5 a,; (eventualmente sostituendo U (@4, ... , @x)

con — U (@, ..., @,)); Iequazione:

4.7 My (L5 woey Bn) — U (@1 ooy @) =0

si pud risolvere in modo unico rispetto ad a; (teorema 2.2) e si ottiene per x,
un’espressione della forma:
o 3

B vy = &y
£.8 R A : +

Ty + Q (B2y wen s wn) =0 (m‘:’ ey w'n) ’

+ Ayn

Uy —ay

0N Q (%, ooy a) EEP{ @y oy @}

Se ora si tiene conto che la 4.6 & un’identitdy rispetto alle @y, ..., @, e quindi
che essa d3 luogo ad un’identitd rispetto alle @,, ..., #, quando si sotituisca z,
col secondo membro della 4.8, si ha:

y Taly oey M [O (@ay ooy @a)y Bay vy Bp) § ==

4.9 @{n[0 @ s @), By e

={U[O (@ ) #), Fay -y ¥a) Y2 g(@y ooy @a)s
U[O (@, ..oy @a), @y ..., @] essendo unitd appartenente a { @ay oy @0}

Pertanto la trasformazione

y ) (6 =2, ..., B

4.10 Yo =0 [0 (Bay ooy Tn)y Tyy oo
WUt @ Uay -y Yo) i T[O (@, oov y @)y Loy -ov 5 Tu] § (@25 .o, Ba) - Resta da pro-
vare che la 4.10 & una trasformazione regolare. A tale scopo basta dimostrare
che il determinante A’ dei coefficienti dei termini di primo grado nelle @,, ...,

& diverso da zervo. Infatti:

&t Qg Uin {
4251 i + @ Ay + Qs 225} T T Qa2
0o U1 Uy—a,y 0 0n
by A3 A1
23 + g Ay -+ Qg gy ——— + Uga
A = Uy —ay Ug—ayn Ug—an
Qg Q3 A1n
Qpy il + Qne Ay _U“ —— 3 22%1 -U__' + @nn
0 an 0 Oy 0o

3. — Rivista di Matematica,
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& la sonmmma di 2»-* determinanti ad elementi monomi tra i quali tutti quelli che
hanno almeno due colonne eguali ai primi addendi di due colonne di A’ sono
nulli; pertanto:

Ay

Cyg ven gy

1o Oy (g oy .. Gy
Qoo Uag «vv oy Up —ay

yr

gy «v Ugpmy = A3y Ug,ppy +er gy
) [J 1 )

0 Ay

L . .

1=

1o

[l'ﬂ‘z an3 e a’nn

‘1r
Aps s a»"’r_l U—“““—“a'nl a:"’r:,_]_ wee Uy
0 — 01y

Denotando con 4, il complemento algebrico dell’elemento a;; di || a |, rac-

. . a .

cogliendo il fattore comune —"— e spostando al primo posto la (r — 1)-ma
Jo ™ 1

colonna in ognuno dei determinanti della sommatoria, si ha:

Aoy vev Uy pq by piq +en Uoy

n
ay Ay e (g oy g ppq -en Ugy
A = All -+ E P A (___ 1)7—2 > T
=2 Uy—ay

Apy ven a'n‘r-l a’n,r+1 vee Gy

n
n Up dyy —aqy Ay _z tyy Ay
I Fet Uy dyy — A
= Ay — — Gy Aip = : =
Uy ~—ayy +=2 Uy—ay Uy —ay
ove 4 =]|a;|. Denotando con 4, 4_,, rispettivamente, la matrice | a,l]

e la sua trasposta, e eon H, K le matrici delle due forme gquadratiche delle due
serie y; 4 @ (Yo, -ov y Yu) € U (@4, ..., wn){ @ g (2, oeey ) }, risulta ovviamente

A HA =K
0ssia

HA ~ AT'K =0

. . . . . 4 o
11 primo elemento della prima riga della matrice H4 — 471K ¢ a,;,— 7011 U,
quindi risulta a;; 4 == a;, UL, Si ha allora:

A ayy

U, :—A(Uo—“au)z_i#o.
Uy —ay, Uy (Uy — ayy) U,
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5. Ad una forma particolarmente notevole per Iequazione locale di una
ipersuperficie di S» in un suo punto doppio si perviene con il seguente

TeorEMA 5.1 .Sia V un'ipersuperficic di S* avente un punto doppio 0.
Condizione necessaria e sufficiente affinché il cono tangente a V in O abbia uno spazio
doppio di dimensione n — I ¢ che che esista un sistema di coordinate locali x,, ... s Lp

nel punto O, tali che Vequazione locale di V in O si possa serivere nella forma:
- 2 2 2 —
5.1 Xy ok Wy A B @ (B, ey @) =0

. ; (3)
Con @ (Tniry oy @) €KO{ Bypay -.v s @,
Premettiamo le seguenti osservazioni:

1) sia f (#, ..., @,) una serie formale di potenze di grado 2 e

n
5.2 Bi= 2 @y Yy + Ps WY1y ey Ya)s (4 =1, 2,..., n)
i=1

dove P; (Yiy ..., Ya) € k‘”{y“ vie's Yn }, una trasformazione regolare. La forma
quadratica di f(zy, ..., @,) e quella della serie ¢ (4, ..., Yn), trasformata di
f (2, ..., @,) mediante la 5.2, hanno la stessa caratteristica. Cid & ben noto se
la 5.2 ¢ una trasformaszione lineare non degenere, d’altra parte la forma quadra-
tica di (¥4, ... , ¥,) risulta la trasformata della forma quadratica di f (»y, ... , ,),

mediante la trasformazione lineare non degenere

n
@i == Wy Y; (t=1,2, ..., #n).

J==1

2) Se f (), g (w) € k{ @, ..., @, } sono tra loro equivalenti, le relative forme
guadratiche hanno ovviamente la stessa caratteristica.

Cid premesso, siano y,, ..., y, coordinate locali in O ed f Wy ooy Yoy =0
la relativa equazione locale di ¥ in 0. Denotando con g la caratteristica della
forma quadratica di f (y,, ..., ¥,) & chiaro che il cono tangente a V in O contiene
uno spazio doppio di dimensione % —h se e solo se p = h. In particolare O
risulta uniplanare se e solo se p =1 e biplanare se e solo se o = 2. In forza
del n. 2 e del teorema 4.1 si pud supporre che f (;, ..., ¥,) sia regolare in vy,
ed abbia la forma

(14
w

FO) =4 + 9 Wey ooy Yn)

COR g (Yoy -y Yu) EL{ Yoy v, ¥} di grado s> 2.
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Se O & uniforme, cioé se p == 1, risulta s > 2. Infatti quando s = 2 la carat-
teristica della forma quadratica di f(¥) =¥} + ¢ (Ya, vy ¥u) &€ > 1.

Se O non ¢& uniplanare risulta invece s ==2; ed in tal caso si pud supporre
che g (Y, ..., ¥.) sia regolare in ¥, e quindi, per il teorema di preparazione di
‘Weirstrass, si ha:

9 Way oy Ya) =0 Yoy oy Yo) Y5 + A Way ooy Yo Yo+ Ao Uy -y ) }

dave u (Yz, ...y ¥a) & unitd ed A; Yoy ooy Ya) €K Yoy vy yu } (=1, 2).
In forza del teorema 4.1, la trasformazione (regolare):

I 1 1 1 ’
5.4 ' Yo=Y =5 A Wy s Yadi Y=, (i =+ 2),

muta l'equazione 5.3 in
5.5 Y2ty Wy ooy YD LU+ G Wy s Y) F=0

doVe Uy (Yyy vy %) © Unitd e g (Y ooy 4) ER{ Yy, vy ¥, b & di grado s> 2.
La 5.5, moltiplicata per Vunita { u, (y;, ..., 9,) }~%, diviene:

5.6 {0 Wy s ) 37208 90 0 Wy s ¥a) =0

Se O ¢ biplanare deve essere s> 2. Infatti se fosse s =2, la forma quadratica

del 10 membro della 5.6 e quindi anche quella di f(y), avrebbe caratteristica
?

o> 2.

Se O non ¢ uniplanare, né biplanare, risulta invece s = 2. La ¢’ (¥, ...y ¥,)
se pud, al solito, supporre regolare in ¥,; si pud quindi applicare il teorema di
preparazione di Weierstrass e poi, successivamente, un’opportuna trasforma-

. . . > N . 7

zione, che faccia pagsarve dal sistema di coordinate locali Yy -5 Yn ad un altro
sistema di coordinate locali 95, ..., ¥, del tipo 5.4 dove, in particolare ¥, =y,
per i = 3, in modo che ’equazione locale di V in O assuma la forma:

8.7 Lt Wy ey Ua) U Y F e Wy e Y {vs 4 W s W) }=0

dove ¢" (4, ooy Y) ERR{ Wy, s Un} € { U Wy oy YD FTE € Uy Uy ey YL)
sono unitd. La 3.7, moltiplicandola per Vunitd { u, (¥;, ..., ¥,) }~* diviene

5.8 { e Wy ooy ) 3 s Wy s W) FH0°

+ { Us ('3/,:;> reey ?/:) }_17;’2 + ?/:;2 + .(/" (:I/Z, ey ?/:) =0,
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B facile riconoscere, come prima, che se il cono tangente & ¥ in O ha uno
. . . . . 1 "
spazio doppio di dimensione # — 3, la ¢" (,, ..., ¥,) ha grado > 2.
. . . . . . " " n
Se invece ha uno spazio doppio di dimensione <n — 3, la ¢ (y,, ..., ¥,) ha
grado 2. Reiterando il procedimento, si trova che se O & un punto doppio di 7,
nel quale il cono tangente a ¥ ha uno spazio doppio di dimensione n — h, esiste
un sistema di coordinate locali z,, ..., 2z, in O tali che la relativa equazione
1y b
locale di V in O assuma la forma:

5.9 Uy (2 ooy 2002 + Us(Zay ooy 2a) 25 + oo +

+ Upey (&1 vy 20) 25y + z: + Qi1 Brgry ooy %) =0
Aove @ (Znsry -y 2a) €KV Zugay ooy 24} ed
Ui(Riras ey 2n) ={ Wity (Bipasneey.n) }"1 { Wiy (ZBiras ooy Bn) }—1 { Uy (Bny voey &n) }"‘

(i=1,2, ..., h—1) & unita.
Posto allora

Us(2is1y -y %) =“—'{'Ui (Ret1s ooey #n) }2 Z{ bt QdRitry ovy 2a) }2 (t=1,2,.., h =1}

dove 0 £ b, €k € Q; (Rupay -ovy 2a) EEV{ 2041y .oy 2, }, dalla 5.8, mediante la
trasformazione regolare:

Ty :{bi + Qi (Riggs oer y 2n) }zi (6=1,2, ..., h—1)

@ = 2, G="0n h+1, .., n)
si ottiene per V l’equazione locale in O:
5.10 2 w4 2 @ By ey Ta) =0

dove @ (Tnszy vy @n) € KV Bppay ooy @0}

I evidente, viceversa, che se 'equazione locale in un punto doppio O di
un’ipersuperficie V & della forma 5.10, con @ (%rsry -- 5 @) € K¥{ Tasay ooy 2a by
il cono tangente 2 V in O ha uno spazio doppio di dimensione n — h.

Il teorema 5.1 ¢ cosi dimostrato.
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