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Lutgi Taxzt CATTABIANCHTI (%)

Su una classe di equazioni alle differenze,

del tipo di Bessel. (*9

1. - Introduziome.

Per le equazioni differenziali di BESSEL
1) wy'(®) +2ny'(s) —atwy(w) =0 (n =1, 2, 3, ...),

dove @ & una data costante, & stato indicato (*) un certo procedimento risolutivo
che ha condotto all’integrale generale nella forma

¢ €% 4 e7%%
2 G -1 71 2
2) y(@) = (D] — )"~
con D, = dyda, e ¢, ¢, costanti arbitrarie.
Nel presente lavoro individuo una classe di equazioni alle differenze finite,
del secondo ordine, soddisfacenti ai due requisiti:

10) si possano riguardare, nel Calcolo delle differenze finite, come le cor-
rispondenti delle (1) nel Calcolo infinitesimale (per questo motivo si diranho
del tipo di Bessel);

20) si possa ad esse applicare un procedimento risolutivo  che, nel Cal-
colo delle differenze finite, sia il' corrispondente di quello seguito (%) per‘le (1).

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universita, Parma, Italia.

(**) Ricevuto il 30-X-1959. ’

(1) A. MAMBRIANI, Genesi ed integrazione in termini finili di vaste classi d’equazioni
differenziali lineari, aventi per coefficienti delle funzioni razionali intere, Ann. Scuola
Norm. Super. Pisa (2) 9 (1940), 27- 43 efr., in paltlcolare Pp- 27-29.

(3) Cfr. loc. cit. in (1).

10. — Rivista di Matematica.
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Tali equazioni alle differenze, del tipo di BESSEL, sono ie seguenti:

(1) 2 YoP(2) + 20" (@ + b) — a2 oY (@) =0 (n=1, 2, 3, ..),

dove

Y(Lh)(w) :’_lt { Y@ 4+ h) — Y(z) }5

YO (g) = 7}[2'{ Y(z + 2k) — 2Y(@ + h) + Y(2) }

e a == a(», h) ¢ una data funzione periodica di », col periodo h (in particolare
una costante). Osservo che Pequazione (1), pud anche scriversi nella forma

(z + 2nh) Y(’v + 2h) — 2 (7; + nh) Yz + h) -+ (1 — a? hz) x Y(x) =

Apphcando alla (1)7. il procedlmento risolutivo sopra aceennato, se ne ot-
tiene la soluzione generale nella forma

(1 Iz (1 — ah)e
(2)s Y(z) = (D2, — a?)»1 7+ (1 4 ak)*i* + - ah) ’

T

dove D:, & 'operatore definito da
1
D, ¢(2) = ¢ (@) = { p(@ + 2k) - 29 + k) + (@) },

e my =&, h), 7 = m(x, h) sono arbitrarie funzioni periodiche di =, col pe-
riodo & (3).

11 parallelismo che intercede fra 1’equazione differenziale (1) e Iequazione
alle differenze (1), ¢ evidente. Invece il parallelismo intercedente fra le rispest-

() Le operazioni indicate nel secondo membro di (2), sono facilmente eseguibili.
Infatti, indicando per brevitd con f(x) il rapporto figurante in tale secondo membro,
si ha '

n—1 —1
Y@ = (Dl — @ flo) = 3, (— 1= (" ; )a =9 D, f(a)
0
dove &

1
Dz /(@) ,q,z <~1>S( >f<v+sh>
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tive soluzioni (2) e (2), pud sembrare meno manifesto, ma risulta chiaramente
dalle constatazioni seguenti:

10) Poperatore D,, corrisponde all’operatore D, ;

20} le funzioni
(1 -+ ah)ir, (L — ahym

sono entrambe del tipo (1 + «h)*/* [con o« = a(w, h) funzione periodica di ,
col periodo k], e quest’ultima funzione ¢ da ritenersi, nel Calcolo delle differenze
finite, come la corrispondente della funzione esponenziale ¢ nel Calcolo infini-
tesimale: cio discende dall’osservare che, se ad esempio o & un numero prefis-
sato, si ha

lm (1 + ah)e/h = ¢

A—>0
ed anche

3) D,, (1 + ah)it = (1 + ah)ein,

in analogia con D, ¢**= « ¢**. La (3) perd sussiste in generale per « = a(z, h),
funzione periodica di #, col periodo % (come inizialmente si era supposto),

Ad esempio, le particolari equazioni alle diffelienze (1), date da
@ Y*(@) + 2" (@ + h) — 2 Y(2) =0,
z ¥Y*P(zg) +4Y" (@ + h) — 2 Y(z) =0
hanno ordinatamente le soluzioni

(1 4+ h)EM b oy (1 — R)=1R

)

Y(z) =

&

7y (1 4 =P 4 (1 — R/t
p .

Y(z) = (D2, ~ 1)




148 L. TANZI CATTABIANCIII

2. - Alcune premesse.
a) Ricordiamo la formula

Vg

(4) Dy, (wew) = (wo)™ =3, (
]

OLh) (1 — 15 h)
1!) w rh’b ?

\

(4]

dove u = u(x), v == v(z) sono due date funzioni e si & posto, per brevita,

v .=v (@ -+ vh).
Per operatori del tipo

vh

r
r Dr k!

A0
il
< M 3

con p, = p.(z), applicando la (4) risulta

m m r IS
Q’:c.h (’lb"?)) - Zr pr D;,h (’llr"b') = z’ pr Zl’ (1') u(,’h)vlLv(r_"h) e
0 0 1

m u()',h) m

=2 Serfr—=1) .. (r—v+1)p, LT,

o4 1
vl

Ponendo poi
m

o= rr—1) ..0—v+1)p 27"

v

si ha
mn ,u(x',h) -
(3) - Lo (uew) zg — L
b) Poniamo qui, per brevita,
(6) arlh =g (x — h) (@ — 2h) ... (@ — (n—1)R).

Questi prodotti fanno, mnel Calcolo delle differenze finite, la parte delle po-

tenze nel Calcolo infinitesimale, come si rileva anche osservando che &

(7) . ‘ Dm,h wnlh p— mn—l]h

(al limite per h —> 0 risulta D, a" = n 2"™*).
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¢) I’equazione alle differenze y*"(2) — a®y(w) =0, con u = a(w, k)
funzione periodica di « col periodo %, si pud scrivere

(8) (D2, — @) (@) = (Dyp — @) (D,a+a) y(@) =0,

dove la speciale sottolineatura sta ad evitare 1'uso di parentesi e a ricordare
che le varie operazioni applicate alla funzione y(w) procedono da destra verso
sinistra. Valgono le identitd

x

XN _z
D, +a=(1~—ak) ! D, (1 —ah) ",

a

£+1 -
D,y —a=@ +ak)* D, 1 +ah) ",

-

1 — ah\/»

(9) D2, —a*=(1—a?h?) (1 + ah)*D,, (

b e

I’equazione (8) si pud pertanto scrivere nella forma

D (lwah "D, (L= aly= y(z) =0
LR m]—l @, h ( ——(lb) y('l’) — V.

Invertendo qui successivamente gli operatori del primo membro ed indi-
cando con m, = m,(x, h) (r =0, 1, 2) delle arbitrarie funzioni periodiche di =,
col periodo k, si ottiene

1 — ah\=/
( ) "D (1 — @) (@) = 7

1+ ah

1 4- ah\=in
Do (1 — al)==lh y(x) = 7 - (i?h) )

.

1 h\x/h 2
(A — =i y(a) =~z< “L‘“) tom (n _ z)

1—ah " 1—ah
ed infine, come formula risolutiva di (8),

(10) Y(@) = 7y (1 + ah)=lh + 7y (1 — ah)eln,



150 L. TANZI CATTABIANCHI [6}

8i ha cio¢
(10) ’ (D, — a3 0 =y (1 + ah)lh 4 m,-(1 — ah)=it,
d) L’equazione
(11) (D, — a®)? yla) =0,
in base a (10') e alla decomposizione (9), si pud serivere nella forma

1 — ah\zir
(I —a?h®) (1 + ah)=™ D, (1—:—27) Do 1 — ah)y=/ y(w) =

<~

=y (1 ah)2 ™ -y - (1 — al)/n,

da cui, procedendo come in ¢),

(12) Yla) = {71 (1 + ah)=ln + 7y, (1 — akyit } +

+ s (L ah)f ™ 4, - (1 — ah)ity

dove le @, , sono arbitrarie funzioni periodiche di @, col periodo h. Posto, per
brevita, ‘

(13) '(pr =10 (1- + ak)= L Ty ot (L — ah)=* (r =0, 1, ...,
si ha dunque, come formula risolutiva di (11),
(12") Y) = xpo + @y .
Analogamente, per ’equazione
(D2, — a2} y(w) =0
si ottiene la formula risolutiva
ya) =alh gy +op +gu

dove #2!* = g (z — h) pud anche essere sostituito con w2 [la preferenza per x2!s
si comprende tenendo presente la (7)].
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In generale, per equazione
2 a
(])x,h - a'“)n ’]/(-CU) =0
si ha la formula risolutiva

(14) y(w) == ntin Py + w"~2lh‘P1 s T Pus T Pury

dove 13 @, (r =0, 1, ..., » — 1) hanno le espressioni date da (13). Si ha ciog,
a generalizzazione di (10'),

(14/) (]):.h — (lg)_" 0 — wn-—lfh (po + mn—-2|h (pl + . + @ (;On-g + q)n——l

(n =1, 2, ...).

3. - Risoluzione di (1);.
I’equazione alle differenze (1), si puo serivere nella forma
(D2, —a®) Y(@) +20D,, Y(@-+h) =0

ed anche

v

(1), @ (D2, — a¥)n (DX, — =" Y(a) +

ayh
+n2D,, (D, — a1 (D, — ) Y@+ k) =0.

Se ora nella (8) assumiamo

— a®)r,

N3

w =, 0 = (D2, — ¥ Y(a), L., = (D

si constata che il secondo membro di (5) diventa esattamente il primo membro
di (1);: ne segue che l'equazione (1), pud essere scritta
(D;

ak
<

— a2 g (D, — a®) " Y(x) =0.

wh

Di qui, invertendo successivamente gli operatori del primo membro, si ha

2 1,
(15) Y(x) = (D,, — a*)** - (D, —a) "0,
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che ¢& la formula risolutiva di (1), . Eseguendo ora i caleoli indicati nel secondo
membro di (15), si ha, in virtt di (14'),

2 2\, 1 i 2 ‘ !
Y(a}) = (D;,h . a,-)n—l ; {wn—l(h @o _tl_ mll—-'“‘ [+2% + vee T & (pn—g“}‘ (Pn—-l }} 3
ossia, tenendo presente (6),
Y (@) = (]):’h — a{2)n—1{ (@ — h)n=2ln @o + (@ — Jyn-sin R S ‘Pn—a} N

a (pn-—l
- 2 n....l
—+ (D%n — a?) — "

I poiché il primo termine del secondo membro & nullo, potendo esso scriversi
nella forma

(D:,h - a2)n—1 (D:,h - ag)l_n 07

risulta

Y(z) = (D:,h — a?)"t {fﬁf} ’

a quale non & altro che la (2), riportata nella introduzione.



