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DEMORE QUILGHINTI (%)

Sull’ equilibrio spontaneo di una massa fluida

soggetta alla propria gravitazione.

1. - Introduzione.

TUna massa stellare, con opportune schematizzazioni, pud essere assimilata
ad un sistema materiale fluido isolato nello spazio e quindi con pressione ne-
cessariamente nulla sulla superficie che lo limita.. Ha percid interesse nell’astro-
fisica teorica determinare i tipi di fluido per i quali & possibile, una volta as-
segnate le forze di massa agenti, una configurazione di equilibrio in assenza di
pressione sulla superficie limitante le masse fluide.

Tn questo lavoro, nell’ipotesi che le forze di massa agenti sulle particelle
fluide siano le mutue attrazioni gravitazionali di tipo newtoniamo e che il
fluido sia barotropico, indicate con g la densitd e con p la pressione in un ge-
nerico punto della massa fluida, determineremo le condizioni da imporre alla

funzione
1) p = plo) (equazione di stato)

affinché sia possibile una tale configurazione di equilibrio. Per particolari de-
terminazioni della (1) il problema ¢ stato largamente studiato.

(*) Indirizzo: Istituto Matematico U. Dixt della Universith, via Alfani 81, Firenze,
Ttalia. :
(**) Ricevuto il 12-1V-1957.
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H. Leaxs [1](1), assumendo la (1) nella forma
po=kp (k costante positiva),

dopo aver osservato che per masse fluide di questo tipo (gas perfetti in condi-
zioni isoterme) non ¢ possibile una conflgurazione di equilibrio con pressione
nulla sulla superficie che le limita, studia I'andamento della pressione e della
densitd nellipotesi che la massa fluida possa invadere tutto lo spazio. Pid
recentemente R. Tammmy [2], assumendo la (1) nella forma

p ==k ottam (k ed n costanti positive),

trova che condizione necessaria e sufficiente affinche una massa fluida di questo
tipo (gas politropici nell’ipotesi che non vi sia scambio di ealore tra la massa
gassosa e Pambiente esterno) stia in equilibrio isolata nello spazio & che risulti
n <D,

Generalizzando il problema di EMDEN, dimostreremo (1. 4) che condi-
zione necessaria ad una tale configurazione di equilibrio per una massa di
fluido barotropico, sotto I'azione della propria gravitazione, ¢ che si possa de-
terminare, nell’intervallo in cui ¢ definita la (1), almeno un sotto intervallo I,
tale che per gel, risulti: )

5  dplo)
6= do

Questa, come vedremo (n. 4), implica la seguente limitazione per la pressione:

ploy) /5

6/5
2y

p < (01 = max p, oel)).
Dimostreremo inoltre (n. §) che, se la (2) & verificata per tutti i valori di 0
per cui & definita la (1), allora la condizione ¢ anche sufficiente (2). C me appli-
cazione dei risultati ottenuti esamineremo (n. 6) il caso di un fluido reale retto
dall’equazione di stato di VAN DErR WaALS e passeremo infine (n. 7) a conside-
rare il problema per una distribuzione stratiforme della materia.

(*) T numeri in neretto e in parentisi quadra si riferiscono alla Bibliografia posta al
termine del lavoro.

(*) Come immediatamente si vede, il caso di EMDEN rientra nelle nostre condizioni;
in questa ipotesi, infatti, la (2) si serive n/(n 4 1) < 5/6, ¢ quindi »n <35 per ogni va-
lore di o.
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2. - Posizione del problema.

Qui e per il seguito diremo che un sistema materiale fluido sta in una con-
figurazione di cquilibrio spontanco, per effetto di assegnate forze di massa,
quando sta in equilibrio totalmente distribuito al finito -con pressione nulla
sulla superficie che lo limita.

Una massa fluida in equilibrio per effetto della propria gravitazione e di
una pressione costante (necessariamente nulla se il sistema ¢ isolato) sulla
superficie che la limita assume necessariamente una configurazione sferic:
[8]. Percio nell’ipotesi dell’equilibrio, spontaneo o mno, la distribuzione con
simmetria sferica ¢ carattevistica per il potenziale specifico gravitazionale
U(P), per la pressione p(P) e per la densitd o(P) che risultano gunindi funzioni
della distanza  del punto P dal centro O della sfera fluida. Cosi, tenuto conto
della simmetria sferica, Uequazione di Poissox, Vequazione di stato e 1’equa-
zione dell'idrostatica nella forma

permettono di scrivere, indicata con f la costante gravitazionale, 'equazione
differenziale del 2° ordine, nell’incognito potenziale U(r),

1daf aU
m A = e

con le condizioni

-

. d
U0) =T, (0<CU, << o0} lim o = 0 ().

Noti teoremi della teoria del potenziale gravitazionale [4] assicurano la esi-
stenza e l'unicitd dell’integrale della (I), partendo dalle condizioni assegnate,
comunque sia o(U) funzione limitata ed integrabile di U.

Cosi la (I), equazione di stato e quella dell’idrostatica permettono di de-
terminare U, p e o in funzione di 7.

(*) Questultima condizione, come ha fatto osservare G. SAaNsONE [5)], segue diret-
tamente dalla (I) e dalla condizione U(0) = U, (0 <U, <+ o).
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Dal teorema di Licimnsrrix [3] =i ha poi

arv do
— < 0, e ]
¥ dr

dr

e dall’equazione dell’idrostatica segue

— < 0,

dar ‘

cio¢ le funzioni U(r), o(») e p{r) erescono verso l'interno della sfera e raggiun-
gono l'unico loro massimo nel centro. Inoltre, poiché dal teorema di deriva-
zione delle funzioni composte si ha

'dp dp de

dr (ig dr.’

segue che, in condizioni di equilibrio, deve aversi

cioe p(p) deve essere una funzione crescente della densiti.
Nel caso di EMDEN la (I), posto D) = (n -+ 1)frHeFD plion,

‘seritta:

puod essere

1 d <.0 dao 4af o
(1) " 1) ST e
con le condizioni
. dP
D) =D, (0 <D < + oo), lim — =0

Poiche, in questo caso, @(r) & proporzionale ad una potenza ad esponente

positivo di p, un eventuale zero di @(r) (per » finito) corrisponde all’equilibrio

_ Cdp ‘ )

spontaneo. Nel caso generale, posto @ = / e -+ ¢ (con ¢ costante), la (I,) si
2

serive [6]:

1 d dady
P W) = e

dr

con le solite condizioni.
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Giova osservare pero che un eventuale zero di @(r) a distanza finita puo
non corrispondere all’equilibrio spontaneo. Per rendercene conto basta pen-
sare al caso dei gas perfetti in condizioni isotermiche. In questa ipotesi si ha,
infatti,

D) =log{p(r)ip .} %

essendo p  la pressione sulla superficie ¥ limitante la massa fluida. Un even-
tuale zero a distanza finita per @(r) fa corrispondere a p(r) il valore p che,
come ho fatto notare in un precedente lavoro [7] e come del resto segue dai
¢itati lavori di LEMKE e di EMDEX, non pud essere nulla, con che Iimpos-
sibilitah di una configurazione di equilibrio spontaneo nonostante 'annullarsi
di @ sulla superficie 3 (1) .

3. — Una identita integrale.

Pensiamo ad una sfera fluida in equilibrio, spontaneo o no. Indichiamo
con ¥, una generica superficie (sferica) di centro O e raggio 7, con dll, =
= 4mor?-dr la massa contenuta nello strato sferico di spessore dr e limitato
dalle superficie sferiche concentriche ¥, e Y44, € cOn M, la massa contenuta
alllinterno di 3,. Con queste posizioni, poiché la forza specifica di massa
agente a distanza » da O @ il gradiente del potenziale specifico gravitazionale,
si ha:

A, a’
e =

. M, 1 dp
(3) f 2 “mz) (:“

Moltiplicando ambo i membri per 4mgr?-dr, tenuto conto dell’espressione del
di,, otteniamo

M,-dM, :
i — = 4t - dp,

(4) Noti risultati assicurano che la ®(r) non pud avere geri internamente a 3.
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v
L]

ed anche

aaz

5 = dard - dp .

Da questa, integrando ambo i membri tra I, ed R,, con R; ed R, minori o
al piit eguali al raggio I della superficie $ che limita la massa fluida, si ha

R

1Ak 1 112, U; .
;f ]"” - f ff S dr = AR p(Ry) + AaR - p(Ry) + 125 /]}) dr,
2 (N

By

ed anche, tenuto nuovamente conto della (3) e dell’espressione del d.i/,,

2,

ot

dp do

1 M2 1 B :
4 o Siat: DR il SN B 1 el 4
) zf';z 27131 /u’gdod;1
Ry
—4aR:-p(R,) + 4aR3-p(R;) + 3 [7— 4, .
[
FiA
Avendosi poi
Ry
P p(R.z) PRy 1 dp de 7 do
ZAar. = 1 ar — - = =d M,
f~dl = My M SPEvE TN
B
sostituendo nella (4), otteniamo 1’identitd integrale ceircata:
l jli’a l Jli’, 3 3 N
(M) gty A { B piR) — Ry p(Ry) }—
I
P(Rs) PRy | (1 5 1 dp\ do
—3 1M — 2 = I = - =] —dr.
Ve g e amy | / g ag) o
Ry

4. ~ Teorema I.

Condizione necessaria perché una massa di fluido barotropico sia in equilibrio
spontaneo per effetto della propria gravitazione é che si possa determinare, nel-
Pintervallo in cui ¢ definita p(g) come funzione di g, un sottointervallo I, tale che
per gel, risulti

9 é ap(@)
(2) plo)<ge—g—-
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o
Osserviamo che Vequazione dellidrostatica U— U, = f(l/g) dp dd una
0o :

prima condizione necessaria all’equilibrio spontaneo. Infavtti; in questa ipotesi,
la massa M ¢ totalmente distribuita al finito e percid il potenziale specifico
gravitazionale ¥/ ¢ ovunque finito, esiste quindi una costante positiva & per la
quale si ha

(5 [ j‘(l/g) dp | <k.

24

Percio, indicando con g . il valore della densitd in superficie, tenuto conto che
in condizioni di equilibrio spontaneo si ha p(e,) =0, dalla (5) e dal criterio
per Desistenza degli integrali impropri [9, p. 210] otteniamo, anche per g =0,
lim{p(g)/g}:: 0. Tenendo conto di quanto ora osservato e che M, = O(r?),

oo,

posto B, = 0 e R, = R nella (II), la (II) stessa si scrive:

l_f‘l[::?, M, p__51dp)de
PR 2 G g :

o

Poiche il primo membro di quest’ultima & positivo, tale deve essere il secondo
membro, e poiché dp/dr, per r == 0, ¢ sempre negativa, deve esistere un inter-
vallo (r,, #,) tale che per », < <7, si abbia

(6) Pl

Posto ora g, = p(11) € g» = g(?s); 01> 02, essendo dp/de > 0, resta provata
Pesistenza di un sottointervallo I, tale che per ogni g €I, valga la (2).

Corollario. In condizioni di equilibrio spontanco per ogni g€ l, si ha
per la pressione p la limifazione:

p< % 96!5 [pl == p(Ql)a 0= max Q] R
@ e€l,
Dalla (2) si ha infatti
dp 6 d
e
» 5 ¢

ed integrando rispetto a ¢ in I,, tenuto conto della (1), della definizione di g,
e che dp/de > 0, segue il corollario.

8. — Rivista di Matematica.
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5. — Teorema 11.

Condizione sufficiente affinché wuna massa fluida I ( (finita) costituite da un
fluido barotropico stia in equilibrio spontaneo per effetto della propria gravita-
zione ¢ che, per ogni valore di o per cui ¢ definita p(o), risulti:

5 dple) dp(e) )
2) p(9)<gg 1o (dg >0).

‘Pensiamo ad una massa fluida in equilibrio per effetto della propria gra-
vitazione ed, eventualmente, di una pressione p(R), sulla superficie S di raggio R
che la limita. In questa ipotesi la (II), valida in condizioni di ethbuo spon-
taneo o no, posto R, =0, R, = R, si scrive:

B
SEUNI DY, £ - 33 1 ps g
— [ 7 3__ - p— ——— — ¢
wny g ig o fan— 25 —s far (20 1) .
0

Il teorema sard provato se dimostreremo che, nelle ipotesi fatte, fra tutte
le configurazioni sferiche di equilibrio, corrispondenti alla coppia [R, p(R)],
ne esiste una [R,, p(R,)] per cui risulta P(Ro) = 0, con R, finito. La configu-
razione sferica di raggio R, ¢ pertanto la ricercata configurazione di equili-
brio spontaneo.

Dimostriamo preliminarmente che la funzione

r

51 dp\ d
F(R) —3 fM,-(Z’-w_f - —p) 2a

e* 6 odg/ar

[}

¢ sempre positiva per R> 0.
Per le ipotesi fatte si ha
P 51dp
Fboa "

e poiché in condizioni di equilibrio & dp/dr < 0, per r - 0, segue

p
e

p 51 dp\ do
szﬁgdg dr 2

=~

HE

de
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s s . . P 51 dp A
Da questa, indicato con &>>0 lestremo inferiore di Pl L , per il
o G ode

teorema della media [9, Cap. IV, n. 13, e), p. 151] si ha

P(R) = 30T p1dp b >
i MBZ)T[—: 7

‘ dp

R
e : dg -
>3Me / ‘ o ‘ dr :3ﬂ[£-{ 0(0) — o(R }>0

[

essendo 3 >0 un opportuno valore minore di /.
Proviamo inoltre che qualunque sia R si ha

33
— 3
pR) = oy A= 0

r
Dal teorema della media [9, p. 151], poiché M =4z f o* dr, otteniamo
0
M= (4/3)nR® p, essendo p un conveniente valore tale che o(0)>>p > o(R),
e percio

(p(R):mzza{ —1}>0.

o(X)

(id premesso proviamo lesistenza di un valore R,, finito, per il quale si

M3
ha p(R,) = 0. Dalla (II,), posto w(l) = - f—- — F(R), otteniamo

(D p(R) = p(R)/p(R) .

Da questa, a causa della continuitd del numeratore e del denominatore del
secondo membro e tenuto conto che il denominatore ¢ sempre diverso da zero,
segue la continuitd di p(R). Sia R, un valore di R tale che p(R,)> 0 [che se
fosse p(R,) = 0 il teorema sarebbe verificato]. Indichiamo con I > 0 Iestremo
inferiore di F(R) per R > R,. Avendosi manifestamente w(f}M?/(21)) <0, dal
teorema di WrIERsTRASS [8, Cap. 11, n. 21, p. 177] sulle funzioni continue segue
P’esistenza di un valore finito R,, con R, << R, < fM?/(2I), tale che p(R,) = 0,
e quindi il teorema da dimostrare. v
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6. — Una applicazione ai fluidi reali.

Come applicazione dei risultati trovati, vogliamo esaminare il caso in cui la
massa M ¢ costituita da un fluido reale retto da una equazione di stato del
tipo di VAN DErR WAALS.

Come ¢ noto 'equazione di stato di VAN PER WaaLs per fluidi reali, con
riferimento alla grammomolecola e in condizioni isoterme, si scrive [10]

a
(n + Fo—n—rt

v

—
o
b

essendo a la forza di coesione, b il covolume della grammomolecola e & una
costante positiva proporzionale alla temperatura assoluta e indipendente dalla
natura del fluido.

Sia ora Av l'elemento di volume in cui supponiamo concentrata la massa
Am, misurata in grammomolecole del fluido in questione, in queste ipotesi

per il generico elemento Av la (8) si scrive:

[ Am\z] | dv
(9 {p + a»( Av) ] LT"’”' ——b] =I.

Passando al limite per Av — 0, facendo intervenire la densith o, la (9) pud
scriversi:

(1,) P = o-(abo® —ag + k)/(1 —bo) .
Poiché deve aversi p >0, lessere p <<1/b implica
(10) abp* —ap +-k>0.

Distinguiamo i due casi: a®—dkab >0, a*— dkab <0.

Sia &k <a/(4b) e siano g, e g,, con g, << g,, i due zeri (reali) del trinomio a
primo membro della (10). ‘

Per o variabile nell’intervallo (0, p,) la p{g) cresce dal valore zero ad un
magsimo . che raggiunge per g = g,, con 0 <g, <pg,, e quindi nuovamente
decresce fino allo zero per g = p,; la possibilitdh di eciuilibrio spontaneo &
quindi da ricercarsi soltanto nel sottointervallo (0, g,) ove p(g) & crescente.
Per ¢ variabile nell’intervallo (o,, @,) la p(p) risulta negativa, fatto questo
incompatibile col suo significato fisico. Per p variabile, infine, nell’intervallo
{02, 1/b) la p(p) & crescente e tende all’infinito per ¢ —1/b.
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Dimostriamo adesso che per fluidi retti dalla (1,) ¢ possibile una configura-
zione di equilibrio spontaneo per o variabile nell’intervallo (g,, 1/b), mentre

Pequilibrio spontaneo non & possibile nellintervallo (0, o,) -
Dalla (1,) segue:

dp(e) — 2ab?g® -+ 4abp® — 2ap -+ k

(11) ‘ dp (1 — bp)? ’

da cui, poiche in ambedue gli intervalli (0, 0o) e (s, 1/b) 1a p(p) & crescente, in
questi intervalli si ha anche

(12) — 2ab20® + dabp®—Zagp >—k.

Tenuto conto di quest’ultima e delle espressioni di »(o) e di dp(e)/do date
g Ple)iao
dalla (1,) e dalla (12), con facili caleoli otteniamo, per gli intervalli in questione,

T
(13) 77(9)<2 i)

per flo) = 6bko — 4ab?p®+ Sabo* —4ag > 0.

Supponiamo, dapprima, che o vari nelllintervallo (g., 1/b). Allora, es-

sendo o > 1/(2b) = (o, + @)/2, avremo anche — 2k > k— 6kbp; quindi,
poich¢ ¢ verificata la (12), a maggior ragione avremo f(g)>0 e dalla
5 1 dp(p)

il che, per il Teorema II, assicura la pos-

(13) percio p(o) <

6 E do !
sibilith di equilibrio spontanco.

Tsaminiamo adesso il caso di o variabile nell’intervallo (0, g). In questa
ipotesi l'equilibrio spontaneo & impossibile. Supponiamo, per assurdo, che
questo si verifichi. In superficie avremo p, = 0, e, a causa della (1,) per I'in-
tervallo in questione, o = 0. Da qui, per il teorema di IL’HospiTAL [8, Cap.

IX, n. 9, p. 236] e tenuto conto della (11), si ha:

(14) lim { p(g)/o } = lim (dp/dg) = k>0,

and 3 o0
conclusione in contrasto con Iipotesi fatta, infatti, come abbiamo notato
al n. 4, una condizione necessaria all’equilibrio spontaneo ¢ che risulti

lim { p(o)/o } = 0.

0

Tsaminiamo adesso il caso k> a/(4b). Poiché il discriminante del trinomio
abp® — ap + k & negativo e il coefficiente del termine di 2° grado ¢ positivo,
il trinomio stesso & sempre positivo, percio la (1,) definisce p positiva in tutto
Pintervallo (0, 1/b) ed & p = 0 per ¢ = 0. Si ha percid ancora la (14) e quindi
Vimpossibilitah di equilibrio spontaneo. k
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7. ~ Caso di una distribuzione stratiforme della materia.

Le considerazioni svolte fin qui sono state fatte nella ipotesi implicita che
in ogni punto della massa il fluido sia retto dalla medesima equazione di stato.
Supporremo adesso che la massa fluida sia costituita da diversi strati di fluido
non mescolabili tra di loro; per semplicitd limiteremo la nostra indagine al
caso in cul la massa I sia costituita da due soli fluidi F, e F,. Come si vedra
le considerazioni che faremo valgono manifestamente per un mezzo composto
di quanti si voglia tipi di fluido in analoghe condizioni.

Supporremo che attraverso la superficie $* (sferica e di r aggio R*) che se-
para F; da F, si raccordi con continuita, oltre alla pressione, il che deve neces-
sariamente accadere in condizioni di equilibrio, anche la densitd (5). Sensza
alterare le generalita, supponiamo che la massa M, formante il nucleo centrale

sia-eostituita-dal fluido F; retto dall’equazione di stato P ="py(g), mentre il

fluido F,, retto dall’equazione di stato p = p, (p), costituisca una atmosfera
esterna di massa complessiva A,. In generale attraverso ¥, pur essendo
continue sia la pressione che la densitd, sard discontinua, per la supposta non
mescolabilitd dei due fluidi, la derivata della pressione rispetto alla densita.
Adesso, fatto nella (IT) le posizioni R, =0 ed R, = ¥, si ha:

O] b~

s B | p; 51 dp)\ do
4% — — Mol == R — .
e + p(R*)- 1 4R o) | _SJ I, . P -y

Indicando con R il raggio della superficie che limita tutta la massa ed esten-
dendo la (IT) alllintervallo (R* R), otteniamo:

1 ﬂl— I " 3 J[' . v 32, 1 -
R
, 81 dp,\ do
—3 [M,-(?—)-'—? - ”’) 2ar.
. 0% 6 o dp ar
R*

(®) BMi riservo di tornare in altro lavoro a uattale il caso che vi siano supelﬁue di
discontinuitd per g.
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Sommando membro i membro queste due relazioni abbiamo infine:

1 32 3M 1
e Sl 4 , ke — =
(I1,) 13 p(R)- { 4R o |
P . : R \
B : p. 51 dp)\ do / .(])2 51 dp dg
o [ A (9“’*6 0 Tg> o &3 A @ 6o do)dr

0 R *

Da questa immediatamente si vede, ragionando come nel Teorema I, che condi-
zione necessaria per 'equilibrio spontaneo ¢ che per uno almeno dei fluidi si
verifichi la condizione di cui al Teorema I. Da quanto detto segue inoltre che
affinche sia possibile una configurazione di equilibrio spontaneo per un sistema
materiale fluido costituito da due fluidi F, e F,, ordinatamente retti dalle
equazioni di stato p = p,(0) e p = Pa(0), & sufficiente siano verificate le condi-
zioni seg ucn’a

) b(’ I,(g) ed I,(0) sono gli intervalli di variabilitd di g in cui sono de-

B4

finite pi(o) € palo), esiste almeno un valore o* di ¢ appartenente sia ad I,(p) che

<

ad Iy(p) per cui risulta p,(o¥) = py(0*) = p*.

b) Se il fluido F, costituisce il nucleo interno e il fluido F, Uatmosfera
esterna, ¢ (cfr. n. 2):

@) >p*  por e>0%  pale) <p*  per e <e*

¢) Per g appartenente ad I(p) si ha

5 dpyle) dpy(e)
y 2 AL
pl(g)<69‘dg ((19 = )’

per. o appartenente ad I(g) si ha

) 5 dp.e) dps(o)
p‘.’(g)<89 dg ( dg >0)'

Infatti, in queste condizioni la massa fluida 3, costituita col fluido ¥,
pud pensarsi in equilibrio, entro una opportuna superficie sferica ¥* di raggio
R, per effetto della propria, gravitazione e di una pressione p* = p;(o*) eser-
¢itata su ¥* da una opportuna massa fluida M, costituita col fluido ¥, . Poiche,
in condizioni di equilibrio, attraverso * si raccorda, necessariamente, con
continuity la pressione e a causa della a) & py(o*) = p* = p.(0¥), segue che
attraverso S* si raccorda con continuitdh anche o. Essendo infine verificate
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dalla ¢}, per ambedue i fluidi, le condizioni del Teorema II, ragionando sulla
(I1,) come si ¢ fatto nel citato teorema per la (II,), segue la possibilita del-
Pequilibrio spontaneo per il sistema fluido F =F - F,.

Nell’ordine di idee del n. 6 costruiamo qui un altro esempio. Ti sistema
fluido I" sia cosi costituito: un fluido reale Fy, come nucleo, retto dalla
equazione di stato

abp® —ap + k ‘ )
P =1p(0) =0 T 0€1,(0) = (a, 1/b),

] o 3 /s i 4y 4
con k costante positiva minore di a/(4d) ed o = (¢ - l'a-—~twbk);(2ab); Patmo-
sfera esterna sia formata da un gas F, del tipo di EMDEN retto dalla equa-
zione di stato

P =pue) =F 0" ge (o) = (0, + o),
essendo k ed n costanti positive ed n <5. TImmediatamente si verificano per

i fluidi F, ed F, le condizioni a), b) e ¢). Per verificare la a) si consideri 1a
funzione

i abg? — ap + I
Flo) = ko't g = -
(0) = o ¢

Issa ¢ una funzione continua di o nellintervallo aperto a destra (ot, 1/b), e
si ha

Flo) = Fpeottaim lim F(p) = — oco.
’ 4
o-—>1/b .

Percio, per il teorema di WEIERSTRASS [8, p. 151], esiste internamente all'in-
tervallo («, 1/b) almeno una radice dell’equazione F(p) = 0 (facilmente si po-
trebbe dimostrare che ne esiste una sola); e da questo segue la a). Ta b) &
immediatamente verificata, tenuto conto che é:

dpi(e)/do > 0, o€ I{p); Aps(o)/do > 0, 0eX(p).

La ¢) & stata verificata per la funzione o) al n. 6, mentre per la funzione
P:(0) € stata verificata al n. 1. 1 quindi dimostrata la possibilitd di una con-
figurazione di equilibrio spontaneo per questo sistema materiale fluido. Iin-
teresse di questo esempio va principalmente ricercato nel fatto che riproduce
un caso analogo a quello di EMDEN, non supponendo perd nellinterno delle
masse una omogeneitd di condizioni.
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