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DerriNna RoUXx (%)

Media, funzione maggiorante e somme di coefficienti

per le serie di potenze di ordine finito. (*%)

[

1. - La serie di potenze f(z) = > a, #* abbia raggio di convergenza 1; ad
essa associamo le seguenti ben note funzioni:

%
2 20

Myf; r) = {2_1:, f] f(vfe"g) 2 d6 }l/ = (i:: | an

(s 1 =3 an A =3lal, B D=3l
€ considefiamo le quattro seguenti maggiorazioni asintotiche:

(M, ) B(f; ) = O0((1—n)"% per P 1oy

O, s /) =0~ per 1ol

(4, o) A(f; ) = O(%) per b — + oo,

(B, @) B(f; b) = Ok per b — + oo,

(*) Indirizzo: Istituto Matematico F. Exwriques, Universith, Via C. Saldini 50,

Milano, Italia.
(**) Ricevuto il 2-II1-1956.

13, — Rivista di Matematica.
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che sono collegate dalla seguente trama di implicazioni:

(M,, o) <= (B, o)

Ee==)

(1.1) |
O, a+1/2) > (4, 2 +1/2)

(le implicazioni nel verso <=sono di tipo Abeliano e quelle nel verso —- sono
di tipo Tauberiano).

La validity di questo gruppo di proposizioni classiche pone il problema di
quali siano le «costanti ammissibili» e le «migliori costanti» che garanti-
scano la validith delle relative disuguaglianze nel senso che andiamo a preci-
sare. Ciserviremo della seguente comoda notazione: se € denota una qualunque
classe di funzioni f(z) e K & un numero qualunque, indicheremo con K @ Ia

classe delle funzioni K-f(z). Per ogni «>> 0, denotiamo con
@(M,, a) la classe delle funzioni f(2) per le quali esiste 7, = r,(f) tale che
M(f; = (1 —nm79 per r=1-<1;
CONT, «) 1a classe delle funzioni f(z) per le quali esiste r, = 1,(f) tale che
MU =1 —n~", per = r<<1j
e(4, «) la classe delle funzioni f(z) per le quali esiste &, = 7(f) tale che
A(fs By < B°, o per b= hy;
@(B, ) la classe delle funzioni f(z) per le quali-esiste hy = h(f) tale che
B(f; o) = 2%, per h=h,y.

In queste definizioni si assume uguale a 1 la costante moltiplicativa nel
secondo membro di ciascuna disuguaglianza e le classi € risultano, per cosi
dire, normalizzate; questa normalizzazione & essenziale quando si voglia
indagare sulle costanti moltiplicative che consentono il passaggio dall’una
all’altra di dette classi. Per svolgere una tale indagine sono utili anche le
_ definizioni seguenti.
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Diremo che un numero positivo &:

19 una K-costanle aminissibile da M, a B, e si denoterdh con Ky p(a),
quando per ogni f(z) €C(M,, «) vale

f(2) € Ky plec)-@(B, o);

2% una K-costante ammissibile da M, a O, e si denoterdh con

ngz(o{), quando per ogni f(z) € @(M,, «x) vale
1(2) EKAIQ@]‘C(“) € OI, « +1/2);
ece., in relazione evidente col quadro (1.1) di implicazioni, e cosi:

; 8% una K-costante ammissibile da A a 91T, e si denotera con K o)y
quando per ogni f(z) e@(4, «) vale

flz) € KAQ]Z(«)-@(Q’)K, a).

Si vengono a definire, per ogni « = 0, le seguenti 8 categorie di costanti:
KM,B(OC)a KMQE’)]Z,(“)’ VKMgA(“% K'BMZ(O‘), KB@]C(‘Z)’ Kp (), K@)(A(“)y KA@!Z,(“)’
e per ciascuna categoria si pud considerare I'estremo inferiore (eventualmente
minimo)

K;ZB(“) = Inf Ky p(2), ;
e cosi si hanno, per ogni .= 0, le 8 costanti

Kj},B(“)y K;,@K(“)’ K;},A(“), IIEMZ(O:), K;;@R;(“)y K5 4(2), Kgm‘_,i(“), Kj@m(“):

- che diremo le migliori K-costanti.

2. - In questa Nota si sono determinati dei possibili valori per le K-costanti
ammissibili [e implicitamente abbiamo dato semplici dimostrazioni delle im-
plicazioni che figurano nello schema (1.1) seguendo vie semplici e, in massima
parte, classiche]; inoltre si sono stabilite delle limitazioni per le migliori costanti
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K*, In particolare, si sono determinati i valori delle seguenti migliori costanti (1)
[qui si pone a! = I'(e 4 1)]:

K3 5(0) =1; K;Z@K(O) =0, Kugr(l/‘ =)2; K 4(0) =0;
K (o) = 27% J(200)! per ogni & = 0;

E3,(0) =05 K3, (1)2) =15 Kigp(0) =0, Kigp(1/2) =1; K, (0) =1;

B () = ol per ogni o =0,

dove vanno segnalate specialmente Ky, () e K’j@lt(oc) che sono generali per
2 £
o= 0.

I risultati sono i seguenti:

2/ (20)! < Ky ple) < (efw)*  per >0,

K3ip0) =1;

(0 —1/2)1 24/ Qo — 1N £ ¥ o (o) < (o + 1/2)*F %0~ per o> 0 (G. Riccr),

AT

K% o (0) :0 (Teorema di G. H. HARDY),

1/2) =V2;

n[ aT

2% e2re — 1\%
per o >0

1 12) J@a = 1 = Lina(®) = (W

e per >0 radice di = ye” — (x -+ 1/2) (¥ —1) =0,

1,4(0) =03

(*) Per la costante Kj}ngm(()) vedasi:

G. H. Haroy, 4 theorem concerning Taylor’s series, Quart. J. Math. Oxford
Ser. (1) 44 (1913), 147-160 (in particolare, pp. 147-150).

E. Laxpavu, Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse der Funlkiio-
nentheorie, Berlin 1929, cfr. pp. 31-32.

G. Ricci, Una osservazione sulle funzioni maggioranti delle serie di potenze, Boll.
Un. Mat. Ital. (3) 10 (1955), 147-153.
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* : % oo- ) )
K (o) ={ (o)1 } % 27« per x=0;

(e—1/2)1 20 = Ko (o) ={ (200!} (o + 1/2)"F%(20) per  a>0,

Hiop(0) =0,

( Kon1/2) =1;
)

/,

F1R)S K0S (L—p) % 49 per  a>1p2

e per y, massima radice >0 di (2¢ + 1)p(1 —yp)* ' —1 =0,
V2af(c +- 1/" S EKh =1 per 0<ax1/2,
K3 ,00) =0,
Kpa(12) =1;

s 1/zx‘<K:;)K (o) = (e]e per o> 0,
| Ko, 0) =1
Kxﬂlp(“) o per =0

3. — Osservazione.

Possiamo considerare anche la classe @(M,, «) delle funzioni f(2) tali che
Myf; s @—r)"" per 0=r<1,

e le analoghe @(B, ), (M, «), (4, ). I evidente che ogni & & contenuta
nella, corrispondente @; anzi, nel caso particolare « =0 si vede facilmente
che @ e @ coincidono (infatti, basta tenere presente che M,, B, 9IL, A4 sono
funzioni crescenti dei rispettivi argomenti e che per « =0 esse convergono a
un limite < 1). )

Se, per un momento, denotiamo con K

(e) ogni numero positivo tale
che per ogni f(z) €@(M,, o) valga ‘

MOIT

f() € EMa@TC () '@(@1@7 a +1/2)



192 D. ROUX
e diamo significato analogo a K, 5(a), ecc., & evidente che ogni K(e) ¢ a maggior
ragione una K(x). Ma si vede facilmente che, al contrario, ogni numero K(x) + ¢
¢ una I{(x), e pertanto '

Ef=TnfK =K% =Inf K.
Questa affermazione ¢ evidente per o =0 poich¢ allora @ e @ coincidono.
Sia o> 0 e dimostriamo, per esempio, che ilnumero I (o) ¢ & una Ky p(e).

Infatti, sia f(z) €@(IM,, ) o

M(f; = (@1Q—r)""  per r=r<l;

@
allora, per la convergenza uniforme di > | @, |72 per 0 < r < #,, si pud deter-
0

minare » =(f, «) tale che sia IL(f—7f,; 1<l per 0<r< Yo Tissendo
. Mzk(f,u,_ f,,‘; SZ Mg(ﬁ ,T) g(]“;__q.)%i . pel ; 10§ R
e (I —7)™" crescente per 0 < » <1, risulta:
M(f—f; =1 —»r)"" per 0= r<1,
e quindi, per la definizione di K, 5(a), ¢
B(f —1f,; i) = KM._.B(“) B per h = he
e quindi ancora &
B(f; b)) =B(f.; h) + B(f—f,; h)< B{f,; ») + “MzB(oc) -h* per h = hes

essendo o > 0, risulta B(f,; »)/h* -0 per h -> -~ co e percid abbiamo

B(f; 1) <{ Ky ple) + &} 0 per = hy(f, v, o3 €).

4. ~ Un altro problema analogo per il passaggio da una C a un’altra C.

Denotiamo con H 1IN () un numero non negativo tale che per ogni
fg) €@ (M,, o) valga

f(z) EHM:@R: (“) 'é(@]’c; o -t 1/2) .
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B evidente che ogni H(x) ¢, a maggiore ragione, una K(«), ma in generale
non si potrd affermare il contrario, e quindi, posto, per esempio,

=Inf H

Hy o (@) o (2

risultera

Hy or () 2 K o (@) -

Per le migliori H-costanti abbiamo stabilito le seguenti limitazioni:

Hiplo) = Qo +1"% o per  a>0, Hy,p(0) = IG,p0) =1,
Hyp ()= (410 per a>0,  Hp (0) = Ky ,(0) =1.

5. - Le IK-costanti per classi di funzioni f(z) definite con funzioni IL(x(
Ientamente oscillanti.

Denotiamo con ¢ la classe delle funzioni L(z) positive lentamente oscillanti,
cioe delle funzioni L(x) con le seguenti proprieti:

a) L{z)y >0 . per x abbastanza grande,

b) Licx) ~ L) per ogni ¢>0 e per # - + co.

Denotiamo con @(M,, o, L), &K, o, L), @4, o, L), B, « L) le
clagsi delle funzioni f(2) per le quali risulta, rispettivamente,

My(f; ) <@ —»)"* L(1J1—7)) per Fo =<1,

Cf; =@ —nr)~* L)L —7)) per ros= <1,
B(f; h) = h*L(h) per ho < b,
A(fs b)) Z ROL(A) per hy= P,

essendo 7, abbastanza prossimo a 1 e &, abbastanza grande.



194 D. ROUX
Per ognuna delle classi di funzioni precedenti si pone il problema delle

K-costanti, come é stato illustrato al n. 1. Per esempio, KM N (o, L) ¢ ogni
numero tale che ’

« per ogni  f(2) €@(M,, «, L) vale f(2) EKM@]C‘((Z’ L)-e®OI0, « +1/2, L) ».

Si perviene al seguenti risultati che assegnano maggiorazioni uniformi vi-
spetto alla funzione L della classe ¢ delle costanti K* = Inf K:

Ky ple, L) = (efor)” per az=0,
K oo D)= (ar 1727 o™ per @z,
B e e e e IO - R—

e per y radice positiva di ye™ — (« + 1/2) (¢ —1) =0,

Kyl L) <474 (o)} { (dor + 1) (4o + 2) (4o + 3)/2 } "

per =0,
% oyatizig y=af 4.1 V14,

Koo L) = (@ +1/2) (dor) 7 (4r)! }
{ (4o + 1) (4o +2) (4o 4 3)/2}  per %= 0,
Ki(o, L) < (L—yp)rt g ‘ per «>1/2
e v la maggiore delle due radici di (2¢ 4 1)2p(1 —y)**~' —1 =0,
Ky o, L) =1 per 0< a<1/2,
K%]ZA(OC’ L= (9/.“)(1 per az=0,

K% (o DS 27 et 14 { (2o 1) (20 + 2) (2 + 3)/2 1"

per a=0.
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6. - Osservazione elementare su una serie ausiliaria.

‘Osserviamo preliminarmente che (1—7*)~%*0 _ L oo per r -1 —, essendo
A>—1 e u>0. Pertanto abbiamo

@ =3 ("= S (1 b o)y

0=0 “

da cui
@
(L —7)"%0 ={ 1 4 o(1)}- > “;— o per  r—>1—
e quindi
(6.1) z whn ~ (1 —7)’“ per 7 —>1—,
Sostituendo ¥ in luogo di r, segue
2 al A f1—r MR :
,ZD W o T = g —m (1 _T!) per r—>1—

ciot otteniamo l’espressione asintotica della annunciata serie ausiliaria o, ,:

Al 1

o
2 — ioun N —_—
(6 ) GZ,;L z n 7 ~ ,u’-‘“ (1 — ,,.)1.+1 per r—1

7. — Valutazione di M,, B, 9L, A per la funzione ¢(z) = (1 —2)"
con y >0, ) '

Lo sviluppo in serie di potenze della funzione g(z) &

(7.1) Pe) =1 —2)7 é("j_’:l)zn

Si ha allora, per y >1/2,

nEy—1

®  fp —1\2 @
'BI2((P7 7) ng()( ;__'Vl ) Po- L — g{ 1 ——1—0(1)} N TYT n’

14. — Rivista di Matematica.
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da cui

1 < oy — 5
]‘[2(99; ?') Nm z P pon per -y > 1/27 y—>1 — »
*7 nwmo

e, per la (6.2),

@y —2)! 1

(y— 1) 2271 (1 — ppr—1 per  y>1/2, r—>l—,

ﬂIg(«p ;1) ~

e quindi

Yy —2)t 1
2r="2(y — 1)1 (1 — 7)7— %

(7.2) My(p; ) ~ per  y>1/2, r—>1—.

Veniamo a valutare asintoticamente B(p; h):

Eofn 4y —1)? B p2r-2
B2 . 71/ == ( ) — o 1 + 1
w3 =2\ g(y_w{ o(1)
da cui
Lo nrre 1 ! h2r—1

Bp; b) ~ 2 j 2772 dop ~

S =D T e @y—1)(y—1e

1]
per y>1/2, h — -+ oo,
e quindi

hr—%

7.3 Blp; by ~ ———r
(1.3) (73 1) ~ e

per y>1/2, h— + oco.

La funzione maggiorante di ¢(z) & evidentemente

(7.4) : NUig; 1) =1 —7)"7 per y>0.
In modo analogo valutiamo asintoticamente A(p; %):

ny—t

. 2 —T - ,
A =3 ("7 )= S{1 4o} per - -+ oo
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da cui
Rk
Alp; k) ~ i Tl ~ ! [my“l dx
’ (y— D% (y —1)!
1]
cioé
- hy
(7.5) Alp; h) N;—i per »>0, &4 co.

8. — Limitazione per K3y pl).

‘Dimostriamo che per ogni «=0 si puo assumere K, p(a) = e* o= + ¢
(e >0 arbitrario). : )

Infatti, se cosi non fosse esisterebbe almeno una f(2) ¢ @(M,, «) alla quale
si pud coordinare un 6> 0 e una successione crescente di valori h* di & tali
che sia

Bf; h¥) > (1 + 8) 6 o~ 1%,

B allora

]'Ig(f; ,,.) — (1 “7.2) i Bz(f; ,n)./,,en g (1 _7.2) % B2(]€; ’)L)'?'Z" %

n=0 n=p*

= (1—12) 3 BYf; h¥) = (1 + 8)e o h et

n=n*

Posto ora 1 —72 =1/h*, cioé 2 =1 —1t/h*, si ha

t2 a

h*
]l[:(f7 =1 + 6)620“—2(4 JESERE— <1 — ki*) =1+ 6)(/’2“0(—2“

(1 _ ,‘2)201

2 1+ o(l)
92agt (1 __7.)2a ’

e cio & assurdo poiché per ¢ = 2¢ risulta

Hm{ M3(f; »)-(1—r)*}>1 + §/2,
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contro la definizione di C(M,, o) (vedasi n. 1). Segue che vale

Ky plo) =ca™"+ ¢ (per ogni &> 0),

da cui Ky pla) < % ™%
Per stabilire la disuguaglianza a sinistra consideriamo la funzione

i) ={ (a— 1/2)1- 2%/ @z — 1)l — e J(1 —2) =+ (> 0).
Per la (7.2) ¢u(2) €@(M,, «) e per la (7.3) abbiamo
(&, > 0),

Blgy; W) ={ 24/ 2e)t — & } e

da cul segue

K (o) = 20 (20)!

[-+] [e=)
ppm<] e quindi Y | @, |PS1;

ne=0

Nel caso particolare o = 0 deve essere Y | ¢,

n=0

pertanto K§,23(0)§ 1; la considerazione della funzione f(z) =1 (costante)

porta
K;:IZB(O) =1.

9, — Limitazione per K* ___ ().
P 11[2@](,( )
Per la disuguaglianza a destra vedasi G. Ricor (?). Per stabilire la disu-
guaglianza a sinistra consideriamo la funzione ausiliaria @(2) definita nel n.

precedente: per essa &
ANTgs; 1) = @),

da cui segue
* c « o . o /__
Ko (@ = e 12 2%/ (Za— 1L, K o (1/2) =12

() G. Ricor, Sullandamento delle funzioni maggioranti delle serie di potenze, Ann.
Mab. Pura Appl. (4) 40 (1955), 285-306. In particolare, vedasi pp. 294-299, dove si trova

la disuguaglianza a destrain casi pili generali.
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Nel caso particolare oo =0 & K?I QIL(O) = 0 per il teorema di G. H. HARDY (2),

e questo valore nullo & il limite per « —> 04 dell’estremo sinistro della
limitazinne riguardante K* ().
N

10. — Limitazione per -Kﬂ*,,A(a).

Sia a=0. E

_A(f; h) i i l a"l — zl a, i ‘7‘""1/7’" <{ Z l &, iZ«r‘zn}%.{ 21/7~2n}1/2 g

p—2+1 1 1% r
} < {,~2<h+n -1 }‘/. a—re.

= My(f; 7‘)'{”_,.——2“__1” Jr—oe

Poniamo ora h = y/(l —r), ciod r =1—y/h; allora risulta:
1/(1—7r2) ={1 4 o(1) } 1/(2y) per h— + oo,

PmED = (1 — pfh)"20+D -__..{ 1 + o(1) }027 per h—> 4+ oo.

Ne segue

2r — 1 1% \@ 27 1% .
Alf; h)g{e 5 1} % (%) {1 +o(1)}§_{€2y2“+1} Ret% {1+ o(1) }.

La funzione F(y) ={ (¢¥ —1)/(2y**") }‘/ ammette per ogni « un valore minimo
quando si assuma per y la radice positiva y, dell’equazione

ye* — (o + 1/2) (¢ —1) = 0.
Segue

Kyle) ={ @7 — D)@y % 46 (e30).

(®) Vedasi Yannotazione (*).
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Per stabilire la disuguaglianza a sinistra consideriamo ora la stessa funzione
@i(2) definita al n. 8; per essa & ¢y(2) €@(M,, «) e in forza della (7.5) &

qu
. < _ 0+ Yo : 0
A(¢17 h): {(OC+ 1/2)1/(205___1)1 81} h (81> )7
da cui segue

)z 2{ Qa— 1)1} Hj( + 1/2).

8[ A =

Sia o = 0; essendo Kj ,(0) < K;‘;@K(O) -Kgmzia/z), M®~(0) =0

e K’< (1/7 numero finito, segue

K;:[,A(O) =0.

11. - Limitazione per K;L}Mz(oc).

Ii, per ogni o= 0,

2 p2n — 1_/) (27211 Z|a [272n) —

Mi(f; ») = Z | @
= (1—»? z ofs n)-rm < (1 —2) §n2“ 7 4 (1 —7?) i{ B(f; n) —n® Yoo

.e percio, per la (6.2),

2(1 —7) 2a)! 1 4 0 (1)

M5 )= 92a+1 (1 — ry2ett per r—=>1—,

da cui

M n={Veny2e}a—n={1 + o)} per 11—,

e quindi

A ; (&> 0).

B

KBM,(OC) = ]/ (_?:;‘—)T
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Consideriamo ora la funzione
gele) ={ ) 2a (a—1/2)! — & JL — 1) (e>0).
Per la (7.3) & @yr) = @(B, o) e in conseguenza).della (7.2) risulta
Myfge; 1) ={V @) 27—, } (1 —1) (> 0)
€ quindi

K;’ﬂ[a((x) = V(—‘_):.Zy! 9-a

12. - Limitazione per K} ().
~-{ome-conseguenza-immediata- della-disuguaglianza classica [detta-di-A: T

Cavcry] (X ab)*< > a?-3 b* si ottiene Kj,(«)<1. Per ottenere qualche
miglioramento consideriamo la disuguaglianza

»—1 3 y—1 » h 13
Alfs W) =3l an] + 2] an]| ={ X1 F a2 }* +{ 31| a@u |} <
0 ¥ 0 0 v 14
<% B(f; ) + Vh—v { Bf; B)—BHf; 9) } A <
< v4B(f; ») + ]»/h——v B(f; ) < »*t% 4 ]/hw y B (h=v=hy).
Poniamo ora v =h-(1—7y), 0=<y<1; segue
A(f; B)S{ (L —p)oF% 4 % Jaet%

La funzione ¢(y) = (1 —»)***% L p% ha, nell'intervallo 0 <y <1 un va-
lore minimo; questo valore & 1 per ¢ < 1/2, mentre per « >1/2 esso ¢ minore di
1 e si ottiene assumendo per y la maggiore v, delle due radici positive deli’equa-
zione

(2o +1)2p (L —p)** ' —1 =0.

Otteniamo il valore

KBA(“) = (1 _“’}’o)a-“/2 -+ ')/:,/2 .
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Consideriamo ora la funzione g,(2) definita al n. 11, Per la (7.5) &
Algo; B) ={V20f(e +1/2) — g, } e+ (8,> 0),
da cui segue
K;A(oc) = m(a 4-1/2) e, in particolare, K3,(/2) : 1.
Per o = 0, essendo
K34(0) < K3, (0) .K;ETC(O) 'K%TCA 1/2) e K5, (0) =1,

* — ® P N e
Ko (0 =0, ‘KS‘D]ZA‘(]“/ ) numero finito,

segue

K3.0)=0.

13. - Limitazione per K;

or ™

11 passaggio da B ad O attraverso M, ci fornisce

Ko () = K (o) Ky oy ()
ed essendo
K, (o) = M'T“ per «=0,
KZ.@TC(“) S (@ +12%% ¢ per  a>0, Kg‘lzg,lz(o) =0,
gegue |
Kzg]t(d) = l/—(é;)? (o + 1/2)7F% (20)~¢ per x>0, K;;@n(o) = 0.
Consideriamo poi la funzione g,(z) definita al n. 11; per la (7.4) &

NUgz; 1) ={ (@—1/2)! V20— & f (1 —p) et (&> 0),
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da eul
R g (o) = (o — 1/2)! ) 20
B@k,( )._( /*‘) ‘
In particolare, per &« =1/2 si ottiene
* 2) —
KB%(l [2) = 1.
14, — Limitazione per K* - (o).
Per Koa(®)
Dimostriamo che per ogni ¢ = 0 si pud assumere

K?JIIA () =e*a "+ ¢

203

(> 0).

Infatti, se cosi non fosse, esisterebbe almeno una funzione f(z) € €O, «) alla-
quale si puo coordinare un § >0 e una successione crescente di valori h* di

h, tale che
Alfy B = (1 + ) e o™ h*.

B allora

Mf; 1) 2 (1 —1) 3 A(f; 19 =

n==h*

=21 +0)A—r)ea “h >z e a1 + 6) BT,

ne=j¥

Poniamo ora » =1—1t/h* con t>0, cioé h* =1t/(1—r), e si ha

NUf; M= @ +6) e a1 —1) (L — )" =
=1 +0) e* o et (1—1)"*{1 +0o(1)} per
il che & assurdo, poiche per t = « risulta
m{ A - —r}>1 + 82,

contro la definizione della classe €I, «) (vedasi n. 1).

$—>1—,
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Consideriamo ora la funziqne pr) =1 —2)"* e, «. | Per la (7.5) ¢
Alp; k) ~1fed) B° per h— 4 oo
¢ quindi

K%]ZA(“) =1/l

Sia « = 0; allora Y | a, [‘7‘“§ 1equindi 3 |a,|<1; pertanto K%KA(O) =1;

la considerazione della funzione f(?) =1 (costante) porta evidentemente
* —
K‘?)'IZ 40)=1.
7 15. = Limitazione per K* ___ (a).

49T

Per stabilire la disuguaglianza a destra veniamo a maggiorare D1((f; r). B

w

?}R:(f; ’)-) — z I y [ PR — (1 ——’)') (z n .Z! a., ‘ ,).n) —

0
o © R
=L —r YA n) < @ —r)- > a4 (1—7) z{ A(f; m) —n® }r",

1] 0 [}
da cui, tenendo conto della (6.1), otteniamo
NS5 =@ —n)al Q=0 {1 +ol) }=a! @—n"{1 +o(1)}

per r—>1—.

Segue

KAE’)K(“) = ! + & (¢ >0).

Consideriamo la funzione @4(2) = (x!—2) (1l —2)"*ee(4, ) (e>0).
Perla (7.4) & : ‘

M ) = (ot — &) (1 — 1),
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e percid

Kfop (@) =al  per ogni  «Z0,

16. — Limitazione per H¥ i 5(0)-

Sia f(#) € &(M,, «); allora &

h
B:(f; 1) ~Elanl2— prem 3 (1 1<
13
h
S MAf; 1) L —2) (A b ) g, P
0

= Mif; ») (@3 —1Y- Zn] @y |2§ Mif; v) -+ ke (1 — 12)-B(f; B),

o
da cui

16.1) B2(f; h)- { 1— @3 —rh }g BT ).

Sia «> 0. Posto h =t/(1—1?) con O0<<t<<l, cioé {d—r "=

=1+ @L—r9)"% = (1 + ) (hft)*, segue

B(f; B) < (1 + )% (B)* /(1 —8) <{ 2** =°/(1 —1) } ™.

La funzione F(t) = (2/t)** (1 —1) assume per { = 2¢/(2e - 1) il suo valore mi--
nimo, e pertanto si pud assumere

Hy plo) < (20 + 1) 7% o7 per o> 0.
Sia o == 0: da (16.1) segue B2(f; k) <1/(1 —1) per ogni f con 0 << {<C1, e quindi

Hyp(0) =1 4 ¢ (e>0) (2.

(*) Cio ¢, d’altronde, gid noto, essendo H K;I B(O) = 1 (vedasi n. 3).

1IB( ) =
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)

17. — Limitazione per H

o

Ay 1) =3 an] =S| ta] 7+ 3@ —) || <

n

=M(f;7) +A—r)3A +r+.. Fr )| a]=s
n
SO(f; 1) + @ —1) X |ay | O 7) + b1 —r)-A(f; h),
e ’quindi |
(17.1) A(fs B {1 —hj(1 —r) }< OL(f; 7).
Poniamo ora 1 —# =t/h con 0 <<t<1, e sia «>0. Si ha

A(f; W) < (Bt )L —1) ={t7°/(1 —1) } ™

La funzione F(I) —t7%/(1 —1) assume il suo valore minimo (nell’intervallo
0<<t<<l1) per t = «f(x + 1) e pertanto &

H@]LA(oc) = (ot -+ 1)““ o ¢ per o> 0.
Sia o« =0; da (17.1) segue A(f; h)<1/(1 —1) e percid
H@]CA(O) =1 -+e (§>O),

. N ) ¢ _ —
il che &, d’altronde, gid noto, essendo H@1L 4(0) _I{@].Q 40) =1
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18. - Le costanti K(x, ).

La determinazione di K(«, L)-costanti possibili si pud effettuare in modo
analogo a quello seguito nei nn. 9-16 per le costanti K(c), quando si tengano pre-
senti anche le seguenti proprietd delle funzioni della classe £:

1)  Lwegn y20 — L@es,
L@y eg = S n " Ln) ~((h™°[6)-L(k)  per ogni 4>0,

nzh

3) Liz)esy = %L(n)&h-L(h) ).

Lo
~—

Riportiamo, a titolo d’esempio, il procedimento seguito per la determina-
zione di KA@]L(“’ L).

Sia f(2) € @(4, «, L), ciot A(f, h)y < h* L(k) per b = h,. Possiamo serivere

O, 1) = 3 |y | 1m = (L —1)3 Alf, W) S

< =0 S A, 0t SAG, 0t S A, e} =@ (Sat Sat o)

Ovviamente

Per >, possiamo scrivere

S, = i Af, n)mm < én“ L(n)-rm<{ il}z(ﬁ) } %4 }h:nz“ pen

he Re
Dalla (7.1) si ricava
13

[>e]
Sk < 3t ~{ (20) 12T (L— )" per r > 1—.
-0

0

(%) Per queste proprieta vedasi, per esempio, G. Ricci, loe. cit. in (3), pp. 299-300.
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In conseguenza delle proprietd 1) ¢ 3) si ottiene
13
> LXn) ~ h-L(h)
R

e, posto h = y/(1 —7) con y > 0, otteniamo

n N 1
4
L) ~ -L‘-’< )
? () 1—v 1—2/?
da cui segue la maggiorazione di Y,:

20 Y%
5= P a e ot ) o).

Veniamo ora a valutare Yg:

@

23 — z A(f, n) e < z n* L(n pr <{ 2 n=Gte e (n) }/o{ z pReté+r p2n }1/
h
essendo d >0. Per la (7.1) ¢

[e] [++]
z n2a+1+6 p2n é z nza+1+6 PR D (2“ + S + 1)!_2-(2a+6+2) (1 __?,)—(2a+6+2) i
r

. Per le proprieta 1) e 3), avendo posto h = p/(1 —1r), si ottiene

i p 0+ L2(n) ~ (]L—d/a).LZ(}b) ,\,—()f&/a) 1 “_7.)6 L,_,<l 1 )

—
e quindi

{@x+ 5+ 11}% Nt ( 1
z3§ 8112 oz Qat1+oh T =) (+1)L_1_,.{1+0(1)}

In definitiva per la funzione reale DIL(f, #) abbiamo la limitazione

{@u+d-+11}%  {y-2a)!}% N 1
DI f’ é( Stz ,},6/2 ga+1-+3/2 + 9a-+1/2 +e)l—n""L 1 —7

valevole per ogni ¢>0 e » abbastanza grande.
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Scegliamo, per esempio, d = 2 e determiniamo ¢ in guisa che sia

@a+ 8+ D! y20)!

op? 2zatdtr T grat1

Si ottiene
y ={ Qo +1) Qa + 2) 2a + 3)/20 }.
Segue

Eig (o DS 27{ 201} 5{(20 +1) @ +2) (20 + 3)}2 .






